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êîìáèíàòîðèêà

ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 1: (12ò.) Èçïîëçâàéêè ìåòîäà íà ìàòåìàòè÷åñêàòà èíäóêöèÿ,

äîêàæåòå, ÷å
1 · 3 · 5 · ... · (2n+ 1)

2 · 4 · 6 · ... · (2n+ 2)
≥ 1

2n+ 2
çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n.

Ðåøåíèå: Íåêà P (n) :
1 · 3 · 5 · ... · (2n+ 1)

2 · 4 · 6 · ... · (2n+ 2)
≥ 1

2n+ 2
.

1. Äîêàçàòåëñòâî, ÷å P (0) å âÿðíî:
1

2
≥ 1

2
- âÿðíî

2. Äîïóñêàìå, ÷å P (k) :
1 · 3 · 5 · ... · (2k + 1)

2 · 4 · 6 · ... · (2k + 2)
≥ 1

2k + 2
å âÿðíî çà íÿ-

êàêâî åñòåñòâåíî ÷èñëî k ≥ 0.

3. Äîêàçàòåëñòâî, ÷å P (k + 1) :
1 · 3 · 5 · ... · (2k + 3)

2 · 4 · 6 · ... · (2k + 4)
≥ 1

2k + 4
å âÿðíî:

1 · 3 · 5 · ... · (2k + 1) · (2k + 3)

2 · 4 · 6 · ... · (2k + 2) · (2k + 4)
≥ 1

2k + 2
· 2k + 3

2k + 4
=

=
1

2k + 4
· (1 + 1

2k + 2
) >

1

2k + 4

Ñëåäîâàòåëíî, P (n) å âÿðíî çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n.

Çàäà÷à 2: (12ò.) Èçïîëçâàéòå ìåòîäà íà ìàòåìàòè÷åñêàòà èíäóêöèÿ çà
äà äîêàæåòå, ÷å çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n å â ñèëà ñëåäíîòî òâúðäåíèå:

1 · 1! + 2 · 2! + ...+ n · n! = (n+ 1)!− 1

Ðåøåíèå: Äà îçíà÷èì ñ P (n) : 1 · 1! + 2 · 2! + ...+ n · n! = (n+ 1)!− 1.

1. Ùå äîêàæåì P (0): 0 · 0! = (0 + 1)− 1 âÿðíî

2. Äîïóñêàìå, ÷å ñúùåñòâóâà åñòåñòâåíî ÷èñëî k, òàêîâà ÷å å âÿðíî:

P (k) : 1 · 1! + 2 · 2! + ...+ k · k! = (k + 1)!− 1
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3. Ùå äîêàæåì, ÷å å âÿðíî

P (k + 1) : 1 · 1! + 2 · 2! + ...+ k · k! + (k + 1) · (k + 1)! = (k + 2)!− 1

Íàèñòèíà:

1 · 1! + 2 · 2! + ...+ k · k! + (k + 1) · (k + 1)! = ñúãëàñíî ò. 2

= (k + 1)!− 1 + (k + 1) · (k + 1)! =

= (k + 1)!(1 + k + 1)− 1 = (k + 2)!− 1

Ñëåäîâàòåëíî, P (n) å âÿðíî çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n.

Çàäà÷à 3: (15ò.) Äàäåíî å ìíîæåñòâîòî A = {1, 3, 5, 12, 17, 18} è ðåëàöè-
ÿòà R ⊆ A × A,R = {(a, b) : (a + b) = 0 mod 2}. Äà ñå äîêàæå, ÷å R å
ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò è äà ñå íàìåðÿò êëàñîâåòå íà åêâèâàëåíòíîñò.

Ðåøåíèå:
1. ∀a ∈ A : a + a = 2a = 0 mod 2, ñëåäîâàòåëíî ðåëàöèÿòà R å

ðåôëåêñèâíà.
2. ∀a∀b ∈ A : (a, b) ∈ R → (b, a) ∈ R, òúé êàòî a + b = b + a, ñëåäîâà-

òåëíî ðåëàöèÿòà R å ñèìåòðè÷íà.
3. Íåêà a, b, c ∈ A ñà òàêèâà, ÷å a+ b = 0 mod 2 è b+ c = 0 mod 2 ⇒
a+ b = 2k, k ∈ Z, b+ c = 2r, r ∈ Z ⇒
a+ c = (a+ b) + (b+ c)− 2b = 2k + 2r − 2b = 2p, p ∈ Z
È òàêà çà ïðîèçâîëíè a, b, c ∈ A : (a, b) ∈ R ∧ (b, c) ∈ R → (a, c) ∈ R,

ñëåäîâàòåëíî ðåëàöèÿòà å òðàíçèòèâíà.
Ðåëàöèÿòà å ðåôëåêñèâíà, ñèìåòðè÷íà è òðàíçèòèâíà, ò.å. òÿ å ðåëà-

öèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò. Òÿ ðàçáèâà ìíîæåñòâîòî A íà äâà êëàñà íà åê-
âèâàëåíòíîñò, êàòî âúâ âñåêè åäèí îò òÿõ ïîïàäàò ÷èñëàòà, êîèòî èìàò
åäíàêâà ÷åòíîñò.

R[1] = {1, 3, 5, 17}, R[12] = {12, 18}
Çàäà÷à 4: (15ò.) Íåêà A = {a1, ..., an}. Ôóíêöèÿòà f : 2A → Jn

2 å äåôè-
íèðàíà, êàêòî ñëåäâà: f(x) = (c1, ..., cn), êúäåòî çà âñÿêî i ∈ In

ci =


1 àêî ai ∈ x

0 àêî ai /∈ x

Äîêàæåòå, ÷å f(x) å áèåêöèÿ.

Ðåøåíèå: Ôóíêöèÿòà f(x) å áèåêöèÿ, àêî å èíåêöèÿ è ñþðåêöèÿ.
à) Ùå äîêàæåì, ÷å f(x) å èíåêöèÿ, ò.å. ∀x1 6= x2 ∈ 2A, f(x1) 6= f(x2).
Íåêà x1 6= x2 è f(x1) = (c1, ..., cn), f(x2) = (d1, ..., dn).
x1 6= x2 ⇒ ∃p ∈ In, ap ∈ x1 ⊕ ap ∈ x2 ⇒
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∃p ∈ In, cp 6= dp ⇒ f(x1) 6= f(x2).

Ñëåäîâàòåëíî, f(x) å èíåêöèÿ.

á) Ùå äîêàæåì, ÷å f(x) å ñþðåêöèÿ, ò.å. ∀y ∈ Jn
2 ∃x ∈ 2A, f(x) = y.

Íåêà y = (c1, ..., cn). Òîãàâà ìíîæåñòâîòî x = {ai ∈ A|i ∈ In ∧ ci = 1}
å òàêîâà, ÷å f(x) = y.

Ñëåäîâàòåëíî, f(x) å ñþðåêöèÿ.

Ñëåäîâàòåëíî, f(x) å áèåêöèÿ.

Çàäà÷à 5: (10ò.) Ôóíêöèÿòà f : R → (−1, 1) å äåôèíèðàíà ïî ñëåäíèÿ

íà÷èí: f(x) =
x

1 + x2
, x ∈ R. Íàìåðåòå îáðàòíàòà ôóíêöèÿ f−1 àêî òàêàâà

ñúùåñòâóâà. Îáîñíîâåòå îòãâîðà ñè.

Ðåøåíèå:

Ùå ïðîâåðèì äàëè ôóíêöèÿòà å èíåêöèÿ. Íåêà x1, x2 ∈ R :

f(x1) = f(x2)⇒
x1

1 + x2
1

=
x2

1 + x2
2

⇒

x1 + x1x
2
2 − x2 − x2

1x2 = 0 ⇒
(x1 − x2)(1− x1x2) = 0

Ãîðíîòî ðàâåíñòâî å èçïúëíåíî â ñëåäíèòå ñëó÷àè:

x1 = x2 èëè x1 =
1

x2

⇒

∃x1∃x2 ∈ R : x1 6= x2, f(x1) = f(x2)

íàïðèìåð x1 = 3, x2 =
1

3
: f(x1) = f(x2) =

3

10
Ôóíêöèÿòà f(x) íå å èíåêöèÿ, ñëåäîâàòåëíî îáðàòíàòà ôóíêöèÿ f−1(x)

íå ñúùåñòâóâà.

Çàäà÷à 6: (20ò.) Äàäåíà å àçáóêàòà {a, b, c}. Íàìåðåòå áðîÿ íà äóìèòå
íàä òàçè àçáóêà, êîèòî èìàò äúëæèíà 15, íàé-ìíîãî 5 áóêâè a è ñëåä
âñÿêà áóêâà a èìà áóêâà b.

Ðåøåíèå:

Ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè äóìè, ÷èéòî áðîé èñêàìå äà íàìåðèì, ìîæå
äà ïðåäñòàâèì êàòî îáåäèíåíèå íà íåïðåñè÷àùè ñå ìíîæåñòâà:

X =
⋃5

i=0Xi

êúäåòî Xi å ìíîæåñòâîòî îò äóìèòå, êîèòî èìàò òî÷íî i áóêâè a.

Ùå íàìåðèì ìîùíîñòòà íà ìíîæåñòâîòî Xi. Çà äà îñèãóðèì èçèñê-
âàíåòî îò óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà âñÿêà îò áóêâèòå a ùå îáåäèíèì ñ åäíà
áóêâà b è ùå íàðå÷åì òàçè äâîéêà áóêâà A. Ñåãà äóìèòå îò ìíîæåñòâîòî
Xi ñúäúðæàò i áóêâè A, à îñòàíàëèòå 15− 2i áóêâè ìîãàò äà áúäàò b èëè
c. Çà äà íàìåðèì òåõíèÿ áðîé ùå îòãîâîðèì íà äâà âúïðîñà:
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1. Ïî êîëêî íà÷èíà ìîæåì äà ðàçïîëîæèì i áóêâè A â ïîçèöèèòå íà
äóìàòà, êîèòî ñà 15− i íà áðîé. Òîâà ìîæå äà ñòàíå ïî

(
15−i
i

)
íà÷èíà;

2. Ïî êîëêî íà÷èíà ìîæåì äà çàïúëíèì îñòàíàëèòå ïîçèöèè ñ áóêâè
b èëè c. Òîâà ñòàâà ïî 215−2i íà÷èíà.

Êàòî ïðèëîæèì ïðèíöèïà íà óìíîæåíèåòî ïîëó÷àâàìå
|Xi| =

(
15−i
i

)
· 215−2i

Ñåãà ïðèëàãàéêè ïðèíöèïà íà ñúáèðàíåòî ìîæåì äà îïðåäåëèì òúð-
ñåíèÿ áðîé:
|X| =

⋃5
i=0 |Xi| =

∑5
i=0

(
15−i
i

)
215−2i

Çàäà÷à 7: (12ò.) Íàìåðåòå êîåôèöèåíòèòå ïðåä:

à) (4ò.) a7 â (a+ 1)12

Ðåøåíèå: (a+1)12 =
∑12

k=0

(
12
k

)
·ak ·112−k. Ñëåäîâàòåëíî, êîåôèöèåíòúò

å
(
12
7

)
=

12!

7! · 5!
.

á) (4ò.) a5 · b10 â (2a+ 3b)15

Ðåøåíèå: (2a + 3b)15 =
∑15

k=0

(
15
k

)
· (2a)k · (3b)15−k. Ñëåäîâàòåëíî, êîå-

ôèöèåíòúò å
(
15
5

)
· 25 · 310 = 15!

5! · 10!
· 25 · 310.

â) (4ò.) a6 · b8 â (a+ b2)10

Ðåøåíèå: (a+ b2)10 =
∑10

k=0

(
10
k

)
· ak · (b2)10−k. Ñëåäîâàòåëíî, êîåôèöè-

åíòúò å
(
10
6

)
=

10!

6! · 4!
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