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Ôîðìàëíè ìîäåëè

Êàêòî âå÷å ñïîìåíàõìå, ïîíÿòèåòî àëãîðèòúì å íåôîðìàëíî. Â òàçè
ãëàâà ùå ñå ñïðåì íà âúçìîæíîñòèòå çà ôîðìàëèçàöèÿ íà òîâà ïîíÿòèå
è íà ñâúðçàíèòå ñ íåãî � çàäà÷à è ðåøåíèå. Òàêà ùå ïîëó÷èì âúçìîæ-
íîñò çà èçñëåäâàíå ñ ìàòåìàòè÷åñêè àïàðàò íà ôîðìàëíèòå ìîäåëè íà
òåçè ïîíÿòèÿ. Â ÷àñòíîñò � ùå âúâåäåì ïîíÿòèåòî ñëîæíîñò íà àëãî-
ðèòúì â ðàçëè÷íèòå ôîðìàëíè ìîäåëè è ùå ïîêàæåì âðúçêàòà ìåæäó
ñëîæíîñòèòå íà åäèí è ñúù àëãîðèòúì â ðàçëè÷íèòå ìîäåëè.

1.1 Ìàñîâè çàäà÷è è àëãîðèòìè

Â òúëêîâíèÿ Ðå÷íèê íà áúëãàðñêèÿ åçèê (ò. 5, Èçäàòåëñòâî íà ÁÀÍ, 1987)
íàìèðàìå ñëåäíîòî òúëêóâàíå íà äóìàòà çàäà÷à (â ìàòåìàòè÷åñêè ñìè-
ñúë): ½Óïðàæíåíèå ïî ìàòåìàòèêà, ôèçèêà è äð., êîåòî ñå ðàçðåøàâà
÷ðåç ðàçñúæäåíèÿ è èç÷èñëåíèÿ�. Áåç ïðåóâåëè÷åíèå ìîæå äà ñå êàæå,
÷å ñúùíîñòòà íà ìàòåìàòèêàòà å ðåøàâàíåòî íà çàäà÷è. Â Äîêëàäà ñè
ïðåä Âòîðèÿ ìåæäóíàðîäåí êîíãðåñ íà ìàòåìàòèöèòå â Ïàðèæ, 6-12 àâ-
ãóñò 1900ã., Äàâèä Õèëáåðò ïîñî÷âà, ÷å ñúñòîÿíèåòî íà âñÿêà íàóêà äî
ãîëÿìà ñòåïåí çàâèñè îò ôîðìóëèðàíåòî íà ñåðèîçíè çàäà÷è è îò ðàçâè-
òèåòî íà ñðåäñòâàòà çà òÿõíîòî ðåøàâàíå. ½Âñÿêà íàó÷íà îáëàñò å æèç-
íåñïîñîáíà�, òâúðäè Õèëáåðò, ½äîêàòî â íåÿ èìà èçëèøúê îò íîâè çà-
äà÷è. Íåäîñòèãúò îò íîâè çàäà÷è îçíà÷àâà îòìèðàíå èëè ïðåêðàòÿâàíå
íà ñàìîñòîÿòåëíîòî ðàçâèòèå.� Äðóã îò êîðèôåèòå íà ñúâðåìeííàòà ìà-
òåìàòèêà, íåíàäìèíàòèÿò ½ðåøàâà÷ íà çàäà÷è� Äüîðä Ïîéÿ ïèøå: ½Äà
èìàìå çàäà÷à îçíà÷àâà äà òúðñèì ñúçíàòåëíî íÿêîå äåéñòâèå, ãîäíî çà
ïîñòèãàíåòî íà åäíà ÿñíî ñõâàùàíà, íî íå è íåïîñðåäñòâåíî äîñòèæèìà
öåë. Äà ñå ðåøè åäíà çàäà÷à îçíà÷àâà äà ñå íàìåðè òîâà äåéñòâèå.�

Â ó÷èëèùíèòå êóðñîâå ïî ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà, êàêòî è â èçó-
÷àâàíèòå â óíèâåðñèòåòà äèñöèïëèíè, ÷òàòåëÿò ñå å ñáëúñêàë ñ ìíîãî
çàäà÷è è òåõíèòå ðåøåíèÿ. Òóê ùå îáúðíåì âíèìàíèå íà åäíà âàæíà
îñîáåíîñò íà ìàòåìàòè÷åñêèòå çàäà÷è, êàòî âúâåäåì íåôîðìàëíîòî ïî-
íÿòèå ìàñîâà çàäà÷à.

Íåêà å çàäàäåíî ïðîèçâîëíî ìíîæåñòâî îò ìàòåìàòè÷åñêè îáåêòè,
ñ äîáðå äåôèíèðàíè ñâîéñòâà, è ñúâêóïíîñò îò îïåðàöèè ìåæäó îáåê-
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òè, äàâàùè â ðåçóëòàò îáåêò îò ñúùîòî ìíîæåñòâî. Ïîä ìàñîâà çàäà÷à
ùå ðàçáèðàìå âñÿêà äîñòàòú÷íî ÿñíà öåë, ñúñòîÿùà ñå â íàìèðàíå (ñ
ïîñëåäîâàòåëíî ïðèëàãàíå íà äîïóñòèìè îïåðàöèè) íà íÿêàêâè îáåêòè
ỹ = (y1, y2, . . .) îò ìíîæåñòâîòî, ñ ïðåäâàðèòåëíî îïðåäåëåíè ñâîéñò-
âà, çàïî÷âàéêè îò çàäàäåíè îáåêòè x̃ = (x1, x2, . . .), ñúùî ñ ïðåäâàðè-
òåëíî îïðåäåëåíè ñâîéñòâà. Ùå îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å ïîä ðåøåíèå íà
äàäåíà çàäà÷à â ìàòåìàòèêàòà ðàçáèðàìå íå ñàìî êðàéíèÿ ðåçóëòàò
ỹ = (y1, y2, . . .), íî è ïîñëåäîâàòåëíîñòòà îò îïåðàöèè, ñ êîèòî ñìå
ãî íàìåðèëè.

Ñòîéíîñòèòå íà âñåêè îò ïàðàìåòðèòå x̃ = (x1, x2, . . .) ñà åëåìåíòè
íà íÿêàêâè, ïî-ãîëåìè èëè ïî-ìàëêè, ïîäìíîæåñòâà íà ìíîæåñòâîòî îò
îáåêòè. Ñ âñÿêî ñòåñíÿâàíå íà îáëàñòòà îò ñòîéíîñòè íà íÿêîé (èëè íÿ-
êîè) îò ïàðàìåòðèòå (âêëþ÷èòåëíî è îãðàíè÷àâàíåòî èì äî åäèíñòâåíî
âúçìîæíî çíà÷åíèå), ïîëó÷àâàìå íîâà ìàñîâà çàäà÷à, êîÿòî íàðè÷àìå åê-
çåìïëÿð íà ïúðâàòà ìàñîâà çàäà÷à. Ïðè ñòåñíÿâàíå íà âñè÷êè ïàðàìåòðè
äî åäèíñòâåíè çíà÷åíèÿ ùå ñòèãíåì äî ìàñîâà çàäà÷à, êîÿòî ñúâïàäà ñ
åäèíñòâåíèÿ ñè åêçåìïëÿð.

Åòî íÿêîè ïðèìåðè íà ìàñîâè çàäà÷è:
Ïðèìåð 1. ½Äàäåíè ñà åëåìåíòèòå a, b è c íà ïîëåòî F . Äà ñå

íàìåðÿò âñè÷êè òàêèâà åëåìåíòè x íà ïîëåòî F , ÷å ax2 + bx + c = 0.�
è ½Äàäåíè ñà åëåìåíòèòå a, b, c è x íà ïîëåòî F . Äà ñå ïðîâåðè äàëè
ax2 + bx + c = 0.�
ñà ìàñîâè çàäà÷è, à
½Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè òàêèâà åëåìåíòè x íà ïîëåòî GF (3), ÷å x2+2 =
0.� è ½Äà ñå ïðîâåðè, ÷å çà x = 2 â ïîëåòî GF (3) å â ñèëà x2 + 2 = 0.�
ñà åêçåìïëÿðè íà òåçè ìàñîâè çàäà÷è.

Ïðèìåð 2. ½Äàäåíè ñà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà i è j. Äà ñå íàìåðè ÍÎÄ
íà i è j.� è ½Äàäåíè ñà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà i, j è k > 0. Äà ñå ïðîâåðè
äàëè k å ÍÎÄ íà i è j.�
ñà ìàñîâè çàäà÷è, à
½Äà ñå íàìåðè ÍÎÄ íà 12 è 30.� è ½Äà ñå ïðîâåðè äàëè 6 å ÍÎÄ íà 12 è
30.�
ñà åêçåìïëÿðè íà òåçè ìàñîâè çàäà÷è.

Ïðèìåð 3. ½Äàäåíè ñà ìíîæåñòâî îò åëåìåíòè (ëèíåéíè è úãëîâè)
íà ðàâíèíåí (ïëàíèìåòðè÷åí) îáåêò. Äà ñå ïîñòðîè òîçè îáåêò ñàìî
ñ ëèíèéêà è ïåðãåë.�
å ìàñîâà çàäà÷à. Çàäà÷àòà
½Äà ñå ïîñòðîè òðèúãúëíèê ïî çàäàäåíè äâå ñòðàíè a, b è úãúë α ìåæäó
òÿõ.�
e íåèí åêçåìïëÿð è ñúùî å ìàñîâà çàäà÷à. Ïðè çàäàâàíå íà êîíêðåòíè
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äâå ñòðàíè è úãúë íà òúðñåíèÿ òðèúãúëíèê, ïîëó÷àâàìå åêçåìïëÿð íà
òàçè ìàñîâà çàäà÷à.

Ìàñîâèòå çàäà÷è â êðàÿ íà âñåêè îò òðèòå ïðèìåðà ñúâïàäàò ñ åäèíñ-
òâåíèÿ ñè åêçåìïëÿð, òúé êàòî çà âñè÷êè ïàðàìåòðè ñà ôèêñèðàíè åäèí-
ñòâåíè ñòîéíîñòè.

Â ïúðâèÿ ïðèìåð ìíîæåñòâîòî îò îáåêòè å ñúñòàâåíî îò åëåìåíòèòå
íà íÿêàêâî ïîëå, âúâ âòîðèÿ ïðèìåð � îò åñòåñòâåíèòå ÷èñëà, à â òðåòèÿ �
îò ãåîìåòðè÷íèòå îáåêòè â ðàâíèíàòà: òî÷êè, ïðàâè, úãëè, îòñå÷êè è ò.í.
Îïåðàöèèòå â ïúðâèòå äâà ïðèìåðà ñà àðèòìåòè÷íèòå è îïåðàöèèòå çà
ñðàâíÿâàíå, à â òðåòèÿ � èçïúëíèìèòå ñ ëèíèéêà è ïåðãåë: íà÷åðòàâàíå
íà (÷àñò îò) ïðàâà, íà÷åðòàâàíå íà îêðúæíîñò, îïðåäåëÿíå ïðåñå÷íàòà
òî÷êà íà äâà îáåêòà è ò.í.

Â ïúðâèòå äâà ïðèìåðà ñà äàäåíè äâîéêè ìàñîâè çàäà÷è, êîèòî òâúð-
äå ìíîãî ñè ïðèëè÷àò, íî èìàò è ñúùåñòâåíè ðàçëè÷èÿ. Ä. Ïîéÿ íàðè÷à
ïúðâèòå çàäà÷è çà íàìèðàíå (íà ðåøåíèå, á.à.), à âòîðèòå - çàäà÷è çà
äîêàçàòåëñòâî. Ïîðàäè ÷åñòàòà óïîòðåáà íà òåðìèíà ½äîêàçàòåëñòâî�,
ìîãàò äà ñå ïîñî÷àò ìàñîâè çàäà÷è çà íàìèðàíå íà ðåøåíèå, âúâ ôîðìó-
ëèðîâêàòà íà êîèòî ñå ñðåùà ôðàçàòà ½äîêàæåòå, ÷å ...�. Çà äà èçáåãíåì
íåäîðàçóìåíèÿòà, ùå íàðè÷àìå çàäà÷èòå îò âòîðèÿ òèï çàäà÷è çà ïðî-
âåðêà (íà ðåøåíèå).

Íå å òóäíî äà ñå çàáåëåæè, ÷å â äâîéêà ïîäîáíè ìàñîâè çàäà÷è �
åäíàòà çà íàìèðàíå, à äðóãàòà çà ïðîâåðêà íà ðåøåíèå � òàçè çà íàìèðàíå
íà ðåøåíèå, îáèêíîâåíî, å ïî-òðóäíà. Òàêà íàïðèìåð, çà äà ïðîâåðèì
äàëè åäíî ÷èñëî x å ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî ax2+bx+c = 0 å äîñòàòú÷íî
äà èçâúðøèì ïðîñòè ïðåñìÿòàíèÿ è åäíî ñðàâíåíèå. Â ñúùîòî âðåìå, àêî
íå çíàåì ôîðìóëàòà çà íàìèðàíå êîðåíèòå íà êâàäðàòíîòî óðàâíåíèå,
ðåøàâàíåòî íà ñúîòâåòíàòà çàäà÷à çà íàìèðàíå íà ðåøåíèå ìîæå äà å
ñåðèîçåí ïðîáëåì.

È òàêà, êîãàòî òåîðåòè÷íèÿò àíàëèç íà çàäà÷à çà íàìèðàíå íà ðå-
øåíèå å çàòðóäíåí, ùå ÿ çàìåíÿìå ñúñ ñúîâåòíàòà �è çàäà÷à çà ïðîâåðêà
íà ðåøåíèå. Àêî åäíà çàäà÷à çà ïðîâåðêà íà ðåøåíèå å àëãîðèò-
ìè÷íî òðóäíà, òîãàâà àíàëîãè÷íàòà �è çàäà÷à çà íàìèðàíå íà
ðåøåíèå, âåðîÿòíî, ùå å îùå ïî-òðóäíà.

Íå òàêà ñòîÿò íåùàòà ñ äâåòå çàäà÷è îò Ïðèìåð 2. Äà ñå ïðîâåðè
äàëè çàäàäåíî ÷èñëî k å íàé-ãîëÿì îáù äåëèòåë íà äâå çàäàäåíè ÷èñëà
i è j å ïî÷òè òîëêîâà òðóäíî, êîëêîòî äà ñå íàìåðè òîâà ÷èñëî. Êàêâà å
ïðè÷èíàòà? Àêî ñðàâíèì ìàñîâèòå çàäà÷è îò Ïðèìåð 1 ñ òåçè îò Ïðèìåð
2, ùå çàáåëåæèì åäíà ðàçëèêà, âàæíà çà êëàñèôèöèðàíåòî íà çàäà÷è-
òå. Â Ïðèìåð 2 ñå ãîâîðè íå ïðîñòî çà îáù äåëèòåë íà äâå åñòåñòâåíè
÷èñëà, à çà íàé-ãîëåìèÿ èì îáù äåëèòåë, ò.å. îáù äåëèòåë ñ åêñòðåìàë-



18 Ãëàâà 1. Ôîðìàëíè ìîäåëè

íîòî ñâîéñòâî äà áúäå ïî-ãîëÿì îò âñè÷êè îñòàíàëè îáùè äåëèòåëè íà
äâåòå ÷èñëà. Òàêèâà ìàñîâè çàäà÷è íàðè÷àìå îïòèìèçàöèîííè. ×èòàòå-
ëÿò íàâÿðíî ïîçíàâà ìíîãî îïòèìèçàöèîííè çàäà÷è, èçó÷àâàíè â äðóãè
ìàòåìàòè÷åñêè äèñöèïëèíè. Çàäà÷èòå çà îïòèìèçàöèÿ èìàò ñâîÿ ñïåöè-
ôèêà è çà íàøèòå öåëè å ïî-óäîáíî äà ãè çàìåíèì ñ íå îïòèìèçàöèîííè,
êàòî ñè äàâàìå ñìåòêà, ÷å ïîëó÷åíèòå çàäà÷è ñà ðàçëè÷íè îò íà÷àëíèòå.

Åäíà äîñòàòú÷íî îáùà òåõíèêà çà èçâúðøâàíå íà òàçè çàìÿíà ñå ñúñ-
òîè â ñëåäíîòî: âúâåæäàìå íîâ ïàðàìåòúð B íà çàäà÷àòà è âìåñòî îïòè-
ìàëíîòî ðåøåíèå òúðñèì ðåøåíèå, êîåòî å â ëåñíî ïðîâåðèìî îòíîøåíèå
ñ B, íàïðèìåð, îãðàíè÷åíî (îòäîëó èëè îòãîðå) îò B. Ñ òàçè òåõíèêà çà-
äà÷èòå îò Ïðèìåð 2 ñå òðàíñôîðìèðàò â: ½Äàäåíè ñà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà
i, j è B. Äà ñå íàìåðè ÎÄ k íà i è j òàêúâ, ÷å k ≥ B.� è ½Äàäåíè ñà
åñòåñòâåíèòå ÷èñëà i, j, k > 0 è B. Äà ñå ïðîâåðè äàëè k å ÎÄ íà i è j
òàêúâ, ÷å k ≥ B.� Ñëåä òðàíñôîðìàöèÿòà íà îïèìèçàöèîííèòå çàäà÷è â
íåîïòèìèçàöèîííè, ñúîòíîøåíèåòî ìåæäó çàäà÷àòà çà íàìèðàíå íà ðå-
øåíèå è çàäà÷àòà çà ïðîâåðêà íà ðåøåíèå ñòàíà òàêîâà, êàêâîòî áåøå â
Ïðèìåð 1. Çà äà ñå ïðîâåðè äàëè çàäàäåíî ÷èñëî k å ÎÄ íà i è j òàêúâ, ÷å
k ≥ B ñà äîñòàòú÷íè äâå äåëåíèÿ, äâå ñðàâíåíèÿ íà ïîëó÷åíèÿ îñòàòúê
ñ 0 è åäíî ñðàâíåíèå íà k ñ B. Â ñúùîòî âðåìå, íàìèðàíåòî íà òàêîâà
÷èñëî k ñè îñòàíà ñúùî òîëêîâà òðóäíî.

Ñ îïòèìèçàöèîííèòå çàäà÷è ìîæå äà ñå íàëîæè äà ïîñòúïâàìå êàêòî
ñúñ çàäà÷èòå çà íàìèðàíå íà ðåøåíèå. Êîãàòî òåîðåòè÷íèÿò àíàëèç íà
åäíà îïòèìèçàöèîííà çàäà÷à å çàòðóäíåí, åñòåñòâåíî ùå ïðèáÿãâàìå äî
íåéíàòà íåîïòèìèçàöèîííà âåðñèÿ. Àêî åäíà íåîïòèìèçàöèîííà çàäà÷à
å àëãîðèòìè÷íî òðóäíà, òî òîãàâà àíàëîãè÷íàòà �è îïòèìèçàöèîííà ùå
áúäå îùå ïî-òðóäíà.

Ïîíÿòèåòî ìàñîâà çàäà÷à å íåôîðìàëíî è íå ìîæå äà áúäå èçñëåäâàíî
ñ ìàòåìàòè÷åñêè ñðåäñòâà. Çà öåëòà å íåîáõîäèìî äà èçáåðåì ìàòåìàòè-
÷åñêè ôîðìàëèçúì, êîéòî äîñòàòú÷íî äîáðå äà îòðàçÿâà ñúùíîñòòà íà
òîâà ïîíÿòèå. Çà ôîðìàëåí ìîäåë íà ïîíÿòèåòî ìàñîâà çäà÷à ùå èçïîë-
çâàìå ñïåöèàëåí êëàñ ôóíêöèè. Ïî ïðèíöèï, ùå ðàçãëåæäàìå ñàìî ìà-
ñîâè çàäà÷è ñ èçáðîèìî ìíîæåñòâî åêçåìïëÿðè. Ìàñîâè çàäà÷è
ñ íåèçáðîèìî ìíîæåñòâî åêçìïëÿðè ùå ñè ïîçâîëÿâàìå äà èçïîëçâàìå
ñàìî â íÿêîè ïðèìåðè, êàòî òåçè ïî-ãîðå, êîãàòî îáñúæäàìå âúïðîñè,
êîèòî íå ñà ñâúðçàíè ñ èçáðîèìîñòòà íà åêçìïëÿðèòå.

Íåêà Π å ìàñîâà çàäà÷à çà íàìèðàíå íà ðåøåíèå, à X å êðàéíà àçáóêà.
Äà ïðåäñòàâèì âõîäíèòå äàííè x̃ çà ïðîèçâîëåí åêçåìïëÿð π íà Π è
ñúîòâåòíèÿ ðåçóëòàò ỹ ñ äóìè αx̃ è αỹ îò X∗. Ìàñîâàòà çàäà÷à Π ìîæåì
äà ïðåäñòàâèì ñ ôóíêöèÿòà fΠ : X∗ → X∗ òàêàâà, ÷å fΠ(αx̃) = αỹ, çà
âñåêè åêçåìïëÿð íà Π ñ âõîäíè äàííè x̃. Àêî Π å çàäà÷à çà ïðîâåðêà íà
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ðåøåíèå, ìîæåì äà ÿ ïðåäñòàâèì ñ ôóíêöèÿòà fΠ : X∗ → {true, false}
òàêàâà, ÷å fΠ(αx̃) = true, çà âñè÷êè åêçåìïëÿðè íà Π ñ âõîäíè äàííè
x̃, çà êîèòî ïðîâåðêàòà çàâúðøâà ñ ïîëîæèòåëåí îòãîâîð è ñàìî çà òÿõ.
Òúé êàòî â òîçè ñëó÷àé fΠ çàäàâà åçèê íàä àçáóêàòà X, çàäà÷èòå çà
ïðîâåðêà íà ðåøåíèå ìîæåì äà íàðå÷åì è çàäà÷è çà ðàçïîçíàâàíå íà åçèê
� òåðìèí, êîéòî ÷èòàòåëÿò íàâÿðíî ïîçíàâà äîáðå îò êóðñà ïî Åçèöè,
àâòîìàòè è èç÷èñëèìîñò. Çà çàäà÷èòå çà íàìèðàíå íà ðåøåíèå ïúê ùå
èçïîëçâàìå ïî-åñòåñòâåíîòî, îò ãëåäíà òî÷êà íà ôîðìàëèçìà ïîíÿòèå
çàäà÷è çà ïðåñìÿòàíå íà ôóíêöèÿ. Î÷åâèäíî, ðàçïîçíàâàíåòî íà åçèê å
÷àñòåí ñëó÷àé íà ïðåñìÿòàíåòî íà ôóíêöèÿ.

Íàìèðàíåòî íà ñòîéíîñòòà fΠ(αx̃) ïî çàäàäåíà x̃, ñ ïîìîùòà íà ïîñ-
ëåäîâàòåëíîñò îò äîïóñòèìè îïåðàöèè, å ìàòåìàòè÷åñêèÿò ìîäåë íà íå-
ôîðìàëíîòî ðåøàâàíå íà çàäà÷àòà Π.

Ùå êëàñèôèöèðàìå ìàñîâèòå çàäà÷è ïî ìíîãî ñúùåñòâåí ïðèçíàê. Çà
ìàñîâèòå çàäà÷è çà ïðåñìÿòàíå íà ôóíêöèè îò Ïðèìåð 1 è Ïðèìåð 2 íà
ïðåäíèÿ ðàçäåë ëåñíî ìîæåì äà ïîñî÷èì ïðîöåäóðè (ïîñëåäîâàòåëíîñòè
îò äîïóñòèìèòå îïåðàöèè), êîèòî íè ïîçâîëÿâàò ñ êðàåí áðîé ñòúïêè äà
íàìåðèì ðåøåíèå íà çàäà÷àòà, íåçàâèñèìî îò òîâà êîé îò åêçåìïëÿðèòå
�è å çàäàäåí. Â ïúðâèÿ ñëó÷àé ïðîöåäóðàòà ñå çàäàâà îò ôîðìóëàòà çà
êîðåíèòå íà êâàäðàòíîòî óðàâíåíèå, à çà âòîðèÿ ïðèìåð ïðîöåäóðàòà
å èçâåñòíèÿò àëãîðèòúì íà Åâêëèä. Ñúîòâåòíèòå èì çàäà÷è çà ðàçïîç-
íàâàíå íà åçèê ñå ðåøàâàò ñ åëåìåíòàðíè ïðîâåðêè. Çà âòîðàòà ìàñîâà
çàäà÷à îò Ïðèìåð 3 ñúùåñòâóâà äîáðå èçâåñòíà ïðîöåäóðà çà ïîñòðîÿ-
âàíå íà òðèúãúëíèê ïî ïðîèçâîëíè çàäàäåíè äâå ñòðàíè è úãúë ìåæäó
òÿõ.

Ïî-ðàçëè÷íî å ïîëîæåíèåòî ñ ïúðâàòà ìàñîâà çàäà÷à îò Ïðèìåð 3.
Íå å èçâåñòíà äîñòàòú÷íî îáùà ïðîöåäóðà çà ðåøàâàíåòî íà òàçè ìàñîâà
çàäà÷à, êîÿòî íå çàâèñè îò êîíêðåòíèÿ åêçåìïëÿð. Çà ìíîãî îò åêçåìï-
ëÿðèòå çíàåì ñïåöèôè÷íè ðåøåíèÿ, íî òå ñà òîëêîâà ðàçëè÷íè åäíî îò
äðóãî, ÷å çà âñåêè íîâ åêçåìïëÿð ðåøàâàíåòî òðÿáâà äà çàïî÷íå îòíîâî.
Çíàåì ñúùî, ÷å çà íÿêîè åêçåìïëÿðè òàêîâà ðåøåíèå íå ñúùåñòâóâà.

Áåçóñëîâíî ïðîöåäóðèòå, êîèòî ðåøàâàò ìàñîâèòå çàäà÷è îò ïðèìå-
ðèòå ïî-ãîðå, íåçàâèñèìî îò òîâà êîé åêçåìïëÿð å çàäàäåí, ñà òåçè, êîèòî
â Óâîäà íàðåêîõìå àëãîðèòìè. Ìàñîâà çàäà÷à, çà êîÿòî ñúùåñòâóâà àë-
ãîðèòúì, êîéòî ÿ ðåøàâà ùå íàðè÷àìå àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìà, à
òàêàâà, çà êîÿòî íå ñúùåñòâóâà àëãîðèòúì � àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðå-
øèìà. Çà íÿêîè ìàñîâè çàäà÷è å èçêëþ÷èòåëíî òðóäíî äà ñå îïðåäåëè
äàëè ñà àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìè. Çàòîâà, â êëàñèôèêàöèÿòà íà ìà-
ñîâèòå çàäà÷è, îñâåí àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìè è íåðàçðåøèìè, èìà è
ìíîãî òàêèâà, çà êîèòî âñå îùå íå çíàåì ðàçðåøèìè ëè ñà èëè íå.
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Êëàñèôèêàöèÿòà íà ìàñîâèòå çàäà÷è ñïîðåä àëãîðèòìè÷íàòà èì ðàç-
ðåøèìîñò ñå ïðåíàñÿ è âúðõó ìîäåëèðàùèòå ãè ôóíêöèè. Ôóíêöèèòå, ñú-
îòâåòíè íà àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìèòå çàäà÷è ùå íàðå÷åì åôåêòèâíî
(àëãîðèòìè÷åñêè) èç÷èñëèìè. Êàêòî íå å ñúâñåì ÿñíî î÷åðòàíà ñúâêóï-
íîñòòà îò àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìèòå ìàñîâè çàäà÷è, òàêà íå å äîáðå
äåôèíèðàíà è ñúîòâåòíàòà ñúâêóïíîñò îò ôîðìàëíèòå èì ìàòåìàòè÷åñ-
êè ìîäåëè � ìíîæåñòâîòî íà åôåêòèâíî èç÷èñëèìèòå ôóíêöèè. Ñ ôîð-
ìàëíîòî äåôèíèðàíå íà ôóíêöèè, êîèòî äà íè ñëóæàò çà ìàòåìàòè÷åñêè
ìîäåë íà ìíîæåñòâîòî îò åôåêòèâíî èç÷èñëèìèòå ôóíêöèè ñ èçáðîèìà
äåôèíèöèîííà îáëàñò ùå ñå çàíèìàåì â ñëåäâàùèòå ðàçäåëè íà òàçè ãëà-
âà.

Ñ ïîìîùòà íà ïîçíàíèÿòà, êîèòî íè äàâàò êóðñîâåòå ïî ìàòåìàòèêà
(â ÷àñòíîñò òåçè îò îáëàñòòà íà äèñêðåòíàòà ìàòåìàòèêà) ëåñíî ìîæåì
äà ïîñî÷èì àëãîðèòìè÷íè ïðîöåäóðè çà öåëè êëàñîâå îò ôóíêöèè è ïî
òîçè íà÷èí äà óñòàíîâèì òÿõíàòà åôåêòèâíà èç÷èñëèìîñò, ò.å. àëãîðèò-
ìè÷åñêàòà ðàçðåøèìîñò íà ñúîòâåòíèòå ìàñîâè çàäà÷è.

Íàïðèìåð, íåêà ìàñîâàòà çàäà÷à Π ñå ïðåäñòàâÿ ñ ôóíêöèÿ fΠ : A →
X∗ ñ êðàéíà äåôèíèöèîííà îáëàñò A ⊆ X∗. Òîãàâà fΠ ìîæå äà áúäå
çàäàäåíà ñ òàáëèöàòà ñè ñ |A| ðåäà è äâà ñòúëáà. Â ïúðâèÿ ñòúëá, íà
âñåêè îòäåëåí ðåä, å çàïèñàí íÿêîé îò åëåìåíòèòå x íà äåôèíèöèîííàòà
îáëàñò, êàòî â ðàçëè÷íèòå ðåäîâå ñà çàïèñàíè ðàçëè÷íè åëåìåíòè. Âúâ
âòîðèÿ ñòúëá íà ñúîòâåòíèÿ ðåä å çàïèñàíà ñòîéíîñòòà íà ôóíêöèÿòà
fΠ(x).

Òðèâèàëíèÿò àëãîðèòúì çà åôåêòèâíîòî èç÷èñëÿâàíå íà fΠ(a) ñå ñúñ-
òîè â ïîñëåäîâàòåëíà ïðîâåðêà íà ñòîéíîñòèòå îò ïúðâèÿ ñòúëá, äî îò-
êðèâàíå íà ðåäà, ñúäúðæàù a. Òîãàâà ñúäúðæàíèåòî íà âòîðèÿ ñòúëá
â òîçè ðåä å çíà÷åíèåòî íà ôóíêöèÿòà fΠ(a). Òàçè àëãîðòìè÷íà ïðîöå-
äóðà å èçâåñòíà êàòî ïúëíî èç÷åðïâàíå. Ïðè âñè÷êèòå ñè íåäîñòàòúöè,
òÿ ðåøàâà âúïðîñà çà åôåêòèâíàòà èç÷èñëèìîñò íà ôóíêöèè ñ êðàéíà
äåôèíèöèîííà îáëàñò, çàäàäåíè òàáëè÷íî.

×èòàòåëÿò, íàâÿðíî, çíàå è äðóãè ñïîñîáè çà èç÷èñëÿâàíå íà òàêèâà
ôóíêöèè. Ñ ïîäõîäÿù èçáîð íà àçáóêàòà X, åëåìåíòèòå íà äåôèíèöè-
îííàòà îáëàñò è îáëàñòòà íà èçìåíåíèå ìîãàò äà áúäàò êîäèðàíè òàêà,
÷å âñÿêà ôóíêöèÿ ñ êðàéíà äåôèíèöèîííà îáëàñò ìîæå äà áúäå ïðåä-
ñòàâåíà êàòî êðàéíî ìíîæåñòâî äèñêðåòíè ôóíêöèè (íàïðèìåð áóëåâè,
êîãàòî X = {0, 1}), çà êîèòî äà áúäàò ïîñòðîåíè ñúîòâåòíè ôîðìóëè
(ÄÍÔ èëè ñúîòâåòíèòå èì q-è÷íè àíàëîçè) èëè ñõåìè îò ôóíêöèîíàë-
íè åëåìåíòè. Ïðîöåäóðèòå çà ïðåñìÿòàíå íà ôóíêöèÿ ïî ôîðìóëà èëè
÷ðåç ñõåìà îò ôóíêöèîíàëíè åëåìåíòè, äèñêóòèðàíè â êóðñà Äèñêðåòíà
ìàòåìàòèêà, ñà ïðèìåðè íà àëãîðèòìè÷íè ïðîöåäóðè.
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Îò êóðñà Åçèöè, àâòîìàòè è èç÷èñëèìîñò ïîçíàâàìå àëãîðèòìè÷-
íè ïðîöåäóðè çà ðåøàâàíå íà íÿêîè ìàñîâè çàäà÷è ñ èçáðîèìî áåçê-
ðàéíî ìíîæåñòâî îò åêçåìïëÿðè. Çàäà÷àòà çà ðàçïîçíàâàíå íà ïðîèç-
âîëåí àâòîìàòåí åçèê ñå ðåøàâà îò ïðîñò àëãîðèòúì, êîéòî ïðîñëåäÿ-
âà ðàáîòàòà íà ñúîòâåòíèÿ êðàåí àâòîìàò. Ñ ïîäîáíà ïðîöåäóðà, ìî-
äåëèðàùà ðàáîòàòà íà íåäåòåðìèíèðàí ñòåêîâ àâòîìàò, ðàçïîçíàâàìå
êîíòåêñòíî-ñâîáîäíèòå åçèöè.

Êàêòî ñå âèæäà, íÿêîè ìàñîâè çàäà÷è ìîãàò äà áúäàò ðåøàâàíè â
ðàìêèòå íà îãðàíè÷åíà ñúâêóïíîñò îò àëãîðèòìè. Â òàêúâ ñëó÷àé êàçâà-
ìå, ÷å òåçè çàäà÷è ñà ðàçðåøèìè â ðàìêèòå íà òÿñíàòà ñúâêóïíîñò. Íàï-
ðèìåð, çàäà÷àòà çà ðàçïîçíàâàíå íà àâòîìàòåí åçèê å àâòîìàòíî ðàç-
ðåøèìà. Çàäà÷àòà çà ðàçïîçíàâàíå íà ïðîèçâîëåí êîíòåêñòíî-ñâîáîäåí
åçèê íå å àâòîìàòíî ðàçðåøèìà, íî å ðàçðåøèìà ñ íåäåòåðìèíèðàí ñòå-
êîâ àâòîìàò è ò.í.

Îñíîâåí âúïðîñ íà òåîðèÿòà å, êàêúâ ôîðìàëèçúì çà ïðåñìÿòàíå íà
ôóíêöèè äà ñå èçáåðå òàêà, ÷å ñ ãîëÿìà äîçà óâåðåíîñò äà ìîæå äà òâúð-
äèì, ÷å ìíîæåñòâîòî íà èç÷èñëèìèòå â ðàìêèòå íà òîçè ôîðìàëèçúì
ôóíêöèè ñúâïàäà ñ ìíîæåñòâîòî íà åôåêòèâíî (àëãîðèòìè÷íî) èç÷èñëè-
ìèòå. Âñåêè òàêúâ ôîðìàëèçúì áèõìå ìîãëè äà èçïîëçâàìå êàòî äåôè-
íèöèÿ íà íåôîðìàëíîòî ïîíÿòèå àëãîðèòúì. Ñúâðåìåííàòà ìàòåìàòèêà
ïðåäëàãà íÿêîëêî òàêèâà ôîðìàëèçìà. Â òàçè ãëàâà ùå ðàçãëåäàìå òðè
îò òÿõ, êîèòî ñà âàæíè çà èçëîæåíèåòî.

1.2 Ìàøèíè íà Òþðèíã

Íà Ôèã. 1.1 å ïðåäñòàâåíà ñõåìàòè÷íî àáñòðàêòíà ìàòåìàòè÷åñêà ìà-
øèíà. Òÿ ÷åòå âõîäà ñè îò áåçêðàéíî â åäíàòà ïîñîêà (áåç îãðàíè÷åíèå
íà îáùíîñòà ñìå èçáðàëè ïîñîêàòà íà äÿñíî) çàïîìíÿùî óñòðîéñòâî è
çàïèñâà èçõîäà ñè íà ñúùîòî óñòðîéñòâî, íàðè÷àíî çà êðàòêî ëåíòà.
Âõîäíî-èçõîäíàòà ëåíòà å ðàçäåëåíà íà èçáðîèìî ìíîæåñòâî åäíîòèïíè
êëåòêè, âúâ âñÿêà åäíà îò êîèòî ìîæå äà áúäå çàïèñàíà íÿêîÿ îò áóêâèòå
íà êðàéíà (âõîäíî-èçõîäíà) àçáóêà. Êëåòêèòå ñà íîìåðèðàíè (îòëÿâî íà
äÿñíî) ñ åñòåñòâåíèòå ÷èñëà 1, 2, . . . , k, . . .. ×åòåíåòî îò ëåíòàòà è ïèñà-
íåòî íà íåÿ ñå èçâúðøâà îò ÷åòÿùî-ïèøåùî óñòðîéñòâî, íàðè÷àíî ãëàâà.
Ãëàâàòà å ïîäâèæíà, âúâ âñåêè ìîìåíò ñå íàìèðà âúðõó òî÷íî åäíà êëå-
êà íà ëåíòàòà è â êðàÿ íà âñåêè òàêò ìîæå äà ñå ïðåìåñòè âúðõó åäíà
êëåòêà íàëÿâî (àêî íå å áèëà íà íàé-ëÿâàòà êëåòêà), åäíà êëåòêà íàäÿñ-
íî èëè äà îñòàíå íà ìÿñòî. Îçíà÷àâàìå ñ L, R è S òåçè âúçìîæíîñòè çà
ïðåìåñòâàíå íà ãëàâàòà.

Äåôèíèöèÿ. Ïåòîðêàòà M =< Q, X, q0, δ, F >, êúäåòî Q å êðàéíî
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Ôèãóðà 1.1: Ìàøèíà íà Òþðèíã.

ìíîæåñòâî îò ñúñòîÿíèÿ, X å êðàéíà âõîäíà àçáóêà, q0 ∈ Q å íà÷àëíî
ñúñòîÿíèå, F ñà çàêëþ÷èòåëíè ñúñòîÿíèÿ, F ∩ Q = ∅, à δ : Q × X →
(Q ∪ F ) ×X × {L,R, S} å ôóíêöèÿ íà ïðåõîäèòå, íàðè÷àìå ìàøèíà íà
Òþðèíã (ÌÒ) ñ áåçêðàéíà â åäíàòà ïîñîêà ëåíòà.

Çà ðàçëèêà îò íÿêîè äðóãè àáñòðàêòíè ìàøèíè, çàêëþ÷èòåëíèòå ñúñ-
òîÿíèÿ íà ÌÒ ñà îòäåëåíè îò îñòàíàëèòå ñúñòîÿíèÿ è ñà òàêèâà, ÷å ïî-
ïàäàéêè â çàêëþ÷èòåëíî ñúñòîÿíèå ìàøèíàòà íå ìîæå äà ïðîäúëæè äà
ðàáîòè � ñòîï-ñúñòîÿíèÿ.

Åäíà îò áóêâèòå íà àçáóêàòà X èìà ñïåöèàëíî ïðåäíàçíà÷åíèå. Íà-
ðè÷àìå ÿ çàïúëâàùà áóêâà (èëè áëåíê) è ÿ áåëåæèì ñ [. Ùå ðàçãëåæäà-
ìå ìàøèíèòå íà Òþðèíã ñ óñëîâèåòî, ÷å ïðåäè çàïî÷âàíå íà ðàáîòàòà,
êðàéíî ìíîæåñòâî îò êëåòêè íà ëåíòàòà íå ñúäúðæàò áëåíê.
Ïðè òîâà óñëîâèå, ñëåä îòðàáîòâàíå íà êðàåí áðîé òàêòîâå, êëåòêèòå íà
ëåíòàòà, êîèòî íå ñúäúðæàò áëåíêîâå, ùå ïðîäúëæàò äà áúäàò êðàéíî
ìíîæåñòâî.

Äåôèíèöèÿ. Íåêà k å íàé-ìàëêîòî åñòåñòâåíî ÷èñëî òàêîâà, ÷å âñè÷-
êè êëåòêè íà ëåíòàòà íà ÌÒ M ñ íîìåðà ïî-ãîëåìè èëè ðàâíè íà k
ñúäúðæàò áëåíê. Äóìàòà xi1xi2 . . . xik ∈ X∗ òàêàâà, ÷å xij å çàïèñàíà â
êëåòêàòà ñ íîìåð j, íàðè÷àìå òåêóùà ëåíòîâà äóìà íà M .

Äåôèíèöèÿ. Íåêà ÌÒ M =< Q, X, q0, δ, F > å â ñúñòîÿíèå q ∈ Q,
òåêóùàòà ëåíòîâà äóìà å α′aα′′ ∈ X∗, à ãëàâàòà íà ìàøèíàòà ñå íàìèðà
íàä áóêâàòà a (âæ. Ôèã. 1.2). Òðîéêàòà (α′, q, aα′′) íàðè÷àìå êîíôèãóðà-
öèÿ íà ÌÒ M .

Î÷åâèäíî, êîíôèãóðàöèÿòà íà ÌÒ åäíîçíà÷íî îïðåäåëÿ áúäåùîòî �è
ïîâåäåíèå. Êîíôèãóðàöèèòå îò âèäà (ε, q0, α) íàðè÷àìå íà÷àëíè êîíôè-
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Ôèãóðà 1.2: Êîíôèãóðàöèÿ íà ìàøèíà íà Òþðèíã.

ãóðàöèè. Ùå îïèøåì ôîðìàëíî ðàáîòàòà íà M ÷ðåç òðàíñôîðìàöèÿ íà
êîíôèãóðàöèè.

Äåôèíèöèÿ. Ðåëàöèÿòà R` ⊆ (X∗ × Q × X∗) × (X∗ × Q × X∗),
ñúñòàâåíà îò íàðåäåíè äâîéêè êîíôèãóðàöèè äåôèíèðàìå òàêà:

à) (α′b, q, aα′′) ` (α′, q′, ba′α′′), àêî δ(q, a) = (q′, a′, L);
á) (α′, q, aα′′) ` (α′a′, q′, α′′), àêî δ(q, a) = (q′, a′, R);
â) (α′, q, aα′′) ` (α′, q′, a′α′′), àêî δ(q, a) = (q′, a′, S).
Ñ äðóãè äóìè, àêî δ(q, a) = (q′, a′,m), òî â êðàÿ íà òàêòà ìàøèíàòà íà

Òþðèíã çàïèñâà a′ íà ìÿñòîòî íà a, ïðåìèíàâà â ñúñòîÿíèå q′ è ïðåìåñòâà
ãëàâàòà íà åäíà êëåòêà â ëÿâî, íà åäíà êëåòêà â äÿñíî èëè ÿ îñòàâÿ íà
ìÿñòî, àêî m = L,R èëè S, ñúîòâåòíî. Àêî κ1 è κ2 ñà äâå êîíôèãóðàöèè
íà M , òî òðàíñôðìàöèÿòà κ1 ` κ2 íàðè÷àìå íåïîñðåäñòâåí ïðåõîä íà κ1

â κ2. Êàçâàìå îùå, ÷å κ1 ïðåìèíàâà íåïîñðåäñòâåíî â κ2.
Íåêà R|= ⊆ (X∗ × Q × X∗) × (X∗ × Q × X∗) å ðåôëåêñèâíî è òðàí-

çèòèâíî çàòâàðÿíå íà R`. Òðàíñôîðìàöèÿòà κ′ |= κ′′ íàðè÷àìå ïðåõîä
íà κ1 â κ2. Êàçâàìå îùå, ÷å κ′ ïðåìèíàâà â κ′′. Ïîñëåäîâàòåëíîñòòà îò
íåïîñðåäñòâåíè ïðåìèíàâàíèÿ κ′ ` κ1 ` κ2 ` . . . ` κr ` κ′′ íàðè÷àìå
èç÷èñëåíèå ñ ìàøèíàòà íà Òþðèíã M .

Åñòåñòâåí íà÷èí çà çàâúðøâàíå íà åäíî èç÷èñëåíèå íà ìàøèíàòà íà
Òþðèíã M å, òÿ äà äîñòèãíå íÿêîå îò çàêëþ÷èòåëíèòå ñúñòîÿíèÿ. Â
òàêúâ ñëó÷àé, êàçâàìå ÷å M ñïèðà íîðìàëíî. Ìàøèíàòà ìîæå äà ñïðå
àâàðèéíî � êîãàòî ñå íàìèðà â êîíôèãóðàöèÿ (α, q, aα′), à ñòîéíîñòòà
δ(q, a) íå å äåôèíèðàíà, èëè ïúê àêî â êîíôèãóðàöèÿ (ε, q, aα) èìàìå
δ(q, a) = (q′, a′, L), ò.å. ìàøèíàòà ñå îïèòâà äà ïðåìåñòè ãëàâàòà ñè âëÿâî
îò íàé-ëÿâàòà êëåòêà íà ëåíòàòà.
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Âúçìîæíî å, çà íÿêîÿ ëåíòîâà äóìà α, ìàøèíàòà íà Òþðèíã M äà íå
ñïðå ðàáîòà íèêîãà. Íàïðèìåð, àêî ìàøèíàòà ñå íàìèðà â ñúñòîÿíèå q,
ãëàâàòà ïîïàäíå íàä êëåòêà, ñúäúðæàùà áóêâàòà x è δ(q, x) = (q, x, S).
Â òàêúâ ñëó÷àé êàçâàìå, ÷å M çàöèêëÿ.

Âúçìîæíè ñà ðàçëè÷íè âèäîâå èç÷èñëåíèÿ ñ ìàøèíè íà Òþðèíã. Ùå
ñå ñïðåì íà äâå îò òÿõ:

Äåôèíèöèÿ. 1) Íåêà M å ÌÒ. Íåêà ñ α ñìå îçíà÷èëè ïðîèçâîëíà
ëåíòîâà äóìà, çà êîÿòî èìà ñïèðàùî èç÷èñëåíèå (ε, q0, α) |= (β′, q, β′′) è
β = β′β′′. Òîãàâà ôóíêöèÿòà fM : X∗ → X∗ òàêàâà, ÷å

fM (α) =

{
β àêî (ε, q0, α) |= (β′, q, β′′)

íåîïðåäåëåíà àêî Ì çàöèêëÿ

íàðè÷àìå èç÷èñëèìà ïî Òþðèíã.
2) Íåêà F = {qy, qn}. Äåôèíèðàìå åçèê, ðàçïîçíàâàí îò ÌÒ M êà-

òî ìíîæåñòâîòî îò äóìè LM ⊆ X∗ òàêîâà, ÷å ∀α ∈ LM , (ε, q0, α) |=
(α′, qy, α

′′), à ∀β 6∈ LM , (ε, q0, β) |= (β′, qn, β′′). Ñúñòîÿíèåòî qy íàðè÷àìå
äîïóñêàùî, à ñúñòîÿíèåòî qn � îòõâúðëÿùî. Íå å òðóäíî äà ñå òðàíñ-
ôîðìèðà åäíà ÌÒ â åêâèâàëåíòíà íà íåÿ ñúñ ñàìî äâå çàêëþ÷èòåëíè
ñúñòîÿíèÿ � åäíî äîïóñêàùî è åäíî îòõâúðëÿùî.

Êàêòî ñå âèæäà, ìàøèíàòà íà Òþðèíã å èç÷èñëèòåëåí ôîðìàëèçúì,
êîéòî å â ñúñòîÿíèå äà ðåàëèçèðà è äâåòå èíòåðåñóâàùè íè ôîðìè íà
èç÷èñëåíèå � ïðåñìÿòàíåòî íà ôóíêöèè è ðàçïîçíàâàíåòî íà åçèê.

Ìàøèíèòå íà Òþðèíã ùå çàäàâàìå ñ ïîìîùòà íà äâà òèïà îïåðà-
òîðè. Íåêà M å ÌÒ ñ âõîäíà àçáóêà X = {x1, x2, . . . , xn}. Ïúðâèÿò òèï
îïåðàòîð å çà ïðåäñòàâÿíå íà íåçàêëþ÷èòåëíè ñúñòîÿíèÿ è èìà îáù âèä:

q) δ(q, x1); δ(q, x2); . . . ; δ(q, xn)

Òîé ñúäúðæà ñïèñúê îò âñè÷êè ñòîéíîñòè íà ôóíêöèÿòà δ çà ñúñòîÿèåòî
q, ðàçäåëåíè ñ òî÷êà è çàïåòàÿ. Ñúòâåòíîòî ñúñòîÿíèå å èçïèñàíî ïðåäè
ñïèñúêà è å îòäåëåíî îò íåãî ñ äÿñíà ñêîáà. Ùå ãî íàðè÷àìå åòèêåò íà
îïåðàòîðà.

Âòîðèÿò òèï îïåðàòîð ïðåäñòàâÿ çàêëþ÷èòåëíè ñúñòîÿíèÿ è èìà îáù
âèä:

q) stop

È ïðè òîçè òèï ñúîòâåòíîòî ñúñòîÿíèå å èçïèñàíî êàòî åòèêåò, ïðåäè
äóìàòà stop. Ïîñëåäîâàòåëíîñò îò îïåðàòîðè, â êîÿòî âñÿêî qi ∈ Q∪ F å
åòèêåò íà íå ïîâå÷å îò åäèí îïåðàòîð, íàðè÷àìå ïðîãðàìà çà ÌÒ.

Çà ïðîñòîòà ùå èçïîëçâàìå àçáóêàòà ñ äâå áóêâè X = {0, 1}, â êîÿòî
0 èãðàå ðîëÿòÿ íÿ áëåíê. Â òåîðèÿòà å äîêàçàíî, ÷å çà âñÿêà ìàøèíà
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íà Òþðèíã ñúùåñòâóâà åêâèâàëåíòà (ò.å. èç÷èñëÿâàùà ñúùàòà ôóíêöèÿ
èëè ðàçïîçíàâàùà ñúùèÿ åçèê), àçáóêàòà íà êîÿòî å {0, 1}.

Ïðèìåð 1. Ïðîãðàìàòà

M1 : q0) (q1, 0, R) ; −
q1) (q2, 1, R) ; (q1, 1, R)
q2) (q3, 0, L) ; (q3, 0, L)
q3) (q4, 0, S) ; (q3, 1, L)
q4) stop

âèíàãè ñïèðà ðàáîòà íîðìàëíî, çàïî÷âàéêè îò ëåíòîâàòà äóìà α = 01i0aβ,
i = 0, 1, 2, . . ., êàòî îñòàâÿ íà ëåíòàòà äóìàòà 01i+10β, i = 0, 1, 2, . . .. Çà
âñÿêà äðóãà äóìà ìàøèíàòà ñïèðà îùå â íà÷àëîòî àâàðèéíî, çàðàäè íå-
äåôèíèðàíîñò. Ñëåäîâàòåëíî ìàøèíàòà M1 èç÷èñëÿâà ôóíêöèÿòà

fM1(α) =

{
01i+10β , α = 01i0aβ

íåäåôèíèðàíà , α = 1β

Òúé êàòî àçáóêàòà íà ìàøèíàòà M1 ñå ñúñòîè ñàìî îò íóëè è åäè-
íèöè, à íóëàòà å áëåíê íà òàçè àçáóêà, ìîæåì äà ñè ìèñëèì, ÷å âñåêè
áëîê îò åäèíèöè ïðåäñòàâÿ íÿêàêâî åñòåñòâåíî ÷èñëî � áëîê îò 1 åäè-
íèöà ïðåäñòàâÿ ÷èñëîòî 0, áëîê îò 2 åäèíèöè � ÷èñëîòî 1 è ò.í. Òàêîâà
ïðåäñòàâÿíå íà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà íàðè÷àìå óíàðíî. Çàáåëåæåòå, ÷å çà
äà ñå ïðåäñòàâÿò óíàðíî åñòåñòâåíèòå ÷èñëà, â íà÷àëîòî è â êðàÿ òðÿáâà
íåïðåìåííî äà ïîñòàâèì áëåíê. Ïðè òîâà ïîëîæåíèå ìîæåì äà êàæåì,
÷å ïî çàäàäåíî (ñ óíàðíî ïðåäñòàâÿíå) åñòåñòâåíî ÷èñëî n ìàøèíàòà M1

ïðåñìÿòà ñëåäâàùîòî åñòåñòâåíî ÷èñëî � n + 1, ò.å. ÷å ïðåñìÿòà ôóíê-
öèÿòà fM1(n) = n + 1. Èíòåðåñíîòî òóê å, ÷å àêî â íà÷àëîòî íà ëåíòàòà
å çàïèñàíà äóìà çàïî÷âàùà ñ äâå íóëè, ò.å. òàêàâà, ÷å íå ïðåäñòàâÿ íè-
êàêâî åñòåñòâåíî ÷èñëî, ìàøèíàòà ñúùî çàâúðøâà íîðìàëíî è îñòàâÿ
íà ëåíòàòà äóìà îò âèäà 010β, ò.å. ìàøèíàòà ½èíèöèàëèçèðà� ëåíòàòà ñ
÷èñëîòî 0.

Ïðèìåð 2.Íåêà ñåãà ðàçãëåäàìå ëåíòîâè äóìè îò âèäà 01n+101m+10β,
êîèòî ñúãëàñíî íàïðàâåíàòà ïî-ãîðå óãîâîðêà ïðåäñòàâÿò íàðåäåíè äâîé-
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êè îò åñòåñòâåíè ÷èñëà (n,m). Çà âñÿêà òàêàâà äâîéêà ïðîãðàìàòà:

M2 : q0) (q1, 0, R) ; −
q1) (q2, 0, R) ; (q1, 1, R)
q2) (q2, 0, R) ; (q3, 1, R)
q3) (q4, 0, S) ; (q5, 1, L)
q4) stop / ∗ n ≥ m ∗ /
q5) − ; (q6, 0, L)
q6) (q6, 0, L) ; (q7, 1, L)
q7) (q8, 0, S) ; (q2, 0, R)
q8) stop / ∗ n < m ∗ /

çàâúðøâà íîðìàëíî � â çàêëþ÷èòåëíîòî ñúñòîÿíèå q4, àêî n ≥ m è â
çàêëþ÷èòåëíîòî ñúñòîÿíèå q8, àêî n < m. Çà äà íå óñëîæíÿâàìå íåùà-
òà, ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å ìàøèíàòà M2 ðàáîòè ñàìî âúðõó ½íåèçðîäåíèòå�
ëåíòîâè äóìè, îïèñàíè ïî-ãîðå. Àêî ïðèåìåì q4 = qy (äîïóñêàùî çàêëþ-
÷èòåëíî ñúñòîÿíèå), à q8 = qn (îòõâúðëÿùî çàêëþ÷èòåëíî ñúñòîÿíèå),
ìîæåì äà çàêëþ÷èì, ÷å M2 ðàçïîçíàâà åçèêà, ñúñòîÿù ñå îò âñè÷êè òà-
êèâà íàðåäåíè äâîéêè åñòåñòâåíè ÷èñëà (n,m), ÷å n ≥ m. Àêî ðàçìåíèì
ðîëèòå íà q4 è q8, ùå ïîëó÷èì íîâà ìàøèíà M ′

2, êîÿòî ðàçïîçíàâà åçèêà,
ñúñòîÿù ñå îò âñè÷êè òàêèâà íàðåäåíè äâîéêè åñòåñòâåíè ÷èñëà (n,m),
÷å n < m.

Èçâåñòíè ñà ìíîãî îïèòè çà îáîáùàâàíå íà ìàøèíèòå íà Òþðèíã.
Íàïðèìåð, ìàøèíà ñ áåçêðàéíà â äâåòå ïîñîêè ëåíòà, ìàøèíà ñ äâóìåð-
íà ëåíòà (ìàòðèöà ñ áåçêðàéíî èçáðîèìî ìíîæåñòâî ðåäîâå è áåçêðàéíî
èçáðîèìî ìíîæåñòâî ñòúëáîâå), íåäåòåðìèíèðàíà ìàøèíà íà Òþðèíã è
ò.í. Â òåîðåòè÷åí ïëàí å äîêàçàíî, ÷å âñè÷êè òåçè ìàøèíè ñà åêâèâà-
ëåíòíè íà ÌÒ ñ åäíîñòðàííî áåçêðàéíà ëåíòà, ò.å. èç÷èñëÿâàò ñúùèòå
ôóíêöèè èëè ðàçïîçíàâàò ñúùèòå åçèöè. Ùå ñå ñïðåì íàêðàòêî ñàìî
íà åäèí îò òåçè îïèòè, êîéòî å âàæåí çà ðàçãëåæäàíàòà â òàçè êíèãà
ïðîáëåìàòèêà � ìàøèíà íà Òþðèíã ñ k ëåíòè (k-ÌÒ).

Â îáùèÿ ñëó÷àé k-ëåíòîâàòà ÌÒ èìà k ðàçëè÷íè àçáóêè X1, X2, . . . , Xk

(ïî åäíà çà âñÿêà ëåíòà), âñÿêà îò êîèòî ñúäúðæà ñîáñòâåí áëåíê. Íåêà
X = X1 ×X2 × . . . ×Xk. Ïðè òîâà ïîëîæåíèå ôóíêöèÿòà íà ïðåõîäèòå
íà k-ëåíòîâàòà ÌÒ å îò âèäà δ : Q×X → (Q ∪ F )×X × {L,R, S}k, ò.å.
âñÿêà ãëàâà èìà ñâîå ñàìîñòîÿòåëíî ïîâåäåíèå íà âñÿêà ñòúïêà. Åäíà
òðèëåíòîâà ìàøèíà å ïîêàçàíà íà Ôèã. 1.3.

Çà äà äåìîíñòðèðàìå êàê ðàáîòè åäíà k-ëåíòîâà ìàøèíà íà Òþðèíã,
íåêà ðàçãëåäàìå äâóëåíòîâè ìàøèíè ñ àçáóêà {0, 1, [}. Èçáîðúò íà ñïå-
öèàëåí áëåíê, ðàçè÷åí îò 0 è 1, ùå íè óëåñíè ìíîãî â ïðîãðàìèðàíåòî.
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Ôèãóðà 1.3: k-ëåíòîâà ìàøèíà íà Òþðèíã.

Âìåñòî â óíàðíî ïðåäñòàâÿíå, åñòåñòâåíòå ÷èñëà ùå ïðåäñòàâÿìå â äâî-
è÷íà áðîéíà ñèñòåìà, êàòî îò äâàòà ìó êðàÿ íåïðåìåííî èìà áëåíê. Â
òîâà ïðåäñòàâÿíå, âñÿêà îò äâåòå ëåíòîâè äóìè ùå ñúäúðæà, â îáùèÿ
ñëó÷àé, ïî åäíà ðåäèöà îò åñòåñòâåíè ÷èñëà â äâîè÷íî ïðåäñòàâÿíå, ðàç-
äåëåíè ñ áëåíêîâå � [α1[α2[ . . . [αk[. Çà ïî-ïðîñòî òàêàâà äóìà ùå çàïèñ-
âàìå âúâ âèäà α1, α2, . . . , αk. Àêî íÿêîÿ îò äâåòå ëåíòè ñúäúðæà ñàìî
áëåíêîâå, òîãàâà ñúîòâåòíàòà è äóìà ùå îçíà÷àâàìå ñ ε. Ñ (α; β) îçíà÷à-
âàìå, ÷å íà ïúðâàòà ëåíòà å çàïèñàíà α, à íà âòîðàòà � β.

Ïîðàäè ãîëåìèÿ áðîé âõîäíè áóêâè (íàðåäåíèòå äâîéêè îò åëåìåíòè
íà àçáóêàòà {0, 1, [} ñà 9), èçïîëçâàíèÿò ïî-ãîðå íà÷èí çà çàäàâíå íà ÌÒ å
íåóäîáåí. Çàòîâà ùå çàäàâàìå ìàøèíàòà ñúñ ñïèñúê îò âñè÷êè ñòîéíîñòè
íà ôóíêöèÿòà δ, çà êîèòî ìàøèíàòà å äåôèíèðàíà.

Ïðèìåð 3. Íåêà ðàçãëåäàìå äâóëåíòîâà ìàøèíà íà Òþðèíã M3, ñ
íà÷àëíî ñúñòîÿíèå íà ëåíòèòå (α; ε), ò.å. íà ïúðâàòà ëåíòà å ïîñòàâåíà
äóìàòà [α[, íà âòîðàòà ëåíòà � äóìàòà ε. Ôóíêöèÿòà δ íà M3 å äåôèíè-
ðàíà êàêòî ñëåäâà:

M3 : δ(q0, ([, [)) = (q1, ([, [), (R,R))
δ(q1, (0, [)) = (q1, (0, 0), (R, R))
δ(q1, (1, [)) = (q1, (1, 1), (R, R))
δ(q1, ([, [)) = (q2, ([, [), (L, L))
δ(q2, (0, 0)) = (q2, (0, 0), (L,L))
δ(q2, (1, 1)) = (q2, (1, 1), (L,L))
δ(q2, ([, [)) = (q3, ([, [), (S, S))
q3 = stop
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Íå å òðóäíî äà ñå ïðîñëåäè ðàáîòàòà íà M3 âúðõó ïðîñò ïðèìåðåí
âõîä, çà äà ñå âèäè, ÷å òðúãâàéêè îò ëåíòè ñúñ ñúäúðæàíèå (α; ε) ìà-
øèíàòà M3 âèíàãè çàâúðøâà íîðìàëíî ðàáîòà, âðúùà ãëàâèòå íà äâåòå
ëåíòè âúðõó íàé-ëåâèòå êëåòêè, à ñúäúðæàíèåòî íà äâåòå ëåíòè â ìî-
ìåíòà íà çàâúðøâàíå å (α; α).

Ïðèìåð 4. Íåêà ðàçãëåäàìå äâóëåíòîâà ìàøèíà íà Òþðèíã M4, ñ
íà÷àëíî ñúäúðæàíèå íà ëåíòèòå (α;β) (äâå åñòåñòâåíè ÷èñëà çàïèñàíè
â äâîè÷íà ñèñòåìà òàêà, ÷å íàé-ìëàäøèÿò èì ðàçðÿä å íàé-âëÿâî íà
ëåíòàòà) è ôóíêöèÿòà δ e äåôèíèðàíà êàêòî ñëåäâà:

M4 : δ(q0, ([, [)) = (q1, ([, [), (R, R))
δ(q1, (a, b)) = (q1, (a, b), (R, R)) / ∗ a, b 6= [ ∗ /
δ(q1, (a, [)) = (qy, a, [), (S, S)) / ∗ a 6= [ ∗ /
δ(q1, ([, a)) = (qn, ([, a)), (S, S)) / ∗ a 6= [ ∗ /
δ(q1, ([, [)) = (q2, ([, [), (L,L))
δ(q2, (a, a)) = (q2, (a, a), (L,L)) / ∗ a 6= [ ∗ /
δ(q2, (a, b)) = (qy, (a, b), (S, S)) / ∗ a, b 6= [, a > b ∗ /
δ(q2, (a, b)) = (qn, (a, b), (S, S)) / ∗ a, b 6= [, a < b ∗ /
δ(q2, ([, [)) = (qn, ([, [), (S, S))
qy = qn = stop

Ñ ïðîñëåäÿâàíå ðàáîòàòà íà M4 âúðõó íÿêîëêî ïðèìåðà ìîæåì äà
óñòàíîâèì, ÷å òÿ èçâúðøâà ñðàâíÿâàíå íà äâåòå åñòåñòâåíè ÷èñëà nα è
nβ, ïðåäñòàâåíè ñ äóìèòå α è β è ñïèðà ðàáîòà íîðìàëíî, â ñúñòîÿíèå
qy, àêî nα > nβ è â ñúñòîÿíèå qn, àêî nα ≤ nβ .

Äåôèíèöèèòå íà äâàòà âèäà èç÷èëåíèÿ çà k-ëåíòîâè ìàøèíè � ïðåñ-
ìÿòàíåòî íà ôóíêöèÿ è ðàçïîçíàâàíåòî íà åçèê � íå ñå ðàçëè÷àâàò ñú-
ùåñòâåíî îò òåçè, êîèòî äàäîõìå çà åäíîëåíòîâèòå ìàøèíè, çàòîâà ùå
ãè ïðîïóñíåì. Òàêà, çà ìàøèíàòà M3 ìîæåì äà êàæåì, ÷å ïðåñìÿòà
ôóíêöèÿòà fM3(α, ε) = (α, α), à çà ìàøèíàòà M4, ÷å ðàçïîçíàâà åçèêà
LM4 = {(α, β)|nα > nβ}.

Åêâèâàëåíòíîñòòà íà äâàòà âèäà ìàøèíè ìîæå äà áúäå äîêàçàíà ñ
ìîäåëèðàíå íà ðàáîòàòà íà âñÿêà åäíà îò òÿõ âúðõó äðóãàòà. Ìîäåëè-
ðàíåòî íà åäíîëåíòîâà ìàøèíà M âúðõó k-ëåíòîâà ìàøèíà Mk å òðè-
âèàëíî � èçïîëçâà ñå ñàìî ïúðâàòà ëåíòà. Ìîäåëèðàíåòî íà ðàáîòàòà íà
k-ëåíòîâàòà Mk âúðõó åäíîëåíòîâà M , ðàçáèðà ñå, å äîñòà ïî-ñëîæíî.

Íà Ôèã. 1.4 å ïîêàçàí âèäúò íà ëåíòàòà íà ìîäåëèðàùàòà åäíîëåí-
òîâà ìàøèíà M . Çà âñÿêà îò ëåíòèòå íà Mk, âúðõó ëåíòàòà íà M ñà
îòäåëåíè ïî äâå ïîäëåíòè � ïúðâàòà å çà äóìàòà îò ñúîòâåòíàòà ëåíòà
íà Mk, à âòîðàòà ïîêàçâà ìÿñòîòî íà ãëàâàòà çà òàçè ëåíòà íà Mk. Âúâ
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Ôèãóðà 1.4: Ìîäåëèðàíå íà k−ÌÒ ñ ÌÒ.

âñåêè ìîìåíò, ìÿñòîòî íà ãëàâàòà å îïðåäåëåíî ñ 1 â òî÷íî åäíà îò êëåò-
êèòå íà âòîðàòà ïîäëåíòà, à âñè÷êè îñòàíàëè íåéíè êëåòêè ñúäúðæàò
0. Â íàé-ëÿâàòà êëåòêà íà M çàïèñâàìå ñïåöèàëíà áóêâà µ, ðîëÿòà íà
êîÿòî å äà íè ïðåäïàçè îò íàïóñêàíå íà ëåíòàòà íàëÿâî, ïî âðåìå íà
ìîäåëèðàíåòî. Òàçè áóêâà íÿìà äà ñå ñðåùà â äðóãà êëåòêà íà ëåíòàòà.
Ìîäåëèðàùàòà ìàøèíà ùå èìà ñâîé áëåíê [. Òàêà çà âõîäíà àçáóêà íà
M èìàìå ìíîæåñòâîòî (X1×{0, 1}×X2×{0, 1}× . . .×Xk×{0, 1})∪{µ, [}.

Ìîäåëèðàíåòî ñå èçâúðøâà, êàòî çà âñåêè òàêò íà Mk, M ïîâòàðÿ
ñëåäíèòå äåéñòâèÿ: k ïúòè (ïî åäèí ïúò çà âñÿêà ëåíòà íà Mk) îáõîæ-
äà ëåíòàòà ñè. Âñÿêî îáõîæäàíå çàïî÷âà îò íàé-ëÿâàòà êëåòêà, ñòèãà äî
ìÿñòîòî íà ãëàâàòà çà ïîðåäíàòà ëåíòà è ñå âðúùà îáðàòíî â íà÷àëî-
òî. Òàêà, ñ ïîìîùòà íà ãîëÿì áðîé ïðåäíàçíà÷åíè çà öåëòà ñúñòîÿíèÿ,
M äîñòèãà äî ñúñòîÿíèå, â êîåòî å ½îòðàçåíà� òåêóùàòà k-òîðêà îò áóê-
âè íà Mk � ïðàâ õîä íà ìîäåëèðàíåòî. Ñëåä êàòî ïðåñìåòíå ñëåäâàùî
ñúñòîÿíèå, k-òîðêà îò áóêâè, êîèòî òðÿáâà äà çàïèøå è k-òîðêà îò äâè-
æåíèÿòà íà ãëàâèòå, M èçâúðøâà îùå k îáõîæäàíèÿ íà ëåíòàòà ñè, îò
íàé-ëÿâàòà êëåòêà äî ìÿñòîòî íà ñúîòâåòíàòà ãëàâà è îáðàòíî. Ïðè äîñ-
òèãàíå ìÿñòîòî íà ãëàâàòà íà i-òàòà ëåíòà, M çàïèñâà ñúîòâåòíàòà áóêâà
è ïðåìåñòâà åäèíèöàòà, ñî÷åùà ìÿñòîòî íà ãëàâàòà çà i-òàòà ëåíòà íà Mk

� îáðàòåí õîä íà ìîäåëèðàíåòî. Çà îáðàòíèÿ õîä ñúùî ùå ñà íåîáõîäèìè
ìíîãî ãîëÿì áðîé, ïðåäíàçíà÷åíè çà öåëòà ñúñòîÿíèÿ. Íå å òðóäíî äà ñå
ïðåöåíè, ÷å çà âñÿêî ñúñòîÿíèå íà Mk â M ùå ñà íåîáõîäèìè îêîëî
|X1||X2| . . . |Xk| ñúñòîÿíèÿ çà ïðàâèÿ è |X1||X2| . . . |Xk|.2k.3k ñúñòîÿíèÿ
çà îáðàòíèÿ õîä íà ìîäåëèðàíåòî. Òàêà å äîêàçàíî, ÷å èç÷èñëÿâàíèòå ñ
k-ëåíòîâà ÌÒ ôóíêöèè (ðàçïîçíàâàíèòå îò òÿõ åçèöè) ñúâïàäàò ñ èç-
÷èñëÿâàíèòå îò ÌÒ ôóíêöèè (ðàçïîçíàâàíèòå îò òÿõ åçèöè). Äîêàçàíî
å, ÷å ìàøèíèòå íà Òþðèíã (è âñè÷êè ñïîìåíàòè îïèòè çà ðàçøèðåíèÿ,
âêëþ÷èòåëíî k-ëåíòîâèå ÌÒ) ðàçïîçíàâàò åçèöèòå îò îáù òèï â éå-
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ðàðõèÿòà íà ×îìñêè.
Îñâåí ñ ÌÒ è ôîðìàëíè ãðàìàòèêè, ñà ïðàâåíè è ìíîãî äðóãè îïè-

òè çà ôîðìàëèçèðàíå íà íåôîðìàëíîòî ïîíÿòèå àëãîðèòúì. Ìåæäó íàé-
èçâåñòíèòå ñà: ÷àñòè÷íî-ðåêóðñèâíèòå ôóíêöèè, âúâåäåíè îò Ñò. Êëèíè;
λ-ñìÿòàíåòî, âúâåäåíî îò A. ×úð÷; ìàøèíèòå íà Ïîñò, âúâåäåíè îò E.
Ïîñò, íîðìàëíèòå àëãîðèòìè íà Ìàðêîâ, âúâåäåíè îò À. À. Ìàðêîâ è
äð. Äîêàçàíà å åêâèâàëåíòíîñòòà íà âñè÷êè èçâåñòíè äî äíåñ ôîðìàë-
íè ìîäåëè, ò.å. ôóíêöèèòå, êîèòî òåçè ìîäåëè åñòåñòâåíî ïîðàæäàò (èëè
èç÷èñëÿâàò) ñà åäíè è ñúùè � èç÷èñëèìèòå ïî Òþðèíã ôóíêöèè. Åêâè-
âàëåíòíîñòòà íà ñïîìåíàòèòå ìîäåëè äàâà îñíîâàíèå äà áúäå èçêàçàíî
ñëåäíîòî íåôîðìàëíî òâúðäåíèå:

Òåçèñ íà Òþðèíã-×úð÷: Ìíîæåñòâîòî íà åôåêòèâíî (àëãîðèò-
ìè÷íî) èç÷èñëèìèòå ôóíêöèè ñúâïàäà ñ ìíîæåñòâîòî íà èç÷èñëèìè-
òå ïî Òþðèíã ôóíêöèè.

Òîâà òâúðäåíèå íå ìîæå äà áúäå äîêàçâàíî, çàðàäè èçïîëçâàíîòî â
íåãî íåôîðìàëíî ïîíÿòèå ½åôåêòèâíî (àëãîðèòìè÷íî) èç÷èñëèìè ôóíê-
öèè�. Çàòîâà ìîæåì ñàìî äà ïðèâåäåì äîâîäè â íåãîâà ïîëçà. Íàé-åñòåñò-
âåíèÿò îò ïðàêòè÷åñêà ãëåäíà òî÷êà ôîðìàëèçúì çà ïðåäñòàâÿíå íà àë-
ãîðèòìè å ôîðìàëíî äåôèíèðàíèÿò åçèê çà ïðîãðàìèðàíå (ùå ñå âúðíåì
êúì íåãî ïî-äîëó è ùå ãî èçïëçâàìå â ïîâå÷åòî ñëó÷àè). Ùå ïîêàæåì,
÷å ñúçäàâàíåòî íà ïðîãðàìè çà ìàøèíè íà Òþðèíã íå ñå îòëè÷àâà ñú-
ùåñòâåíî îò ïðîöåñà íà ðåàëíîòî ïðîãðàìèðàíå.

Îïåðàòîðúò q) (q′, 0, S); (q′, 1, S), íàïðèìåð, íåçàâèñèìî îò ÷åòåíàòà
áóêâà ïðåäèçâèêâà ïðåìèíàâàíå â ñúñòîÿíèå q′. Çàòîâà ìîæåì äà ãî îç-
íà÷èì ñ q) goto q′. Àíàëîãè÷íî, îïåðàòîðúò q) (q′, 0, S); (q′′, 1, S) ìîæåì
äà çàïèøåì êàòî q) if x = 0 then q′ else q′′. Ñëåäîâàòåëíî, ÌÒ ìîæå äà
èçïúëíÿâà óïðàâëÿâàùèòå êîíñòðóêöèè íà àëãîðèòìè÷íèòå åçèöè.

Â Ïðèìåð 1 ïîêàçàõìå, êàê ìîæåì äà íóëèðàìå íà÷àëîòî íà ëåíòà-
òà (ò.å. äà èç÷èñëèì ïî Òþðèíã ôóíêöèÿòà f(n) = 0) è êàê ìîæåì äà
óâåëè÷èì ñ 1 äúëæèíàòà íà áëîê îò åäèíèöè (ò.å. äà èç÷èñëèì ïî Òþ-
ðèíã ôóíêöèÿòà f(n) = n + 1). Â Ïðèìåð 2 ïîêàçàõìå êàê ìîæå äà ñå
èç÷èñëè óñëîâèå (â ñëó÷àÿ ïðîâåðèõìå äàëè çà äâå çàäàäåíè åñòåñòâåíè
÷èñëà n è m å èçïúëíåíî óñëîâèåòî n ≥ m). Çà ïðåñìÿòàíå íà ïî-ñëîæíè
ôóíêöèè ñå íàëàãà äà ñå ñúçäàâàò ïî-ñëîæíè ÌÒ. Ïî àíàëîãèÿ ñ èçïîëç-
âàíèòå â ïðîãðàìèðàíåòî òåõíèêè, òîâà ìîæå äà ñòàâà ñ êîìïîçèðàíå íà
ãîòîâè âå÷å ìàøèíè (ïîäïðîãðàìè) â íîâà ìàøèíà (ïðîãðàìà). Â ðàçã-
ëåæäàíèÿòà ïî-äîëó, áåç îãðàíè÷àâàíå íà îáùíîñòòà, ùå ïðåäïîëàãàìå
÷å ñúñòîÿíèÿòà íà âñÿêà ÌÒ ñà èçáðàíè ïîñëåäîâàòåëíî îò ìíîæåñòâîòî
{q0, q1, q2, . . .} è q0 âèíàãè å íà÷àëíîòî ñúñòîÿíèå. Áåç îãðàíè÷åíèå íà îá-
ùíîñòòà ìîæåì äà ñ÷èòàìå ñúùî, ÷å ÌÒ, êîèòî ïðåñìÿòàò ôóíêöèè èìàò
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òî÷íî åäíî, à òåçè, êîèòî ðàçïîçíàâàò åçèöè � òî÷íî äâå çàêëþ÷èòåëíè
ñúñòîÿíèÿ.

Äåôèíèöèÿ. Íåêà M å ìàøèíà íà Òþðèíã, çàäàäåíà ñ ïðîãðàìà-
òà ñè. Ðåäàêòèðàíå îò àäðåñ r íà M ùå íàðè÷àìå çàìÿíàòà íà âñÿêî
ñúñòîÿíèå qi íà M ñúñ ñúñòîÿíèå qi+r.

Íåêà M1 è M2 ñà ÌÒ, ïðåñìÿòàùè ôóíêöèèòå fM1 è fM2 , çàäàäåíè
ñúñ ñúîòâåòíèòå ñè ïðîãðàìè è ñúñòîÿíèåòî ñ íàé-ãîëÿì íîìåð â M1 å
qn. Äà ðåäàêòèðàìå M2 îò àäðåñ n + 1 è äà çàìåíèì çàêëþ÷èòåëíîòî
ñúñòîÿíèå qf ) stop íà M1 ñ qf ) goto qn+1. Ïîëó÷àâàìå íîâà ìàøèíà íà
Òþðèíã M , êîÿòî íàðè÷àìå ïîñëåäîâàòåëíà êîìïîçèöèÿ íà M1 è M2.
Î÷åâèäíî, àêî M1 èç÷èñëÿâà ôóíêöèÿòà fM1 , à M2 � ôóíêöèÿòà fM2 , òî
M èç÷èñëÿâà êîìïîçèöèÿòà fM2 ◦ fM1 íà òåçè äâå ôóíêöèè.

Àíàëîãè÷íî, ìîæåì äà äåôèíèðàìå è äðóãè êîìïîçèöè íà ÌÒ (ïîä-
ïðîãðàìè), â ïîäêðåïà íà òâúðäåíèåòî, ÷å ñúçäàâàíåòî íà ïðîãðàìè íà
ÌÒ å òâúðäå áëèçêî äî îáùîïðèåòîòî ïîíÿòèå çà ïðîãðàìèðàíå. Ðàçáèðà
ñå ñðåäñòâàòà, ñ êîèòî ñå èçãðàæäàò ïðîãðàìèòå íà ÌÒ ñà ìíîãî îãðàíè-
÷åíè, êîåòî ïðàâè ïðîöåñà íà ïðîãðàìèðàíå ìíîãî ïî-òåæúê, íî òîâà íå
ïðîìåíÿ ïðèíöèïíèÿ âúïðîñ: ìîæå èëè íå ìîæå åäíà ôóíêöèÿ äà áúäå
èç÷èñëåíà ñ ÌÒ. Ñëåä âñè÷êî êàçàíî, ìîæåì äà ïðèåìåì âåðíîñòòà
íà Òåçèñà íà Òþðèíã-×úð÷. Çàòîâà, â ñëåäâàùèÿ ðàçäåë ïîä
àëãîðèòúì ùå ðàçáèðàìå ìàøèíà íà Òþðèíã.

1.3 Ñëîæíîñò íà àëãîðèòìè

Â êëàñè÷åñêàòà ìàòåìàòèêà, ñëåä êàòî å óñòàíîâåíà ðàçðåøèìîñòòà íà
åäíà ìàñîâà çàäà÷à, èíòåðåñúò êúì íåÿ çíà÷èòåëíî ñïàäà. Íàëè÷èåòî íà
àëãîðèòúì ïðàâè ðåøàâàíåòî íà êîé äà å åêçåìïëÿð íà çàäà÷àòà, ïîâå÷å
èëè ïî-ìàëêî, ðóòèííî. Ñ ðàçâèòèåòî íà èç÷èñëèòåëíàòà òåõíèêà ñòàíà
åæåäíåâèå äà ñå ðåøàâàò îãðîìíè ïî ðàçìåðè åêçåìïëÿðè íà àëãîðèò-
ìè÷åñêè ðàçðåøèìè çàäà÷è, êîèòî íå ñà ïî ñèëèòå íà íèêîé ÷îâåê èëè
äàæå íà ãîëÿìà ãðóïà îò õîðà.

Íà ôîíà íà òîçè çíà÷èòåëåí ïðîãðåñ ñå îòêðîÿâàò íÿêîè çàäà÷è ñ
äèñêðåòåí õàðàêòåð. Òå ñà àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìè. Àëãîðèòìè÷íàòà
ñõåìà ½ïúëíî èç÷åðïâàíå�, íàïðèìåð, äàâà (ëåñåí, ìàêàð è íå áúðç)
àëãîðèòúì çà ðåøàâàíå íà âñÿêà òàêàâà çàäà÷à. Ïðîáëåìúò å â òîâà,
÷å êîãàòî ðàñòå ðàçìåðúò íà âõîäíèòå äàííè, íàðàñòâà òâúðäå
ìíîãî âðåìåòî, íåîáõîäèìî çà èçïúëíåíèå íà àëãîðèòúìà, ïîñòðîåí ïî
ñõåìàòà ½ïúëíî èç÷åðïâàíå�, äîðè è íà ìíîãî ìîùåí êîìïþòúð. Íàïðè-
ìåð, çà çàäà÷àòà äà ñå ïðîâåðè äàëè åäèí ãðàô ñúäúðæà Õàìèëòîíîâ
öèêúë íå å èçâåñòåí àëãîðèòúì, êîéòî ïðèíöèïíî ñå ðàçëè÷àâà îò ïúë-
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íîòî èç÷åðïâàíå. Çàòîâà ðåøàâàíåòî íà òàçè çàäà÷à å âúçìîæíî ñàìî çà
ãðàôè ñ íåãîëÿì áðîé âúðõîâå.

Ùå èçëîæèì îñíîâèòå íà ìàòåìàòè÷åñêà òåîðèÿ, çàíèìàâàùà ñå ñ
ïîñî÷åíèÿ ïðîáëåì. Ùå âúâåäåì ôîðìàëíà ìÿðêà çà òîâà, êîëêî âðåìå
è êîëêî ïàìåò ùå ñà íåîáõîäèìè çà ðàáîòàòà íà åäèí àëãîðèòúì âúðõó
ïðîèçâîëåí çàäàäåí åêçåìïëÿð íà ìàñîâàòà çàä÷à. Îò êàçàíîòî ïî-ãîðå
å ÿñíî, êîëêî âàæåí çà ðàçãëåæäàíèÿòà å ðàçìåðúò íà âõîäíèòå äàí-
íè íà êîíêðåòåí åêçåìïëÿð. Ôîðìàëèçàöèÿòà íà ïîíÿòèåòî ðàçìåð íà
âõîäíèòå äàííè å ìíîãî ñëîæíà çàäà÷à. Çàòîâà, çàñåãà, ùå ïîñòàâèì ñà-
ìî åäíî âàæíî óñëîâèå, áåç êîåòî òåîðåòè÷íîòî èçñëåäâàíå íà ïðîáëåìà
ãóáè ñìèñúë. Ùå ïîèñêàìå êîäèðàíåòî íà åêçåìïëÿðèòå ñ äóìè íàä èç-
áðàíà àçáóêà äà å ðàçóìíî, ò.å. âñè÷êî íåîáõîäèìî çà ðåøàâàíåòî íà
ñúîòâåòíàòà çàäà÷à äà ñå ñúäúðæà â äóìàòà, ïðåäñòàâÿùà åêçåìïëÿðà è
äà íÿìà èçëèøúê, ò.å. òàêàâà ÷àñò îò âõîäíàòà äóìà, ÷å àêî ÿ ïðåìàõ-
íåì, ñúùíîñòòà íà åêçåìïëÿðà íå ñå ïðîìåíÿ. Ïî-íàòàòúê ùå ðàçãëåäàìå
ïðîáëåìà çà ðàçóìíîòî êîäèðàíå íà âõîäíèòå äàííè ïî-ïîäðîáíî.

Îñíîâåí ðåñóðñ, ñïðÿìî êîéòî ùå èçñëåäâàìå êà÷åñòâàòà íà àëãîðèò-
ìèòå å âðåìåòî çà ðàáîòà, íî óñïîðåäíî ñ òîâà ùå îáúðíåì âíèìàíèå è
íà êîëè÷åñòâîòî èçïîëçâàíà ïàìåò, êàòî äåôèíèðàìå ïîíÿòèÿòà ñëîæ-
íîñò íà àëãîðèòìèòå, ïî îòíîøåíèå íà íåîáõîäèìèòå èì âðåìå è ïàìåò.
Çà äâåòå äåôèíèöèè ïî-äîëó, íåêà A å ìíîæåñòâî îò äóìè íàä àçáóêàòà
X, ò.å. A ⊆ X∗. Ùå îçíà÷àâàìå äúëæíàòà íà äóìàòà α ∈ X∗ ñ d(α), à
ñ An = {α|α ∈ A, d(α) = n}, n = 0, 1, 2, . . . � ïîäìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè
äóìè íà A ñ äúëæèíà n.

Äåôèíèöèÿ. Íåêà fM : A → X∗ å òîòàëíà èç÷èñëèìà ïî Òþðèíã
ôóíêöèÿ. Äà îçíà÷èì ñ #M (α) áðîÿ íà ñòúïêèòå, êîèòî M ïðàâè, ïðè
ðàáîòà âúðõó ëåíòîâàòà äóìà α. Ôóíêöèÿòà

tM (n) = max
α∈An

#M (α)

íàðè÷àìå ñëîæíîñò ïî âðåìå íà M â íàé-ëîøèÿ ñëó÷àé, à ôóíêöèÿòà

t̃M (n) =

∑

α∈An

#M (α)

|An|

íàðè÷àìå ñðåäíà ñëîæíîñò ïî âðåìå íà ÌÒ M .
Àíàëîãè÷íî çà ñëîæíîñòòà ïî ïàìåò èìàìå
Äåôèíèöèÿ. Íåêà fM : A → X∗ å òîòàëíà èç÷èñëèìà ïî Òþðèíã

ôóíêöèÿ. Äà îçíà÷èì ñ &M (α) áðîÿ íà êëåòêèòå íà ëåíòàòà, êîèòî M
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èçïîëçâà, ïðè ðàáîòà âúðõó ëåíòîâàòà äóìà α. Êëåòêèòå â êîèòî å ðàçïî-
ëîæåíà ñàìàòà α âèíàãè âêëþ÷âàìå â òîçè áðîé, çàòîâà &M (α) íå ìîæå
äà å ïî-ìàëêî îò äúëæèíàòà íà α. Ôóíêöèÿòà

sM (n) = max
α∈An

&M (α)

íàðè÷àìå ñëîæíîñò ïî ïàìåò íà M â íàé-ëîøèÿ ñëó÷àé, à ôóíêöèÿòà

s̃M (n) =

∑

α∈An

&M (α)

|An|
íàðè÷àìå ñðåäíà ñëîæíîñò ïî ïàìåò íà ÌÒ M .

Òúé êàòî ðàçïîçíàâàíåòî íà åçèê å ÷àñòåí ñëó÷àé íà èç÷èñëÿâàíå
íà ôóíêöèÿ (fM : A → {true, false}), ãîðíèòå äåôèíèöèè ñà âàëèäíè
è â òîçè ñëó÷àé. Äà ïðèëîæèì äåôèíèöèèòå çà ïðèìåðèòå çà ÌÒ îò
ïðåäèøíèÿ ðàçäåë.

Ïðèìåð 1. Äà çàïî÷íåì ñ àëãîðèòúìà (ìàøèíàòà) M1. Ïðè íåÿ äúë-
æèíàòà íà âõîäíèòå äàííè åñòåñòâåíî ñå îïðåäåëÿ îò äúëæèíàòà n íà
ïúðâèÿ áëîê îò åäèíèöè, çàùîòî ìàøèíàòà ðàçãëåæäà (îñâåí òîçè áëîê
îò åäèíèöè) îùå ñàìî 3 êëåòêè � ïúðâàòà è äâåòå êëåòêè ñëåä áëîêà îò
åäèíèöè. Çà ïðåñìÿòàíå íà ñëîæíîñòòà (è ïî âðåìå è ïî ïàìåò) â íàé-
ëîøèÿ ñëó÷àé å çàäúëæèòåëíî äà èäåíòèôèöèðàìå òîçè íàé-ëîø ñëó÷àé.
Ïðè àëãîðèòúìà M1 èìàìå ñàìî åäèí ñëó÷àé, çàòîâà òîé å è íàé-ëîø.
Ïðè ñâîÿòà ðàáîòà ìàøèíàòà ïðåãëåæäà ïî åäèí ïúò âñÿêà îò (n + 3)-òå
êëåòêè ïðè äâèæåíèå íà ãëàâàòà íàäÿñíî, à ïðè âðúùàíåòî ñè íàçàä � ïî
åäèí ïúò âñÿêà îò ïúðâèòå n + 2 êëåòêè. Çàòîâà tM1(n) = 2n + 5. Íèêîÿ
äðóãà êëåòêà îñâåí ñïîìåíàòèòå ïî-ãîðå íå ó÷àñòâà â èç÷èñëåíèåòî è çà-
òîâà sM1(n) = n+3 Òúé êàòî èìàìå ðàáîòà ñ åäèíñòâåí ñëó÷àé, ñðåäíèòå
ñëîæíîñòè, ïî âðåìå è ïî ïàìåò, íå ñå ðàçëè÷àâàò îò òåçè â íàé-ëîøèÿ
ñëó÷àé, ò.å. t̃M1(n) = 2n + 5, à s̃M1(n) = n + 3.

Ïðèìåð 2. Ïðè àëãîðèòúìà M2 íåùàòà ñà ìàëêî ïî-ñëîæíè. Äà
îçíà÷èì ñ N ñóìàòà n+m îò äúëæèíèòå íà äâàòà áëîêà ñ åäèíèöè. Òîâà
å åñòåñòâåíèÿò ðàçìåð íà âõîäà íà òîçè àëãîðèòúì, òúé êàòî îñâåí äâàòà
áëîêà îò åäèíèöè, ìàøèíàòà ðàçëåæäà ñàìî îùå 3 êëåòêè, ñúäúðæàùè
â íà÷àëîòî áëåíê � íà÷àëíàòà, ðàçäåëÿùàòà äâàòà áëîêà è ìàðêèðàùàòà
êðàÿ íà âòîðèÿ áëîê. Ïî-ëåñíî å äà ïðåñìåòíåì ñëîæíîñòòà ïî ïàìåò. È
â íàé-ëîøèÿ è â ñðåäíèÿ ñëó÷àé íÿìà äà èìàìå íóæäà îò äðóãè êëåòêè,
îñâåí ñïîìåíàòèòå âå÷å N + 3 è çàòîâà sM2(N) = s̃M2(N) = N + 3.

Íå å òðóäíî äà ñå ñúîáðàçè, ÷å íàé-ëîø ñëó÷àé çà òàçè ìàøèíà ùå
å åäèí îò òåçè, ïðè êîèòî äâåòå ÷èñëà ñà ïðèáëèçèòåëíî åäíàêâè, ò.å.
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n = m, n = m − 1 èëè n = m + 1. Äà ðàçãëåäàìå ïúðâî ñëó÷àÿ n = m.
Â íà÷àëîòî ìàøèíàòà, ïðåìåñòâàéêè ãëàâàòà íàäÿñíî, îòèâà äî êðàÿ íà
ëåâèÿ áëîê îò åäèíèöè, êîåòî ñòàâà ñ n = N/2 ñòúïêè. Ñëåä òîâà çàïî÷âà
îñíîâíèÿò öèêúë. Èçòðèâà ñå åäèíèöà îòäÿñíî, çà êîåòî ñà íåîáõîäèìè
3 ñòúïêè � ãëàâàòà ïðåìèíàâà ïðåç ðàçäåëÿùàòà íóëà, åäèíèöàòà, êîÿòî
ïîäëåæè íà èçòðèâàíå è êëåòêàòà, êîÿòî å ñëåä íåÿ è îò ñúäúðæàíèåòî
íà êîÿòî ðåøàâàìå, äàëè íå òðÿáâà äà ñïðåì öèêúëà. Ñëåäâà äâèæåíèå
â îáðàòíàòà ïîñîêà, çà èçòðèâàíå íà åäèíèöà îòëÿâî, êàòî ïðè ïúðâàòà
ñòúïêà íàëÿâî èçòðèâàìå ïúðâàòà åäèíèöà íà äÿñíàòà äóìà. Íà òîçè åòàï
ìàøèíàòà âå÷å ùå íàïðàâè 4 ñòúïêè, çà ñëåäâàùèòå äâå èçòðèâàíèÿ ùå
ñà íåîáõîäìè ñúîòâåòíî 5 è 6 ñòúïêè è ò.í. Êîãàòî ìàøèíàòà óñòàíîâè, ÷å
ìîæå äà èçòðå ïðåäïîñëåäíàòà åäèíèöà íà ëÿâàòà äóìà è òðúãíå íàäÿñíî
çà äà èçòðèå n-òàòà åäèíèöà íà äÿñíàòà äóìà, òÿ ùå íàïðàâè òî÷íî 2n+
1 = N +1 ñòúïêè � n−1 ñòúïêè ïðåç èçòðèòèòå åäèíèöè íà ëÿâàòà äóìà
(âêëþ÷èòåëíî ïîñëåäíàòà èçòðèòà), 1 ñòúïêà ïðåç ðàçäåëÿùÿòà äâåòå
äóìè íóëà, n − 1 ñòúïêè ïðåç èçòðèòèòå åäèíèöè íà äÿñíàòà äóìà, 1
ñòúïêà ïðåç ïîñëåäíàòà åäèíèöà è åäíà ñòúïêà âúðõó íóëàòà ñëåä íåÿ.
Òîãàâà ìàøèíàòà óñòàíîâÿâà, ÷å äâåòå äóìè ñà ñ ðàâåí áðîé åäèíèöè è
ùå ñïðå ðàáîòà. Çàòîâà

#M2(m = n) = N
2 + 3 + 4 + 5 + 6 + · · ·+ (N + 1) = N

2 +
∑N+1

n=3 i =
= N

2 + (N+1)(N+2)
2 − 3 = N2+4N−4

2 .

Â ñëó÷àÿ m = n+1, ò.å. N = 2n+1, èçòðèâàíåòî íà n-òà åäèíèöà îòäÿñíî
ùå áúäå óñïåøíî, à îïèòúò çà èçòðèâàíå íà ñúîòâåòíà åäèíèöà îòëÿâî ùå
óñòàíîâè, ÷å òÿ å ïîñëåäíà è àëãîðèòúìúò ùå ñïðå. Çíà÷è ïðè ïîñëåäíîòî
äâèæåíèå íà ãëàâàòà íàëÿâî ìàøèíàòà ùå íàïðàâè 2n+2 = N +1 ñòúïêè
- ïðåìèíàâàéêè ïðåç n èçòðèòè åäèíèöè íà äÿñíàòà äóìà, ðàçäåëÿùàòà
íóëà, n − 1 èçòðèòè åäèíèöè íà ëÿâàòà äóìà, ïîñëåäíàòà åäèíèöà íà
ëÿâòà äóìÿ è íóëàòà ñëåä íåÿ. Çàòîâà â òîçè ñëó÷àé

#M2(m = n + 1) = N−1
2 + 3 + 4 + . . . + (N + 1) = N−1

2 +
∑N+1

n=3 i =
= N−1

2 + (N+1)(N+2)
2 − 3 = N2+4N−5

2 .

Àíàëîãè÷íî çà ñëó÷àÿ m = n − 1, ò.å. N = 2n − 1, èìàìå 2n = N + 1
ñòúïêè ïðè ïîñëåäíîòî äâèæåíèå íà ãëàâàòà íàäÿñíî è

#M2(m = n− 1) = N+1
2 + 3 + 4 + . . . + (N + 1) = N+1

2 +
∑N+1

n=3 i =
= N+1

2 + (N+1)(N+2)
2 − 3 = N2+4N−3

2 .

Êàêòî ñå âèæäà, ìàêàð è ñúñ ñúâñåì ìàëêî, íî ïîñëåäíèÿò ñëó÷àé å
íàé-ëîø îò òðèòå è çàòîâà tM2(N) = N2+4N−3

2 .
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Íàìèðàíåòî íà ñëîæíîñòòà ïî âðåìå â ñðåäíèÿ ñëó÷àé å ïî-òðóäíî.
Ïúðâî, äà âèäèì êàêâî òðÿáâà äà ñå íàïðàâè çà äà íàìåðèì ñëîæíîñòòà
â ñðåäíèÿ ñëó÷àé è ñëåä òîâà äà íàïðàâèì ñúîòâåòíèòå ïðåñìÿòàíèÿ.
Êîãàòî äâàòà áëîêà èìàò îáùî N åäèíèöè, òîãàâà òðÿáâà äà ðàçãëåäàìå
N−1 ñëó÷àÿ � N−1 åäèíèöè â ëÿâàòà äóìà è 1 â äÿñíàòà, N−2 åäèíèöè
â ëÿâàòà äóìà è 2 äÿñíàòà, . . ., 1 åäèíèöà â ëÿâàòà äóìà è N−1 â äÿñíàòà.
Çà âñåêè îò ñëó÷àèòå òðÿáâà äà íàïðàâèì ïðåñìÿòàíèÿ, àíàëîãè÷íè íà
òåçè êîèòî íàïðàâèõìå çà íàé-ëîøèÿ ñëó÷àé, äà ñóìèðàìå ïîëó÷åíèòå
ðåçóëòàòè è äà ðàçäåëèì íà N − 1.

Íåêà â ëÿâàòà äóìà èìà i åäèíèöè, à â äÿñíàòà � j = N− i. Îò íàïðà-
âåíèòå ïî-ãîðå ðúçñúæäåíèÿ ìîæåì äà çàêëþ÷èì, ÷å â íà÷àëîòî ìàøè-
íàòà ùå íàïðâè i ñòúïêè çà äà ñòèãíå äî êðàÿ íà ëÿâàòà äóìà, ñëåä êîåòî
ùå ïðàâè 3 ñòúïêè íàäÿñíî çà äà èçòðèå ïúðâàòà åäèíèöà íà äÿñíàòà äó-
ìà, 4 ñúïêè íàëÿâî çà äà èçòðèå ïúðâàòà åäèíèöà íà ëÿâàòà äóìà,. . ., k(i)
ñòúïêè â íÿêîÿ îò äâåòå ïîñîêè, çà äà óñòàíîâè ÷å îò ñúîòâåòíàòà äóìà
íå ìîãàò äà ñå èçòðèâàò ïîâå÷å åäèíèöè. Áðîÿò íà ñòúïêèòå k(i) íà ïîñ-
ëåäíèÿ åòàï, î÷åâèäíî, çàâèñè îò i. Êîãàòî i < N − i, ïðè ïîñëåäíîòî
äâèæåíèå íà ãëàâàòà íÿëÿâî ìàøèíàòà ùå íàïðàâè k(i) = 2i+2 ñòúïêè,
à êîãàòî i ≥ N − i = j � ïðè ïîñëåäíîòî äâèæåíèå íà ãëàâàòà íàäÿñíî
ìàøèíàòà ùå íàïðàâè k(i) = 2(N − i) + 1 = 2j + 1 ñòúïêè. Ñëåäîâàòåíî
ïðè i < j ìàøèíàòà ùå íàïðàâè 3 + 4 + 5 + · · ·+ (2i + 2) = (2i+2)(2i+3)

2 − 3
ñòúïêè, à ïðè i ≥ j ùå íàïðàâè 3 + 4 + 5 + · · ·+ (2j + 1) = (2j+1)(2j+2)

2 − 3
ñòúïêè. Òàêà çà îáùèÿ áðîé T íà ñòúïêèòå ïî âñè÷êèòå N − 1 ñëó÷àè
ïîëó÷àâàìå

T =
∑

i<j

[i +
(2i + 2)(2i + 3)

2
− 3] +

∑

i≥j

[N − j +
(2j + 1)(2j + 2)

2
− 3].

Ïðè N = 2p + 1, êàòî ñìåíèì ïðîìåíëèâàòà j âúâ âòîðàòà ñóìà ñ i,
ïîëó÷àâàìå

T =
∑p

i=1[i + (i + 1)(2i + 3)− 3] +
∑p+1

i=1 [N − i + (2i + 1)(i + 1)− 3] =
=

∑p
i=1[N + 2i2 + 5i + 2i2 + 3i− 2] + 2p2 + 8p− 3 =

= (N − 2)p + 4
∑p

i=1 i2 + 8
∑p

i=1 i + 2p2 + 8p− 3 =
= (N − 2)p + 4p(p+1)(2p+1)

6 + 8p(p+1)
2 + 2p2 + 8p− 3.

Ñëåäîâàòåëíî, êàòî âçåìåì ïðåäâèä, ÷å N − 1 = 2p, ïîëó÷àâàìå, ÷e
ïðè íå÷åòíè N > 1

t̃M2(N) = T
2p = N−2

2 + (p+1)(2p+1)
3 + 2(p + 1) + p + 4− 3

p =
= N

2 + (N+1)(N+9)
6 + 2− 3

p = N2+13N+21
6 − 6

N−1 .
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Îñòàâÿìå íà ÷èòàòåëÿ äà íàìåðè ñúîòâåòíàòà ñëîæíîñò â ñðåäíèÿ ñëó-
÷àé, êîãàòî N e ÷åòíî.

Ïðèìåð 3. Çà àëãîðèòúìà (ìàøèíàòà) M3 å î÷åâèäíî, ÷å àêî îç-
íà÷èì ñ n äúëæèíàòà íà âõîäíàòà äóìà α âúðõó ïúðâàòà ëåíòà, òî çà
âñè÷êè äóìè ñ äúëæèíà n ìàøèíàòà M3 ïðàâè åäèí è ñúù áðîé ñòúïêè
è èçïîëçâà åäèí è ñúù áðîé êëåòêè. Çàòîâà ëåñíî óñòàíîâÿâàìå, ÷å

tM3(n) = t̃M3(n) = 2n + 2, sM3(n) = s̃M3(n) = 2n + 4.

Ïðèìåð 4. Çà àëãîðèòúìà (ìàøèíàòà) M4 íåêà ïúðâî ïðåñìåòíåì
ñëîæíîñòòà ïî ïàìåò è âðåìå â íàé-ëîøèÿ ñëó÷àé. Çà äúëæèíà íà âõîäà
äà èçáåðåì äúëæèíàòà n íà ïî-äúëãàòà îò äâåòå äóìè α è β. Íàé-ëîøèÿò
ñëó÷àé, è çà ñëîæíîñòòà ïî ïàìåò è çà ñëîæíîñòòà ïî âðåìå, å êîãàòî
äâåòå äóìè ñà åäíàêâè. Çàòîâà, çà íàé-ëîøèÿ ñëó÷àé ëåñíî ïîëó÷àâàìå

tM4(n) = n + 1, sM4(n) = 2n + 4.

Çà äà ïðåñìåòíåì ñëîæíîñòòà ïî ïàìåò â ñðåäíèÿ ñëó÷àé, òðÿáâà äà
ðàçãëåäàìå âñè÷êè âúçìîæíè ñëó÷àè. Êîãàòî ïúðâàòà äóìà å ñ äúëæèíà
n, à èìàìå 2n òàêèâà âúçìîæíîñòè, òî çà äúëæèíàòà d íà äðóãàòà å
âúçìîæíà âñÿêà îò äúëæèíèòå 1, 2, . . . , n. Òàêà ïðè äúëæèíà íà âòîðàòà
äóìà d ùå èìàìå 2n.2d ñëó÷àÿ, âúâ âñåêè îò êîèòî ùå áúäàò àíãàæèðàíè
ïî n + d + 4 êëåòêè îáùî íà äâåòå ëåíòè. Òúé êàòî ñèòóàöèÿòà, êîãàòî
âòîðàòà äóìà å ñ äúëæèíà n e ñèìåòðè÷íà, ïîëó÷àâàìå çà îáùèÿ áðîé
íà ñëó÷àèòå 2

∑n−1
d=1 2n.2d + 22n, à çà ñóìàðíèÿ áðîé èçïîëçâàíè êëåòêè

2
∑n−1

d=1 2n.2d(n + d + 4) + 22n(2n + 4). Òàêà

s̃M4(n) =
2

∑n−1
d=1 2n.2d(n + d + 4) + 22n(2n + 4)

2
∑n−1

d=1 2n.2d + 22n
.

Çà äà ïðåñìåòíåì ñëîæíîñòòà ïî âðåìå â ñðåäíèÿ ñëó÷àé, ïîñòúïâà-
ìå àíàëîãè÷íî. Êîãàòî åäíàòà îò äâåòå äóìè å ñ äúëæèíà d < n, òîãàâà
íåðàâåíñòâîòî ùå áúäå óñòàíîâåíî ïðè äîñòèãàíå íà ãðàíè÷íèÿ áëåíê â
äåñíèÿ êðàé íà ïî-êúñàòà äóìà è â òàêúâ ñëó÷àé ìàøèíàòà ùå íàïðàâè
òî÷íî d+1 ñòúïêè. Êîãàòî è äâåòå äóìè ñà ñ äúëæèíà n, òîãàâà íåðàâåí-
ñòâîòî ùå áúäå óñòàíîâåíî ïðè îáðàòíèÿ õîä íà ãëàâàòà íà ìàøèíàòà.
Äà ïðåïîëîæèì, ÷å ïúðâèòå i − 1 äâîè÷íè öèôðè, îò äÿñíî íàëÿâî, ñà
åäíàêâè è äâåòå äóìè ñå ðàçëè÷àâàò â i-òèòå ñè öèôðè, i = 1, 2, . . . , n.
Òîãàâà ìàøèíàòà ùå íàïðàâè òî÷íî n + i + 1 ñòúïêè. Ïðè i = n + 1 ùå
ïîëó÷èì è ñëó÷àÿ ïðè êîéòî äâåòå äóìè ñà ðàâíè (òîãàâà ìàøèíàòà ùå
ñïðå íå çàðàäè íåñúâïàäåíèå íà öèôðè, à ïîðàäè äîñòèãàíå íà ãðàíè÷íè-
òå áëåíêîâå âëÿâî). Âúçìîæíè ñà 2i−1 íà÷èíà çà ñúâïàäàíå íà ïúðâèòå
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i − 1 öèôðè, äâà íà÷èíà çà íåñúâïàäàíå íà i-òèòå (ïúðâàòà öèôðà å 0,
âòîðàòà å 1 èëè îáðàòíî) è 22(n−i) çà îñòàíàëèòå öèôðè, êîèòî íÿìà äà
áúäàò ñðàâíÿâàíè. Ñëåäîâàòåëíî îáùèÿò áðîé ñëó÷àè, â êîèòî ìàøèíàòà
ùå çàâúðøè ðàáîòàòà ñëåä n + i + 1 ñòúïêè, ñà 2i22(n−i) = 22n−i. Çàòîâà,
çà ñëîæíîñòòà ïî âðåìå â ñðåäíèÿ ñëó÷àé ùå ïîëó÷èì

t̃M4(n) =
2

∑n−1
d=1 2n.2d(d + 1) +

∑n+1
i=1 22n−i(n + i + 1)

2
∑n−1

d=1 2n.2d + 22n
.

Ïðåîáðàçóâàíåòî íà ñóìè, ïîäîáíè íà òåçè ïî-ãîðå, äî ½çàòâîðåíè�
èçðàçè, êîèòî íå ñúäúðæàò ñóìè, èçèñêâà ñïåöèàëíà òåõíèêà, íà êîÿòî
ùå ñå ñïðåì ïî-ïîäðîáíî â ñëåäâàùàòà ãëàâà. Çàòîâà ùå îòëîæèì çàñåãà
îêîí÷àòåëíîòî ïðåñìÿòàíå íà ñðåäíàòà ñëîæíîñòòà ïî âðåìå è ïàìåò íà
ìàøèíàòà M4.

Êàêòî ñå âèæäà ïðåñìÿòàíåòî íà ñëîæíîñòòà â ñðåäíèÿ ñëó÷àé (êàê-
òî ïî âðåìå, òàêà è ïî ïàìåò) ìîæå äà ñå îêàæå íåëåêà ðàáîòà. Çàòîâà, ñ
ìàëêè èçêëþ÷åíèÿ, â òàçè êíèãà ùå ñå îãðàíè÷èì äî ïðåñìÿòàíå ñàìî íà
ñëîæíîñòòà â íàé-ëîøèÿ ñëó÷àé. Äîòîëêîâà, äîêîëêîòî ðåñóðñúò âðåìå
å ìíîãî ïî-öåíåí îò ðåñóðñà ïàìåò (÷îâåøêèÿò æèâîò, çà ñúæàëåíèå, å
îòíîñèòåëíî êðàòúê), ùå ñå îãðàíè÷èì ïðè ðàçãëåæäàíåòî íà àëãîðèò-
ìè ñàìî äî òÿõíàòà ñëîæíîñò ïî âðåìå. Ùå ãîâîðèì çà ñëîæíîñòòà ïî
ïàìåò ñàìî â îíåçè ñëó÷àè, ïðè êîèòî òîâà å îò ðåøàâàùî çíà÷åíèå çà
êà÷åñòâàòà íà àëãîðèòúìà.

Ïî-ãîðå ñïîìåíàõìå, ÷å â ñëîæíîñòòà ïî ïàìåò íåïðåìåííî òðÿáâà äà
âêëþ÷èì íåîáõîäèìèÿ çà ðàçïîëàãàíå íà âõîäíèòå äàííè áðîé êëåòêè.
Íå å èçêëþ÷åíî, îáà÷å, íÿêîè àëãîðèòìè äà íå ½ïðåãëåæäàò� âñè÷êè çà-
äåëåíè çà âõîäíèòå äàííè êëåòêè. Çàòîâà ùå íàðè÷àìå åôåêòèâíà ñëîæ-
íîñò ïî ïàìåò áðîÿ íà òåçè êëåòêè, êîèòî äåéñòâèòåëíî ñà ïðåãëåäàíè
ïîíå âåäíúæ îò àëãîðèòúìà å ùå ÿ îçíà÷àâàìå ñ e(n). Ìåæäó ñëîæíîñòòà
ïî âðåìå è åôåêòèâíàòà ñëîæíîñò ïî ïàìåò â íàé-ëîøèÿ ñëó÷àé ñúùåñ-
òâóâà ñëåäíàòà âàæíà âðúçêà, êîÿòî å äîáðå äà èìàìå ïðåäâèä, êîãàòî
íå ñå çàíèìàâàìå ñïåöèàëíî ñúñ ñëîæíîñòòà ïî ïàìåò:

Ëåìà 1.3.1 Íåêà M å ìàøèíà íà Òþðèíã ñ k ëåíòè, k = 1, 2, . . .. Òîãàâà
eM (n) ≤ ktM (n), ∀n ∈ N .

Äîêàçàòåëñòâî. Òâúðäåíèåòî å î÷åâèäíî, çàùîòî çà åäíà ñòúïêà
ìàøèíàòà íå ìîæå äà èçïîëçâà ïîâå÷å îò åäíà êëåòêà íà âñÿêà îò ëåí-
òèòå.

Ùå èçïîëçâàìå òîçè ôàêò, çà äà îöåíèì ½ñëîæíîñòòà� ïî âðåìå â íàé-
ëîøèÿ ñëó÷àé íà ïîêàçàíîòî ïî-ãîðå ìîäåëèðàíå íà åäíîëåíòîâà ÌÒ
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M ñ k-ëåíòîâà ÌÒ Mk è îáðàòíî. Äà îçíà÷èì ñ tM (n) ñëîæíîñòòà ïî
âðåìå íà M , à ñ TMk

(n) ñëîæíîñòòà íà ìîäåëèðàùàòà ÿ Mk. Äîêîëêîòî
çà ìîäåëèðàíåòî íà ðàáîòàòà íà M âúðõó Mk íå å íóæíî íèùî äðóãî,
îñâåí ïîâòàðÿíå äîñëîâíî ðàáîòàòà íà M , ñ èçïîëçâàíå ñàìî íà ïúðâàòà
ëåíòà íà Mk, ïîëó÷àâàìå, ÷å TMk

(n) = tM (n). Äà îçíà÷èì ñåãà ñ tMk
(n)

ñëîæíîñòòà ïî âðåìå íà Mk, à ñ TM (n) ñëîæíîñòòà íà ìîäåëèðàùàòà ÿ
Mk. Çà âñåêè òàêò îò ðàáîòàòà íà Mk ìîäåëèðàùàòà M òðÿáâà ïúðâî äà
íàìåðè ìÿñòîòî íà âñÿêà îò ãëàâèòå. Íå å âúìîæíî çà i òàêòà Mk äà å
ïðåìåñòèëà êîÿòî è äà å îò ãëàâèòå ïî-äàëå÷ îò êëåòêàòà ñ íîìåð i íà
ñúîòâåòíàòà ëåíòà. Çàòîâà â ïúðâàòà ôàçà íà ìîäåëèðàíå íà i-òèÿ òàêò
M ùå íàïðàâè íå ïîâå÷å îò 2ki ñòúïêè. Âúâ âòîðàòà ôàçà, çà âñÿêà îò
ëåíòèòå ìîæå äà ñå íàëîæè M äà îòèäå äî (i + 1)-âàòà êëåòêà, çà äà
ïðåìåñòè ãëàâàòà íàäÿñíî è çàòîâà M ùå íàïðàâè íå ïîâå÷å îò 2k(i + 1)
ñòúïêè â òàçè ôàçà. È òàêà, êàòî îçíà÷èì çà ïî-ïðîñòî tMk

(n) ñ t(n),
ïîëó÷àâàìå

TM (n) ≤
t(n)∑

i=1

2k(2i + 1) = 2k[t(n)(t(n) + 1) + t(n)] = 2k(t(n)2 + 2t(n)).

Òàêà äîêàçàõìå ñëåäíàòà

Ëåìà 1.3.2 Àêî Mk e k-ëåíòîâà ÌÒ ñúñ ñëîæíîñò ïî âðåìå â íàé-
ëîøèÿ ñëó÷àé tMk

(n), òî ñúùåñòâóâà MT M , êîÿòî èç÷èñëÿâà ñúùàòà
ôóíêöèÿ (ðàçïîçíàâà ñúùèÿ åçèê) êàêòî è Mk ñúñ ñëîæíîñò ïî âðåìå
â íàé ëîøèÿ ñëó÷àé tM (n) ≤ 2k(tMk

(n)2 + 2tMk
(n)).

Ñúâñåì ñïîðåä î÷àêâàíèÿòà, âðåìåòî íåîáõîäèìî çà ìîäåëèðàíåòî
íà ðàáîòòà íà Mk âúðõó M íàðàñòâà. Äàæå íà ïðúâ ïîãëåä èçãëåæäà,
÷å íàðàñòâàíåòî å ìíîãî ãîëÿìî. Îò ãëåäíà òî÷êà íà òîðèÿòà òîâà íå
å ñúâñåì òàêà. Íåêà, íàïðèìåð, ñëîæíîñòòà íà Mk e ïîëèíîì îò âòîðà
ñòåïåí. Òîãàâà ñëîæíîñòòà íà ìîäåëèðàùèÿ àëãîðèòúì ùå áúäå ñúùî
ïîëèíîì, ìàêàð è îò ÷åòâúðòà ñòåïåí. Êàêòî ùå âèäèì ïî-êúñíî, òàêîâà
óâëè÷àâàíå íà ñëîæíîñòòà ïðè ìîäåëèðàíå íà åäèí ôîðìàëèçúì ñ äðóã
å íàïúëíî ïðèåìëèâî.

1.4 Ìàøèíè ñ ïðîèçâîëåí äîñòúï äî ïàìåòòà

Ìàøèíèòå íà Òþðèíã ñà ìíîãî äîáúð ôîðìàëèçúì çà âúâåæäàíå íà
ïîíÿòèÿòà íà òåîðèÿòà è, êàêòî ùå âèäèì ïî-êúñíî, çà ïîëó÷àâàíå íà
âàæíè òåîðåòè÷íè ðåçóëòàòè îòíîñíî ñëîæíîñòòà íà àãîðèòìèòå è çàäà-
÷èòå. Òå, îáà÷å, ñà òðóäíî ïðèëîæèìè çà îïðåäåëÿíå íà ñëîæíîñòòà íà
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Ôèãóðà 1.5: Ìàøèíà ñ ïðîèçâîëåí äîñòúï äî ïàìåòòà.

àëãîðèòìèòå èçïîëçâàíè â ïðàêòèêàòà. Â òîçè ðàçäåë ùå âúâåäåì åäèí
èç÷èñëèòåëåí ìîäåë, êîéòî å ìíîãî ïî-áèçúê äî ðåàëíîñòòà îò ÌÒ.

Íà Ôèã. 1.5 å ïîêàçàíà ñõåìà íà àáñòðàêòíà ìàòåìàòè÷åñêà ìàøèíà,
íàðå÷åíà ìàøèíà ñ ïðîèçâîëåí äîñòúï äî ïàìåòòà (ÌÏÄ). Ìàøèíàòà
ñ ïðîèçâîëåí äîñòúï äî ïàìåòòà å ñúñòàâåíà îò Óïðàâëàâàù áëîê è òðè
ëåíòè, ðàçäåëåíè íà êëåòêè. Âñÿêà ÌÏÄ èìà ïàðàìåòúð R, íàðè÷àí
ðàçðÿäíîñò. ÌÏÄ ñ ðàçðÿäíîñò R ùå íàðè÷àìå R-ðàçðÿäíà ÌÏÄ èëè
ïðîñòî R-ÌÏÄ. Âõîäíàòà è èçõîäíàòà ëåíòà íà âñÿêà ÌÏÄ ñà áåçêðàé-
íè â åäíàòà ïîñîêà, à ïàìåòòà ñ ïðîèçâîëåí äîñòúï íà R-ÌÏÄ ñå ñúñòîè
îò 2R êëåòêè, íîìåðèðàíè ñ ÷èñëàòà îò 0 äî 2R − 1. Íîìåðúò A íà åäíà
êëåòêà îò ïàìåòòà ùå íàðè÷àìå àäðåñ íà òàçè êëåòêà. Âñÿêà êëåòêà îò
âõîäíàòà ëåíòà, îò èçõîäíàòà ëåíòà è îò ïàìåòòà ìîæå äà ñúäúðæà öÿ-
ëî ÷èñëî â èíòåðâàëà [−2R−1, 2R−1 − 1]. Ñúäúðæàíèåòî íà êëåòêàòà îò
ïàìåòòà ñ àäðåñ A ùå îçíà÷àâàìå ñ < A >.

Â Óïðàâëÿâàùèÿ áëîê íà R-ÌÏÄ ñà ðàïîëîæåíè äâå ñïåöèàëèçè-
ðàíè êëåòêè - àêóìóëàòîðúò, îçíà÷àâàí íàêðàòêî ñ AC è áðîÿ÷úò íà
êîìàíäè, îçíà÷àâàí íàêðàòêî ñ PC. Àêóìóëàòîðúò ìîæå äà ñúäúðæà
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âñÿêî öÿëî ÷èñëî â èíòåðâàëà [−2R−1, 2R−1 − 1], à áðîÿ÷úò íà êîìàíäè
� öÿëî ÷èñëî â èíòåðâàëà [0, 2R − 1]. Ñúäúðæàíèåòî íà àêóìóëàòîðà ùå
îçíà÷àâàìå ñ < AC >, à íà áðîÿ÷à íà êîìàíäè � ñ < PC >.

Â Óïðàâëÿâàùèÿ áëîê íà ÌÏÄ å ðàçïîëîæåíà è ïðîãðàìàòà, ñúñòà-
âåíà îò êîìàíäè. Ìîæåì äà ñè ìèñëèì, ÷å ïðîãðàìàòà íà ÌÏÄ å ðàç-
ïîëîæåíà â ïîñëåäîâàòåëíîñò îò êëåòêè � ïðîãðàìíà ïàìåò, ïîäîáíà íà
ïàìåòòà ñ ïðîèçâîëåí äîñòúï. Êëåòêèòå íà ïðîãðàìíàòà ïàìåò ñà íîìå-
ðèðàíè ñ åñòåñòâåíèòå ÷èñëà 0, 1, 2, . . .. Âñÿêà îò êëåòêèòå íà ïðîãðàìíà-
òà ïàìåò ìîæå äà ñúäúðæà ïî åäíà êîìàíäà, à íîìåðúò B íà êëåòêàòà
íàðè÷àìå àäðåñ íà êîìàíäàòà, ñúäúðæàùà ñå â íåÿ. Âúâ âñåêè ìîìåíò
îò âðåìåòî ÌÏÄ èçïúëíÿâà åäíà êîìàíäà è íåéíèÿò àäðåñ ñå íàìèðà â
áðîÿ÷à íà êîìàíäè, ò.å. < PC > âèíàãè å àäðåñúò íà èçïúëíÿâàíàòà îò
ìàøèíàòà êîìàíäà.

Âñÿêà êîìàíäà îò ïðîãðàìàòà íà ÌÏÄ ñå ñúñòîè îò êîä íà êîìàíäà-
òà è àðãóìåíò íà êîìàíäàòà. Çà ÌÏÄ, êîìàíäèòå íà êîÿòî ñà ñ åäèí
àðãóìåíò êàçâàìå, ÷å å åäíîàäðåñíà. Ìîæå äà áúäàò äåôèíèðàíè è ÌÏÄ
ñ ïî-ãîëÿìà àäðåñíîñò � äâóàäðåñíè, òðèàäðåñíè è ò.í. � íî, îò ãëåä-
íà òî÷êà íà òåîðèÿòà çà ñëîæíîñò íà àëãîðèòìèòå, òå íå ñå ðàçëè÷àâàò
ïðèíöèïíî îò åäíîàäðåñíèòå ÌÏÄ. Àäðåñúò íà êîìàíäàòà ùå çàïèñâàìå
ïðåä íåÿ, îòäåëåí ñ äÿñíà ñêîáà. Òàêà îáùèÿò âèä íà åäíà êîìàíäà å

àäðåñ_íà_êîìàíäà) êîä_íà_êîìàíäà [ àðãóìåíò_íà_êîìàíäà ]

êúäåòî ñúñ çíàöèòå [ è ] îçíà÷àâàìå, ÷å íÿêîè îò êîìàíäèòå íå ñå íóæ-
äàÿò îò àðãóìåíò.

Êîäîâåòå íà êîìàíäèòå íà ÌÏÄ ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà, íî çà äà íå çàò-
ðóäíÿâàìå ÷åòåíåòî, ïî òðàäèöèÿ, ùå çàìåñòâàìå âñåêè êîä íà êîìàíäà
ñúñ ñúîòâåòíà ìíåìîíèêà � ñúêðàùåíèå îò àíãëèéñêà äóìà, êîÿòî íè
íàïîìíÿ çà ïðåäíàçíà÷åíèåòî íà êîìàíäàòà (âèæ ñïèñúêà íà êîìàíäè-
òå íà Ôèã. 1.6). Íàïðèìåð, çà êîìàíäèòå êîèòî èçâúðøâàò ñúáèðàíå ùå
èçïîëçâàìå ìíåìîíèêàòà ADD (îò àíãëèéñêàòà äóìà ADDition). Ñúùåñ-
òâóâàò òðè ðàçëè÷íè íà÷èíà çà çàäàâàíå íà îïåðàíä â êîìàíäèòå íà
ÌÏÄ, êîèòî èçâúðøâàò îïåðàöèè � íåïîñðåäñòâåí îïåðàíä, ïðÿêà
àäðåñàöèÿ è êîñâåíà àäðåñàöèÿ .

Êîìàíäè ñ íåïîñðåäñòâåí îïåðàíä. Ïðè òåçè êîìàíäè îïåðàíäúò
å çàäàäåí â ñàìàòà êîìàíäà, íà ìÿñòîòî çà àðãóìåíò. Íåïîñðåäñòâåíèÿò
îïåðàíä ìîæå äà áúäå ïðîèçâîëíî R-ðàçðÿäíî öÿëî ÷èñëî, ñ êîåòî ìîæå
äà ñå èçâúðøè îïåðàöèÿòà. Çà äà óêàæåì, ÷å êîìàíäàòà å ñ íåïîñðåäñòâåí
îïåðàíä, ïîñòàâÿìå çíàêà # â êðàÿ íà ìíåìîíèêàòà. Íàïðèìåð

1000) ADD# -5
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ùå ïðåäèçâèêà ñëåäíîòî äåéñòâèå. Ñúäúðæàíèåòî íà àêóìóëàòîðà ùå ñå
ñúáåðå ñ ÷èñëîòî -5 è ïîëó÷åíèÿò ðåçóëòàò ùå çàìåíè â àêóìóëàòîðà
ñòàðîòî ìó ñúäúðæàíèå. Òîâà îçíà÷àâàìå íàêðàòêî òàêà <AC> := <AC>
+ I, êúäåòî I å ñòîéíîñòòà íà íåïîñðåäñòâåíèÿ îïåðàíä. Ñëåä êàòî èç-
ïúëíåíèåòî íà êîìàíäàòà çàâúðøè, áðîÿ÷úò íà êîìàíäè ñå óâåëè÷àâà ñ
1 è ñå ïðèñòúïâà êúì èçïúëíåíèå íà êîìàíäàòà, ðàçïîëîæåíà â ñëåäâà-
ùàòà êëåòêà íà ïðîãðàìíàòà ïàìåò. Òîâà çàïèñâàìå íàðàòêî òàêà <PC>
:= <PC> + 1.

Êîìàíäè ñ ïðÿêà àäðåñàöèÿ. Ïðè òåçè êîìàíäè îïåðàíäúò ñå íà-
ìèðà â ïàìåòòà, à â êîìàíäàòà, íà ìÿñòîòî çà àðãóìåíòà, ñå ïîñòàâÿ
àäðåñúò ìó. Ïðÿê àäðåñ ìîæå äà áúäå âñåêè àäðåñ íà êëåòêà îò ïàìåòòà.
Êîìàíäèòå ñ íåïîñðåäñòâåí îïåðàíä çàäàâàìå áåç ñïåöèàëåí çíàê â êðàÿ
íà ìíåìîíèêàòà. Íàïðèìåð

1000) ADD 245

ùå ïðåäèçâèêà ñëåäíîòî äåéñòâèå. Ñúäúðæàíèåòî íà àêóìóëàòîðà ùå
ñå ñúáåðå ñ ÷èñëîòî, ñúäúðæàùî ñå â êëåòêàòà ñ àäðåñ 245 è ïîëó÷å-
íèÿò ðåçóëòàò ùå çàìåíè â àêóìóëàòîðà ñòàðîòî ìó ñúäúðæàíèå. Òîâà
îçíà÷àâàìå íàêðàòêî òàêà <AC> := <AC> + <A>, êúäåòî A å àäðåñúò íà
îïåðàíäà. È â òîçè ñëó÷àé, ñëåä êàòî èçïúëíåíèåòî íà êîìàíäàòà çàâúð-
øè, áðîÿ÷úò íà êîìàíäè ñå óâåëè÷àâà ñ 1 è ñå ïðèñòúïâà êúì èçïúëíåíèå
íà êîìàíäàòà ðàçïîëîæåíà â ñëåäâàùàòà êëåòêà � <PC> := <PC> + 1.

Êîìàíäè ñ êñâåíà àäðåñàöèÿ. Ïðè òåçè êîìàíäè îïåðàíäúò ñå
íàìèðà â ïàìåòòà, íàïðèìåð â êëåòêà ñ àäðåñ X. Â äðóãà êëåòêà íà ïà-
ìåòòà, äà ðå÷åì ñ àäðåñ A, òðÿáâà äà ñå íàìèðà àäðåñúò X. Â êîìàíäàòà,
íà ìÿñòîòî çà àðãóìåíòà, ñå ïîñòàâÿ àäðåñúò A. Êîñâåí àäðåñ ìîæå äà
áúäå âñåêè àäðåñ íà êëåòêà îò ïàìåòòà. Çà äà óêàæåì, ÷å êîìàíäàòà å ñ
êîñâåíà àäðåñàöèÿ, ïîñòàâÿìå çíàêà @ â êðàÿ íà ìíåìîíèêàòà. Íàïðèìåð

1000) ADD@ 245

ùå ïðåäèçâèêà ñëåäíîòî äåéñòâèå. Ñúäúðæàíèåòî íà àêóìóëàòîðà ùå ñå
ñúáåðå ñ ÷èñëîòî, ñúäúðæàùî ñå â êëåòêàòà ñ àäðåñ < 245 > è ïîëó÷å-
íèÿò ðåçóëòàò ùå çàìåíè â àêóìóëàòîðà ñòàðîòî ìó ñúäúðæàíèå. Òîâà
îçíà÷àâàìå íàêðàòêî òàêà <AC> := <AC> + ¾A¿, êúäåòî A å êîñâåíèÿò àä-
ðåñ íà îïåðàíäà, èëè ñ äðóãè äóìè àäðåñúò íà àäðåñà íà îïåðàíäà. È â
òîçè ñëó÷àé, ñëåä êàòî èçïúëíåíèåòî íà êîìàíäàòà çàâúðøè, áðîÿ÷úò íà
êîìàíäè ñå óâåëè÷àâà ñ 1 è ñå ïðèñòúïâà êúì èçïúëíåíèå íà êîìàíäàòà
ðàçïîëîæåíà â ñëåäâàùàòà êëåòêà.

Âñè÷êè êîìàíäè çà àðèòìåòè÷íèòå îïåðàöèè íà ÌÏÄ ñà äàäåíè â
òàáëèöàòà íà Ôèã. 1.6. Îñâåí êîìàíäèòå çà ñúáèðàíå (ñ ìíåìîíèêà ADD),
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Êîìàíäà Äåéñòâèå
LOAD# I <AC> := I; <PC> := <PC> + 1
LOAD A <AC> := <A>; <PC> := <PC> + 1
LOAD@ A <AC> := <<A>>; <PC> := <PC> + 1
STORE A <A> := <AC>; <PC> := <PC> + 1
STORE@ A <<A>> := <AC>; <PC> := <PC> + 1
ADD# I <AC> := <AC> + I; <PC> := <PC> + 1
ADD A <AC> := <AC> + <A>; <PC> := <PC> + 1
ADD@ A <AC> := <AC> + <<A>>; <PC> := <PC> + 1
SUB# I <AC> := <AC> - I; <PC> := <PC> + 1
SUB A <AC> := <AC> - <A>; <PC> := <PC> + 1
SUB@ A <AC> := <AC> - <<A>>; <PC> := <PC> + 1
MUL# I <AC> := <AC> * I; <PC> := <PC> + 1
MUL A <AC> := <AC> * <A>; <PC> := <PC> + 1
MUL@ A <AC> := <AC> * <<A>>; <PC> := <PC> + 1
DIV# I <AC> := <AC> / I; <PC> := <PC> + 1
DIV A <AC> := <AC> / <A>; <PC> := <PC> + 1
DIV@ A <AC> := <AC> / <<A>>; <PC> := <PC> + 1
MOD# I <AC> := <AC> % I; <PC> := <PC> + 1
MOD A <AC> := <AC> % <A>; <PC> := <PC> + 1
MOD@ A <AC> := <AC> % <<A>>; <PC> := <PC> + 1
JMP B <PC> := B
JMPZ B Àêî <AC> = 0, òî <PC> := B, èíà÷å <PC> := <PC> + 1
JMPP B Àêî <AC> > 0, òî <PC> := B, èíà÷å <PC> := <PC> + 1
JMPN B Àêî <AC> < 0, òî <PC> := B, èíà÷å <PC> := <PC> + 1
INPUT Ïîðåäíàòà êëåòêà íà âõîäíàòà ëåíòà ñå ïðî÷èòà

â AC, ãëàâàòà ñå ìåñòè íà ñëåäâàùà êëåòêà
INPUT <AC> ñå çàïèñâà â ïîðåäíà êëåòêà íà èçõîäíàòà

ëåíòà, à ãëàâàòà ñå ìåñòè íà ñëåäâàùà êëåòêà
STOP Ïðåêðàòÿâà èçïúëíåíèåòî íà ïðîãðàìòà

Ôèãóðà 1.6: Êîìàíäè íà ÌÏÄ
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òîâà ñà êîìàíäèòå çà èçâàæäàíå (ñ ìíåìîíèêà SUB), çà óìíîæåíèå (ñ
ìíåìîíèêà MUL), çà öåëî÷èñëåíî äåëåíèå (ñ ìíåìîíèêà DIV) è íàìèðàíå
íà îñòàòúêà ïðè öåëî÷èñëåíî äåëåíèå (ñ ìíåìîíèêà MOD).

Íå å ïðîáëåì äà áúäàò äîáàâåíè è äðóãè êîìàíäè îò ½àðèòìåòè÷åí�
òèï êàòî ïîáèòîâà êîíþíêöèÿ íà àêóìóëàòîðà è îïåðàíäà, ïîáèòîâà äè-
çþíêöèÿ íà àêóìóëàòîðà è îïåðàíäà, èëè ïúê ïîáèòîâî èçìåñòâàíå íà
ñúäúðæàíèåòî íà àêóìóëàòîðà íàëÿâî èëè íàäÿñíî íà òîëêêîâà ïîçèöèè,
êîëêîòî å ñòîéíîñòòà íà îïåðàíäà è ò.í. Òúé êàòî íÿìà äà èçïîëçâàìå
ïîäîáíè êîìàíäè â ïðèìåðèòå, íÿìà äà ãè âúâåæäàìå ôîðìàëíî.

Ïîäîáíè íà êîìàíäèòå îò àðèòìåòè÷åí òèï ñà êîìàíäèòå çà ðàáîòà
ñ àêóìóëàòîðà. Êîìàíäèòå çà ïîñòàâÿíå íà ñòîéíîñò â àêóìóëàòîðà ñà
ñ ìíåìîíèêà LOAD. Âúçìîæíè ñà è òðèòå òèïà àäðåñàöèÿ � ñòîéíîñòòà,
êîÿòî òðÿáâà äà áúäå ïîñòàâåíà â àêóìóëàòîðà äà áúäå çàäàäåíà íåïîñ-
ðåäñòâåíî â êîìàíäàòà, êàêòî è äà áúäå çàäåäàíà ñ ïðÿê èëè êîñâåí
àäðåñ. Êîìàíäèòå çà çàïèñ íà ñòîéíîñòòà îò àêóìóëàòîðà â ïàìåòòà ñà ñ
ìíåìîíèêà STORE. Ëîãè÷åñêè íå å âúçìîæíî äà ñúùåñòâóâà êîìàíäà çà
çàïèñ íà ñòîéíîñò â ïàìåòòà áåç äà å çàäàäåí àäðåñ, çàòîâà òóê èìàìå
ñàìî äâå îò âåðñèèòå � ñ ïðÿê è êîñâåí àäðåñ. Ôîðìàëíîòî îïèñàíèå íà
òåçè ïåò êîìàíäè ñúùî å äàäåíî â òàáëèöàòà íà Ôèã. 1.6.

Êîìàíäèòå çà ðàçêëîíÿâàíå íà ïðîãðàìàòà ñå ðàçëè÷àâàò îò
êîìàíäèòå îò àðèòìåòè÷åí òèï è êîìàíäèòå çà ðàáîòà ñ àêóìóëàòîðà ïî
òîâà, ÷å àðãóìåíòèòå íà òåçè êîìàíäè íå ñà àäðåñè â ïàìåòòà èëè íåïîñ-
ðåäñòâåíè ñòîéíîñòè, à àäðåñè íà êîìàíäè îò ïðîãðàìàòà. Êîìàíäàòà çà
áåçóñëîâåí ïðåõîä å ñ ìíåìîíèêà JMP. Â ðåçóëòàò îò èçïúëíåíèåòî íà
êîìàíäàòà, ñúäúðæàíèå íà áðîÿ÷à íà êîìàíäè ñòàâà àðãóìåíòúò B íà
êîìàíäàòà è çàòîâà ñëåäâàùàòà èçïúëíÿâàíà êîìàíäà ùå áúäå òàçè, ñ
àäðåñ B. Ñúêðàòåíî òîâà äåéñòâèå íà ìàøèíàòà îçíà÷àâàìå ñ <PC> := B.

Êîìàíäàòà çà ïðåõîä ïðè íóëåâî ñúäúðæàíèå íà àêóìóëàòîðà e ñ ìíå-
ìîíèêà JMPZ, òàçè çà ïðåõîä ïðè ïîëîæèòåëíî ñúäúðæàíèå íà àêóìóëà-
òîðà - ñ ìåíìîíèêà JMPP, à ïðè îòðèöàòåëíî ñúäúðæàíèå íà àêóìóëàòîðà
� JMPN. Êîãàòî óñëîâèåòî íà êîìàíäàòà å èçïúëíåíî (àêóìóëàòîðúò å ñ
íóëåâà, ïîëîæèòåíà èëè îòðèöàòåëíà ñòîéíîñò, ñúîòâåòíî) òîãàâà ðàáî-
òàòà íà ïðîãðàìàòà ïðîäúëæàâà ñ êîìàíäàòà àäðåñèðàíà îò àðãóìåíòà.
Àêî óñëîâèåòî íå å èçïúëíåíî, ðàáîòàòà íà ïðîãðàìàòà ïðîäúëæàâà ñúñ
ñëåäâàùàòà ïî ðåä êîìàíäà. È òóê, êàêòî ïðè êîìàíäèòå îò àðèòìåòè÷åí
òèï, ìîæåì äà äîáàâèì è äðóãè êîìàíäè çà ðàçêëîíÿâàíå íà ïîãðàìà-
òà � JMPZP çà ïðåõîä ïðè íåîòðèöàòåëíà ñòîéíîñò â àêóìóëàòîðà, JMPNP
çà ïðåõîä ïðè íåíóëåâà ñòîéíîñò â àêóìóëàòîðà è JMPNZ çà ïðåõîä ïðè
íåïîëîæèòåëíà ñòîéíîñò â àêóìóëàòîðà, íî òîâà íÿìà äà ïðîìåíè ñú-
ùåñòâåíî ìàøèíàòà.
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Ïîññëåäíèòå òðè êîìàíäè íå ñå íóæäàÿò îò àðãóìåíò. Êîìàíäàòà
INPUT ÷åòå åäíî ÷èñëî îò ïîðåäíàòà êëåòêà íà âõîäíàòà ëåíòà, çàïèñâà
ãî â àêóìóëàòîðà è ïðåìåñòâà ÷åòÿùàòà ãëàâà âúðõó ñëåäâàùàòà êëåòêà.
Êîìàíäàòà OUTPUT èçâåæäà ñúäúðæàíèåòî íà àêóìóëàòîðà â ïîðåäíàòà
êëåòêà íà èçõîäíàòà ëåíòà è ïðåìåñòâà ÷åòÿùàòà ãëàâà âúðõó ñëåäâàùà-
òà êëåòêà. Ñúäúðæàíèåòî íà àêóìóëàòîðà îñòàâà íåïðîìåíåíî. Êîìàí-
äàòà STOP ïðåêðàòÿâà èçïúëíåíèåòî íà ïðîãðàìàòà. Ùå èëþñòðèðàìå ñ
íÿêîëêî ïðèìåðà ðàáîòàòà íà ÌÏÄ.

Ïðèìåð 1.Êàòî ïúðâè ïðèìåð äà ñúñòàâèì ïðîãðàìà çà ÌÏÄ, êîÿòî
âúâåæäà îò âõîäíàòà ëåíòà êîåôèöèåíòèòå a, b è c íà êâàäðàòíî óðàâíå-
íèå, ïðåñìÿòà äèñêðèìèíàíòàòà D íà óðàâíåíèåòî ïî ôîðìóëàòà b2−4ac
è èçâåæäà ïîëó÷åíèÿ ðåçóëòàò íà èçõîäíàòà ëåíòà. Ïúðâàòà ðàáîòà ïðè
ðåøàâàíåòî íà çàäà÷à ñ ÌÏÄ å, äà îïðåäåëèì êúäå ùå ïîñòàâèì äàíèòå
â ïàìåòòà íà ìàøèíàòà. Òðèòå êîåôèöèåíòà íà óðàâíåíåíèåòî ùå ðàç-
ïîëîæèì â êëåòêèòå ñ íîìåðà 0, 1 è 2, à äèñêðèìèíàíòàòà � â êëåòêàòà
ñ íîìåð 3. Êëåòêàòà ñ íîìåð 4 ùå èçïîëçâàìå çà çàïàçâàíå íà ìåæäèí-
íèÿ ðåçóëòàò îò ïðåñìÿòàíåòî. Ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî ðàçïðåäåëåíèå íà
ïàìåòòà:

0) çà êîåôèöèåíòà a
1) çà êîåôèöèåíòà b
2) çà êîåôèöèåíòà c
3) çà äèñêðèìèíàíòàòà d
4) çà ìåæäèíåí ðåçóëòàò

Åòî è ñúîòâåòíàòà ïðîãðàìà (ñ // ñìå îòäåëèëè êîìàíäàòà îò ñúîòâåòíèÿ
êîìåíòàð):

0) INPUT // âúâåæäàìå a â ÀÑ
1) STORE 0 // ñúõðàíÿâàìå a â ïàìåòòà
2) INPUT // âúâåæäàìå b â ÀÑ
3) STORE 1 // ñúõðàíÿâàìå b â ïàìåòòà
4) INPUT // âúâåæäàìå c â ÀÑ
5) STORE 2 // ñúõðàíÿâàìå c â ïàìåòòà
6) LOAD# 4 // ïîñòàâÿìå 4 â ÀÑ
7) MUL 0 // óìíîæàâàìå ÀÑ ïî a
8) MUL 2 // óìíîæàâàìå ÀÑ ïî c
9) STORE 4 // çàïàçâàìå 4ac â ïàìåòòà

10) LOAD 1 // ïîñòàâÿìå b â ÀÑ
11) MUL 1 // óìíîæàâàìå ÀÑ ïî b
12) SUB 4 // èçâàæäàìå 4ac îò ÀÑ



1.4. Ìàøèíè ñ ïðîèçâîëåí äîñòúï äî ïàìåòòà 45

13) STORE 3 // çàïàçâàìå ðåçóëòàòà
14) OUTPUT // èçâåæäàìå ðåçóëòàòà
15) STOP // ïðåêðàòÿâàìå èçïúëíåíèåòî

Ïðèìåð 2. Êàòî âòîðè ïðèìåð äà íàïèøåì ïðîãðàìà çà ÌÏÄ, êîÿòî
âúâåæäà îò âõîäíàòà ëåíòà öåëè ÷èñëà, äîêàòî ñðåùíå ÷èñëî ðàâíî íà
íóëà, ñúõðàíÿâà âúâåäåíèòå ÷èñëà (áåç íóëàòà) â ïîñëåäîâàòåëíè êëåòêè
íà ïàìåòòà è èçâåæäà íà èçõîäíàòà ëåíòà áðîÿ íà âúâåäåíèòå ÷èñëà,
ðàçëè÷íè îò 0. Ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å ðàçðÿäíîñòòà íà ÌÏÄ å òîëêîâà
ãîëÿìà, ÷å âñÿêî îò çàäàäåíèòå íà âõîäíàòà ëåíòà ÷èñëà ìîæå äà ñå
çàïèøå â êëåòêà îò ïàìåòòà è èìà äîñòàòú÷íî êëåòêè çà âñè÷êè ðàçëè÷íè
îò íóëà ÷èñëà, çàäàäåíè íà âõîäíàòà ëåíòà.

Íåêà îòíîâî çàïî÷íåì ñ ðàçïðåäåëÿíåòî íà ïàìåòòà. Êëåòêàòà ñ àä-
ðåñ 0 ùå ñúäúðæà ñòîéíîñòòà i + 1, êúäåòî i å áðîÿò íà ïðî÷åòåíèòå äî
ìîìåíòà ÷èñëà. Â íà÷àëîòî íåéíàòà ñòîéíîñò ùå áúäå 1. Ñëåä êàòî ïðî-
÷åòåì ÷èñëî ðàçëè÷íî îò íóëà, ùå çàïèñâàìå ñòîéíîñòòà ìó â êëåòêàòà
ñ àäðåñ i + 1 (ðàçãëåæäàéêè ñúäúðæàíèåòî íà êëåòêàòà ñ àäðåñ
0 êàòî àäðåñ â ïàìåòòà) è ùå óâåëè÷àâàìå ñòîéíîñòòà íà êëåòêàòà ñ
àäðåñ 0 ñ 1. Êîãàòî çà ïðúâ ïúò ïðî÷åòåì îò âõîäíàòà ëåíòà íóëà, â êëåò-
êàòà ñ àäðåñ 0 ùå èìàìå òî÷íî n + 1, êúäåòî n å áðîÿò íà ïðî÷åòåíèòå
÷èñëà, ðàçëè÷íè îò íóëà. Îñòàâà äà èçâàäèì 1 îò ñòîéíîñòòà íà êëåòêà-
òà ñ àäðåñ 0 è äà èçâåäåì ïîëó÷åíîòî íà èçõîäíàòà ëåíòà. Â êëåòêèòå ñ
àäðåñè 1, 2, . . . , n ùå ñà çàïèñàíè âúâåäåíèòå ÷èñëà � íåùî êàòî ìàñèâ
îò öåëè ÷èñëà, èíäåêñèðàí ñ ÷èñëàòà îò 1 äî n.

Åòî è ïðîãðàìàòà çà ÌÏÄ, êîÿòî ðåøàâà ïîñòàâåíàòà çàäà÷à

0) LOAD# 1 // ïîñòàâÿìå 1 â ÀÑ
1) STORE 0 // ñúõðàíÿâàìå 1 â êëåòêà 0 (èíäåêñ)
2) INPUT // âúâåæäàìå ïîðåäíî ÷èñëî â ÀÑ
3) JMPZ 9 // àêî å âúâåäåíà 0 - êîìàíäà 9)
4) STORE@ 0 // çàïèñâàìå ÷èñëîòî â àäðåñà îò êëåòêà 0
5) LOAD 0 // ñòîéíîñòòà íà áðîÿ÷à - â ÀÑ
6) ADD# 1 // óâåëè÷àâàìå áðîÿ÷à ñ 1
7) STORE 0 // íîâà ñòîéíîñò íà áðîÿ÷à â êëåòêà 0
8) JMP 2 // âðúùàìå ñå çà íîâî ÷åòåíå
9) LOAD 0 // ñòîéíîñòòà íà áðîÿ÷à â ÀÑ
10) SUB# 1 // íàìàëÿâàìå áðîÿ÷à ñ 1
11) STORE 0 // êðàéíà ñòîéíîñò íà áðîÿ÷à â êëåòêà 0
12) OUTPUT // èçâåæäàìå ðåçóëòàòà
13) STOP // ïðåêðàòÿâàìå èçïúëíåíèåòî
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Çàáåëåæåòå ðîëÿòà íà êîñâåíàòà àäðåñàöèÿ ïðè îðãàíèçàöèÿ íà öè-
êúëà è äîñòúïà äî ïîñëåäîâàòåëíè êëåòêè îò ïàìåòòà, êàêòî è èçïîëçâà-
íåòî íà êîìàíäèòå ñ íåïîñðåäñòâåíè îïåðàíäè çà ïðåñìÿòàíå íà èçðàçè,
â êîèòî ó÷àñòâàò êîíñòàíòè.

Ïîíÿòèÿòà èç÷èñëèìà ñ ÌÏÄ ôóíêöèÿ, ðàçïîçíàâàí îò ÌÏÄ åçèê
è ðàçëè÷èòå ïîíÿòèÿ çà ñëîæíîñò íà ÌÏÄ � ïî âðåìå è ïàìåò, â íàé-
ëîøèÿ è ñðåäíèÿ ñëó÷àé, íå ñå ðàçëè÷àâàò ñúùåñòâåíî îò òåçè, êîèòî
âúâåäîõìå çà ìàøèíèòå íà Òþðèíã. Çà öåëòà å äîñòàòú÷íî äà ïðèåìåì
öåëèòå ÷èñëà â èíòåðâàëà îò [−2n−1, 2n−1−1] çà áóêâè íà êðàéíà àçáóêà
A. Â òàêúâ ñëó÷àé ðàçìåð íà âõîäà ïðè ÌÏÄ M ùå áúäå áðîÿò n íà
êëåòêèòå îò âõîäíàòà ëåíòà, â êîèòî ñà çàïèñàíè âõîäíèòå äàííè.

Íåêà #M (α) å áðîÿò íà èçïúëíåíèòå îò ÌÏÄ M êîìàíäè, ïðè ðàáîòà
âúðõó äóìàòà α, à &M (α) å áðîÿò íà èçïîëçâàíèòå îò ÌÏÄ M êëåòêè
îò ïàìåòòà, ïðè ðàáîòà âúðõó äóìàòà α. Ïðè òîâà ôîðìóëèòå, ñ êîèòî
äåôèíèðàõìå ñëîæíîñòèòå ïî âðåìå è ïàìåò çà ÌÒ, â íàé-ëîøèÿ è â
ñðåäíèÿ ñëó÷àé, ñà âàëèäíè è çà ÌÏÄ.

Äà íàìåðèì ôóíêöèèòå íà ñëîæíîñò íà ÌÏÄ îò äâàòà ïðèìåðà ïî-
ãîðå, êàòî îçíà÷èì ñ M1 ìàøèíàòà îò Ïðèìåð 1, à ñ M2 � ìàøèíàòà
îò Ïðèìåð 2. Ìàøèíàòà îò Ïðèìåð 1 å îñîáåíà. Ðàçìåðúò n íà âõîäíè-
òå äàííè ïðè íåÿ âèíàãè å 3 � áðîÿò íà êîåôèöèåíòèòå íà êâàäðàòíî
óðàâíåíèå. Íà ïðúâ ïîãëåä ôóíêöèèòå íà ñëîæíîñò çà M1 èçãëåæäàò
íåäåôèíèðàíè çà ñòîéíîñòè íà n ðàçëè÷íè îò 3. Òàêèâà ñèòóàöèè âúç-
íèêâàò íåðÿäêî, çàòîâà çà ïðåñìÿòàíåòî íà ñëîæíîñòà â òîçè ñëó÷àé äà
ïîñòúïèì ôîðìàëíî. Êàêâî ùå íàïðàâè ìàøèíàòà M1, àêî ïîñòàâèì íà
âõîäíàòà �è ëåíòà ïîâå÷å îò 3 ÷èñëà? Ìàøèíàòà ùå âúâåäå ïúðâèòå òðè îò
òÿõ è ùå èçâúðøè ïðåäâèäåíèòå ïðåñìÿòàíèÿ. Ïîäîáíî ùå áúäå ïîëîæå-
íèåòî è àêî ïîñòàâèì íà âõîäíàòà ëåíòà ïî-ìàëêî îò 3 ÷èñëà. Ìàøèíàòà
ùå âúâåäå ñúäúðæàíèåòî íà ïúðâèòå òðè êëåòêè íà ëåíòàòà, êàêâîòî è
äà å òî, è ùå èçâúðøè ïðåñìÿòàíåòî ñ âúâåäåíèòå ñòîéíîñòè.

È òàêà, êàêâîòî è äà ïîñòàâèì íà ëåíòàòà, ìàøèíàòà ùå âúâåäå
ñòîéíîñòèòå íà ïúðâèòå òðè êëåòêè è ùå èçâúðøè ïðåñìÿòàíèÿòà, çà
êîòî ùå ñà íåîáõîäèìè òî÷íî 16 êîìàíäè. Òúé êàòî áðîÿò íà èçïúë-
íåíèòå êîìàíäè íå çàâèñè îò âúâåäåíèòå òðè ñòîéíîñòè, ïîëó÷àâàìå
tM1(n) = t̃M1(n) = 16.

Êàêòî ñå âèæäà îò ðàçïðåäåëåíèåòî íà ïàìåòòà, êîåòî íàïðàâèõìå
ïðåäè äà íàïèøåì ïðîãðàìàòà çà M1, êàêâîòî è äà ïîñòàâèì íà ëåíòà-
òà, ìàøèíàòà ùå èçïîëçâà ñàìî 5 êëåòêè îò ïàìåòòà. Çàòîâà sM1(n) =
s̃M1(n) = 5.

Íåùàòà ïðè ìàøèíàòà M2 îò Ïðèìåð 2 èçãëåæäàò ïî-íîðìàëíî. Íåêà
â íà÷àëîòî íà âõîäíàòà ëåíòà ñà ïîñòàâåíè n ÷èñëà, ðàçëè÷íè îò íóëà,
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ñëåä êîèòî, â êëåòêàòà ñ íîìåð n + 1 e ïîñòàâåíà 0. Íåçàâèñèìî îò òîâà
êîè ñà ÷èñëàòà âúðõó âõîäíàòà ëåíòà, ìàøèíàòà M2 ùå èçïúëíè òî÷íî
ïî 1 ïúò êîìàíäèòå ñ àäðåñè 0 è 1. Êîìàíäàòà çà âúâåæäàíå îò àäðåñ 2
è êîìàíäàòà çà ïðîâåðêà äàëè âúâåäåíîòî â àêóìóëàòîðà ÷èñëî å ðàâíî
íà íóëà îò àäðåñ 3 ùå áúäàò èçïúëíåíè ïî n + 1 ïúòè � ïî åäèí çà âñÿêî
ðàçëè÷íî îò íóëà ÷èñëî è åäèí ïúò çà íóëàòà. Âñÿêà îò êîìàíäèòå ñ
àäðåñè îò 4 äî 8 (òÿëîòî íà öèêúëà) ùå áúäå èçïúëíåíà ïî åäèí ïúò çà
âñÿêî îò n-òå ðàçëè÷íè îò 0 ÷èñëà, à âñÿêà îò êîìàíäèòå ñ àäðåñè îò 9
äî 13 ùå áúäå èçïúëíåíà òî÷íî ïî 1 ïúò.

È òàêà, ïðè ïîñòàâåíè âúðõó âõîäíàòà ëåíòà n ðàçëè÷íè îò íóëà ÷èñ-
ëà, ìàøèíàòà M2 ùå èçïúëíè 7 êîìàíäè ïî 1 ïúò, 2 êîìàíäè ùå áúäàò
èçïúëíåíè ïî n + 1 ïúòè, à 5 êîìàíäè � ïî n ïúòè, íåçàâèñèìî îò òîâà,
êîè ñà n-òå ÷åñëà. Ñëåäîâàòåëíî

tM2(n) = t̃M2(n) = 7.1 + 2.(n + 1) + 5.n = 7n + 9.

Ñúùî òàêà, íåçàâèñèìî îò ñòîéíîñòèòå íà n-òå ÷èñëà, ïðîãðàìàòà
ùå èçïîëçâà âèíàãè n + 1 êëåòêè îò ïàìåòòà � åäíà çà èíäåêñà è n çà
ñúõðàíÿâàíå íà ñàìèòå ÷èñëà. Çàòîâà sM2(n) = s̃M2(n) = n + 1.

Îñîáåíîñòòà íà òàçè ìàøèíà å, ÷å ïðè íåÿ âñåêè ñëó÷àé å íàé-ëîø è
çàòîâà ñëîæíîñòèòå â ñðåäíèÿ ñëó÷àé ñúâïàäàò ñúñ ñëîæíîñòèòå â íàé-
ëîøèÿ ñëó÷àé. Çàòîâà äà ðçãëåäàìå îùå åäèí ïðèìåð, â êîéòî, ïîíå çà
ïðåñìÿòàíå íà ñëîæíîñòòà ïî âðåìå, íå âñåêè ñëó÷àé å íàé-ëîø.

Ïðèìåð 3. Íåêà â ïúðâèòå n êëåòêè íà âõîäíàòà ëåíòà íà ÌÏÄ M3

ñà ïîñòàâåíè ÷èñëàòà îò 1 äî n â ïðîèçâîëåí ðåä. Äà íàïèøåì ïðîãðàìà,
êÿòî îïðåäåëÿ ìÿñòîòî â ðåäèöàòà (ïîðåäíèÿ íîìåð îò 1 äî n), â êîÿòî
ñå íàìèðà åäèíèöàòà.

0) LOAD# 1 // ïîñòàâÿìå 1 â ÀÑ
1) STORE 0 // ñúõðàíÿâàìå 1 â êëåòêà 0 (áðîÿ÷)
2) INPUT // âúâåæäàìå ïîðåäíî ÷èñëî â ÀÑ
3) SUB# 1 // èçâàæäàìå 1
4) JMPZ 9 // àêî ÷èñëîòî å áèëî 1, ÀÑ ùå áúäå 0
5) LOAD 0 // ñòîéíîñòòà íà áðîÿ÷à â ÀÑ
6) ADD# 1 // óâåëè÷àâàìå áðîÿ÷à ñ 1
7) STORE 0 // íîâà ñòîéíîñò íà áðîÿ÷à â êëåòêà 0
8) JMP 2 // âðúùàìå ñå çà íîâî ÷åòåíå
9) LOAD 0 // ñòîéíîñòòà íà áðîÿ÷à â ÀÑ
10) OUTPUT // èçâåæäàìå ðåçóëòàòà
11) STOP // ïðåêðàòÿâàìå èçïúëíåíèåòî
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Äà ïðåñìåòíåì ñëîæíîñòòà ïî âðåìå íà M3 â íàé-ëîøèÿ ñëó÷àé. Íå å
òðóäíî äà ñå îïðåäåëè êîé å òîçè ñëó÷àé � êîãàòî åäèíèöàòà å íà ïîñëåäíî
ìÿñòî â ðåäèöàòà. Ñåãà êîìàíäèòå ñ àäðåñè 0, 1, 9, 10 è 11 ùå áúäàò
èçïúëíåíè ñàìî ïî åäèí ïúò, êîìàíäèòå ñ àäðåñè 2, 3 è 4 � ïî n ïúòè, à
êîìàíäèòå ñ àäðåñè 5, 6, 7 è 8 � ïî n − 1 ïúòè. Çàòîâà tM3(n) = 7n + 1.
Ôîðìóëàòà çà ñëîæíîñòòà â íàé-ëîøèÿ ñëó÷àé ìîæåì äà èçïîëçâàìå ïî
ñëåäíèÿ íà÷èí. Àêî åäèíèöàòà íå áåøå íà ïîñëåäíàòà n-òà ïîçèöèÿ â
ðåäèöàòà, à â ïîçèöèÿ i < n, òîãàâà ìàøèíàòà ùåøå äà èçïúëíè òî÷íî
7i + 1 êîìàíäè. Âñè÷êè âúçìîæíè ïîäðåæäàíèÿ íà ÷èñëàòà îò 1 äî n ñà
n!, êàòî ïîäðåæäàíèÿòà, â êîèòî åäèíèöàòà å â i-òà ïîçèöèÿ ñà (n−1)!, i =
1, 2 . . . , n. Çàòîâà

t̃M3(n) =
∑n

i=1(n− 1)!(7i + 1)
n!

=
1
n

n∑

i=1

(7i + 1) =
1
n

7n2 + 9n

2
=

7n + 9
2

.

Ïðè âñè÷êè ñëó÷àè ïðîãðàìàòà íà M3 èçïîëçâà ñàìî åäíà êëåòêà îò
ïàìåòòà è çàòîâà sM3(n) = s̃M3(n) = 1.

ÌÏÄ ñà, áåçóñëîâíî, ïî-óäîáåí ìåõàíèçúì çà ïðåäñòàâÿíå íà èç÷èñ-
ëèòåëíèòå ïðîöåäóðè, êîèòî íàðè÷àìå àëãîðèòìè. Äà îçíà÷èì ñ Zr ìíî-
æåñòâîòî íà r-ðàçðÿäíèòå öåëè ÷èñëà îò èíòåðâàëà [−2r−1, 2r−1−1] è äà
ðàçãëåæäàìå åëåìåíòèòå ìó êàòî áóêâè íà êðàéíà àçáóêà. Äåôèíèöèè-
òå çà èç÷èñëèìà ôóíêöèÿ è ðàçïîçíàâàí åçèê ìîæåì äà ïðåíåñåì âúðõó
ÌÏÄ ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Äåôèíèöèÿ. Ôóíêöèÿòà fM : Z∗r → Z∗r íàðè÷àìå èç÷èñëèìà ñ r-
ðàçðÿäíàòà ÌÏÄ M , àêî êàòî ïîñòàâèì â ïúðâèòå n êëåòêè íà âõîäíàòà
ëåíòà ÷èñëàòà a1, a2, . . . , an, ai ∈ Zr, i = 1, 2, . . . , n, è ñòàðòèðàìå ìàøè-
íàòà, òÿ çàâúðøâà ðàáîòà íîðìàëíî (ñ êîìàíäà STOP), à â ïúðâèòå m
êëåòêè íà èçõîäíàòà ëåíòà å çàïèñàëà ÷èñëàòà b1, b2, . . . , bm òàêèâà, ÷å
fM (a1a2 . . . an) = b1b2 . . . bm.

Äåôèíèöèÿ. Êàçâàìå, ÷å åçèêúò L, îïðåäåëåí îò ôóíêöèÿòà LM :
Z∗r → {0, 1} ñå ðàçïîçíàâà îò r-ðàçðÿäíàòà ÌÏÄ M , àêî êàòî ïîñòàâèì
â ïúðâèòå n êëåòêè íà âõîäíàòà ëåíòà ÷èñëàòà a1, a2, . . . , an, ai ∈ Zr, i =
1, 2, . . . , n, è ñòàðòèðàìå ìàøèíàòà, òÿ çàâúðøâà ðàáîòà íîðìàëíî (ñ êî-
ìàíäà STOP), à â ïúðâàòà êëåòêà íà èçõîäíàòà ëåíòà å çàïèñàëà 1, êîãàòî
äóìàòà a1a2 . . . an å îò L, èëè 0 � êîãàòî a1a2 . . . an íå å îò L.

Íå å òðóäíî äà ñå äîêàæå ñëåäíàòà

Òåîðåìà 1.4.1 Ôóíêöèèòå èç÷èñëèìè ñ ÌÏÄ ñà òî÷íî èç÷èñëèìèòå
ïî Òþðèíã ôóíêöèè, à ðàçïîçíàâàíèòå ñ ÌÏÄ åçèöè ñà òî÷íî åçèöèòå
ðàçïîçíàâàíè ñ ÌÒ.
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Äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà, ïî ñúùåñòâî, ñå ñúñòîè â ìîäåëèðàíå
ðàáîòàòà íà ÌÒ ñ ÌÏÄ è îáðàòíî, òàêà êàêòî ìîäåëèðàõìå ðàáîòàòà
íà k-ëåíòîâà ÌÒ âúðõó åäíîëåíòîâà è îáðàòíî. Çà äà ñå íàïðàâè òî-
âà ìîäåëèðàíå ôîðìàëíî ùå ñå èçèñêâàò ñåðèîçíè óñèëèÿ. Çà íóæäèòå
íà òåîðèÿòà çà ñëîæíîñò íà àëãîðèòìèòå ùå å äîñòàòú÷íî äà îïèøåì íå-
ôîðìàëíî äâåòå ìîäåëèðàíèÿ è äà ñå îïèòàìå äà îöåíèì ñëîæíîñòòà ïðè
ìîäåëèðàùàòà ìàøèíà, êàòî ôóíêöèÿ îò ñëîæíîñòòà íà ìîäåëèðàíàòà
ìàøèíà. Ùå ñå îãðàíè÷èì ñàìî äî ñëîæíîñòòà ïî âðåìå â íàé-ëîøèÿ
ñëó÷àé, êàòî îñòàâèì îñòàíàëèòå îöåíè íà ÷èòàòåëÿ çà óïðàæíåíèå.

Äà çàïî÷íåì ñ ìîäåëèðàíåòî íà ÌÒ M(Q,X, q0, δ, F ) âúðõó ÌÏÄ M ′.
Íåêà tM (n) å ñëîæíîñòòà ïî âðåìå, à sM (n) å ñëîæíîñòòà ïî ïàìåò íà M
â íàé-ëîøèÿ ñëó÷àé. Ïðè ìîäåëèðàíå íà M âúðõó ÌÏÄ, ïúðâî òðÿáâà
äà ðàçðåøèì äâà ïðîáëåìà � ñ áðîÿ |X| íà áóêâèòå íà àçáóêàòà X è
áðîÿ |Q| íà ñúñòîÿíèÿòà íà M , êîèòî ìîæå äà ñà ïðîèçâîëíî ãîëåìè è ñ
áåçêðàéíîñòòà íà ëåíòàòà ïðè ÌÒ.

Âõîäíèòå áóêâè è ñúñòîÿíèÿòà íà M ùå ïðåäñòàâÿìå ñ ïîñëåäîâàòåë-
íè r-ðàçðÿäíè öåëè ÷èñëà, çàïî÷âàéêè îò 0, à äâèæåíèÿòà íà ãëàâàòà,
êàêòî îáèêíîâåíî ñ −1, 0 è 1. Äîêîëêîòî áðîÿò íà áóêâèòå è ñúñòîÿíè-
ÿòà, ñ êîèòî ùå ìîæå äà áîðàâè r-ðàçðÿäíàòà ÌÏÄ å ïî-ìàëúê îò èëè
ðàâåí íà 2r, òî òðÿáâà äà èçáåðåì òàêîâà r, ÷å |X| ≤ 2r è |Q| ≤ 2r.
Ïðè òîçè èçáîð äåôèíèöèÿòà íà ôóíêöèÿòà δ ùå çàïèøåì â ïàìåòòà íà
ÌÏÄ, êàòî ∀q ∈ Q è ∀x ∈ X çàäåëèì ïî òðè ïîñëåäîâàòåëíè êëåòêè
îò ïàìåòòà, â êîèòî äà ïîñòàâèì q′, y,m, êúäåòî δ(q, x) = (q′, y,m). Àêî
ïîäðåäèì òðîéêèòå êëåòêè ïëúòíî åäíà äî äðóãà, ïðåäñòàâÿíåòî íà ôóí-
êöèÿòà δ ùå çàåìå 3|Q||X| êëåòêè îò ïàìåòòà (çà äà óïðîñòèì íåùàòà,
ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å ôóíêöèÿòà δ å òîòàëíà).

Çà íóæäèòå íà ìîäåëèðàíåòî ùå íè òðÿáâàò îùå íÿêîëêî êëåòêè,
êîèòî ùå ïîñòàâèì â íà÷àëîòî íà ïàìåòòà � ïðåäè òàáëèöàòà íà δ. Â
êëåòêàòà ñ íîìåð 0, íàïðèìåð, ùå ïîìíèì òåêóùîòî ñúñòîÿíèå íà ÌÒ, à
â êëåòêàòà ñ íîìåð 1 � ïîçèöèÿòà íà ãëàâàòà (êàòî àäðåñ â ïàìåòòà). Çà
äà óïðîñòèì íåùàòà, ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å çàêëþ÷èòåëíè ñúñòîÿíèÿ íà
ÌÒ ñà ñúñòîÿíèÿòà ñ íîìåðà ïî-ãîëåìè îò èëè ðàâíè íà F � òîâà ìîæå
äà ñå ïîñòèãíå ëåñíî ñ ïðåíîìåðèðàíå íà ñúñòîÿíèÿòà. ×èñëîòî F ùå
ïîñòàâèì â êëåòêàòà ñ íîìåð 2. Â êëåòêàòà ñ íîìåð 3 ùå ïîñòàâèì áðîÿ
|X| íà áóêâèòå âúâ âõîäíàòà àçáóêà íà ÌÒ óìíîæåí ïî 3, çà ïî-áúðç
äîñòúï äî òàáëèöàòà íà ôóíêöèÿòà δ. Êëåòêèòå 4 è 5 ùå èçïîëçâàìå çà
çàïàçâàíå íà ìåæäèííè ðåçóëòàòè îò ïðåñìÿòàíèÿ íà àäðåñè. È òàêà,
S = 6 + 3|Q||X| å áðîÿò íà çàåòèòå êëåòêè, çàïî÷âàéêè îò íà÷àëîòî íà
ïàìåòòà.

Ùå ïîñòðîèì òàáëèöàòà íà ôóíêöèÿòà δ êàòî çàïúëíèì ñúîòâåòíèòå
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ñòîéíîñòè ïî íàé-åëåìåíòàðíèÿ íà÷èí. Äà çàïî÷íåì ñúñ ñòîéíîñòèòå íà
δ çà íà÷àëíîòî ñúñòîÿíèå 0. Íåêà δ(0, 0) = (q, y, m). Ñúîòâåòíèÿò ïðîã-
ðàìåí êîä ùå çàïî÷âà òàêà:

0) LOAD# 6
1) STORE 4 // èíäåêñ â êëåòêà 4
2) LOAD# q
3) STORE@ 4 // âúâåæäàíå íà q
4) LOAD 4
5) ADD# 1
6) STORE 4
7) LOAD# y
8) STORE@ 4 // âúâåæäàíå íà y
9) LOAD 4

10) ADD# 1
11) STORE 4
12) LOAD# m
13) STORE@ 4 // âúâåæäàíå íà m
14) LOAD 4
15) ADD# 1
16) STORE 4
. . .

È òàêà çà âúâåæäàíå íà òàáëèöàòà íà ôóíêöèÿòà δ ùå áúäàò èçïúëíåíè
2 êîìàíäè çà èíèöèàëèçèðàíå íà èíäåêñà è ïî 15 êîìàíäè çà âúâåæäàíå
íà ñòîéíîñòòà íà δ çà âñÿêà êîìáèíàöèÿ îò ñúñòîÿíèå è âõîäíà áóêâà �
îáùî 3|Q||X|+ 2 êîìàíäè � ñòîéíîñò, êîÿòî íå çàâèñè îò n.

Äîêîëêîòî ïàìåòòà íà ÌÏÄ å êðàéíà, ïðîáëåìúò ñ ìîäåëèðàíå íà
áåçêðàéíàòà âõîäíî-èçõîäíà ëåíòà íà M ìîæåì äà ðàçðåøèì òàêà. Â íà-
÷àëîòî, âõîäíàòà äóìà íà M å ïîñòàâåíà âúðõó âõîäíàòà ëåíòà íà ÌÏÄ,
à çà ìîäåëèðàíå íà ïðîìåíÿùîòî ñå ñúñòîÿíèå íà ëåíòàòà íà M ùå èçïîë-
çâàìå êëåòêèòå îò ïàìåòòà íà ÌÏÄ, çàïî÷âàéêè îò ïúðâàòà êëåòêà ñëåä
îïèñàíèåòî íà ôóíêöèÿòà δ (ñ àäðåñ S). Ïðè ðàáîòàòà ñè âúðõó âõîäíà
äóìà ñ äúëæèíà n, ìàøèíàòà M íå ìîæå äà ïðîìåíè ñäúðæàíèåòî íà
ïîâå÷å îò tM (n) ïîñëåäîâàòåëíè êëåòêè íà âõîäíî-èçõîäíàòà ëåíòà (âæ.
Ëåìà 1.3.1). Çàòîâà ìîäåëèðàíåòî íà ðàáîòàòà íà M âúðõó ïðîèçâîëíà
âõîäíà äóìà ñ äúëæèíà n ìîæå äà ñå èçâúðøè âúðõó r-ðàçðÿäíà ÌÏÄ
òàêàâà, ÷å îñâåí ïîñòàâåíèòå ïî-ãîðå óñëîâèÿ çà r, òðÿáâà äà å èçïúëíåíî
è S + tM (n) ≤ 2r.

Ïðåäè äà çàïî÷íåì ìîäåëèðàíåòî, ùå ïðî÷åòåì tM (n) êëåòêè îò âõîä-
íàòà ëåíòà â îïðåäåëåíàòà çà öåëòà ïàìåò íà ÌÏÄ. Íåêà ïúðâèÿò ñâî-
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áîäåí àäðåñ íà êîìàíäà, ñëåä êàòî ñìå çàâúðøèëè âúâåæäàíåòî íà δ e a.
Ñúîòâåòíèÿò ôðàãìåíò îò ïðîãðàìàòà íà ÌÏÄ ùå èçãëåæäà ïðèáëèçè-
òåëíî òàêà (çà ïî-ëåñíî ÷åòåíå íà ïðîãðàìàòà ñìå çàìåíèëè àäðåñèòå â
ïàìåòòà è àäðåñèòå íà ïðîãðàìíèòå îïåðàòîðè ñúñ ñèìâîëè÷íè èìåíà):

a) LOAD# S // íà÷àëîòî íà ëåíòàòà â AC
a+1) STORE I // èíèöèàëèçàöèÿ íà èíäåêñà
a+2) INPUT // âúâåæäàíå íà ïîðåäíàòà êëåòêà
a+3) STORE@ I // çàïèñ â ïàìåòòà
a+4) LOAD I //
a+5) ADD# 1 // óâåëè÷àâàíå íà èíäåêñà
a+6) STORE I //
a+7) SUB T // ñðàâíÿâàíå ñ êðàéíàòà ñòîéíîñò
a+8) JMPN a // çàöèêëÿíå íà ÷åòåíåòî

Ñëåäîâàòåëíî çà ïðåíàñÿíå íà âõîäíàòà äóìà íà ÌÒ â ïàìåòòà íà ÌÏÄ
ùå áúäàò èçïúëíåíè 7tM (n) + 2 êîìàíäè.

Ñåãà âå÷å ñìå ãîòîâè äà çàïî÷íåì ìîäåëèðàíåòî. Èíèöèàëèàöèÿòà íà
íåîáõîäèìèòå çà öåëòà êåòêè ùå èçâúðøèì ñúñ ñëåäíèÿ ôðàãìåíò, âñÿêà
îò äåâåòòå êîìàíäè íà êîéòî ùå ñå èçïúëíè ïî 1 ïúò.

a+9) LOAD# S // íà÷àëîòî íà ëåíòàòà â AC
a+10) STORE 0 // ïîçèöèÿ íà ãëàâàòà â êëåòêà 0
a+11) LOAD# 0 //
a+12) STORE 1 // òåêóùî ñúñòîÿíèå q â êëåòêà 1
a+13) LOAD F // ïîñëåäíî íåçàêëþ÷èòåëî ñúñòîÿíèå
a+14) STORE 2 // â êëåòêà 2
a+15) LOAD# |X| //
a+16) MUL# 3 //
a+17) STORE 3 // 3.|X| â êëåòêà 3

À åòî è ïðîãàìíèÿò ôðàãìåíò, êîéòî áóêâàëíî ïîâòàðÿ ñòúïêèòå íà
íà ÌÒ M :

a+18) LOAD 3 // 3.|X| â AC
a+19) MUL 0 // 3.|X|.{òåê. ñúñòîÿíèå}
a+20) STORE 4 //
a+21) LOAD@ 0 // òåê. áóêâà x â AC
a+22) MUL# 3 //
a+23) ADD 4 //
a+24) ADD p //
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a+25) STORE 4 // ïîçèöèÿ íà (q',y,m)
b+17) ADD# 1 // ïîçèöèÿ íà y
b+18) STORE 5 //
b+19) LOAD@ 5 // y â AC
b+20) STORE@ 0 // y çàìåñòâà x
b+21) LOAD 4 //
b+21) ADD# 2 // ïîçèöèÿ íà m
b+22) ADD 0 // + ñòàðà ïîçèöèÿ íà ãëàâàòà
b+23) STORE 0 // = íîâà ïîçèöèÿ íà ãëàâàòà
b+24) LOAD@ 4 // q' â AC
b+24) STORE // q' ñòàâà òåêóùî
b+25) SUB 2 // ñðàâíÿâÿíå ñ F
b+25) JMPN b+6 // ñëåäâàùà ñòúïêà.

Êàêòî ñå âèæäà çà âñÿêà ñòúïêà íà M â ÌÒ ùå áúäàò èçïúëíåíè òî÷íî
20 êîìàíäè. Ñëåäîâàòåëíî îáùèÿò áðîé êîìàíäè, èçïúëíåíè ïî âðåìå
íà ìîäåëèðàíåòî íà ñòúïêèòå íà M ùå áúäå 20tM (n). Çà äà çàâúðøèì
ðàáîòàòà, îñòàâà äà èçâåäåì âúðõó èçõîäíàòà ëåíòà íà ÌÏÄ ñúäúðæà-
íèåòî íà ÌÒ òàêîâà, êàêâîòî ñå å ïîëó÷èëî â ðåçóëòàò íà ìîäåëèðàíåòî.
Òàçè ÷àñò íà ïðîãðàìàòà íå ñå ðàçëè÷àâà ñúùåñòâåíî îò ÷àñòà, â êîÿ-
òî âúâåäîõìå ñúäúðæàíèåòî íà ëåíòàòà íà M â ïàìåòòà íà ÌÏÄ è ùå
èçèñêâà èçïúëíåíèåòî íà îùå 7tM (n) + 1 êîìàíäè. Òàêà, çà ñëîæíîñòòà
TM ′(n), ñ êîÿòî ÌÏÄ M ′ ìîäåëèðà ðàáîòàòà íà M ïîóë÷àâàìå:

TM ′(n) = 3|Q||X|+ 2 + 2(7tM (n) + 1) + 9 + 20tM (n) = 34tM (n) + C,

êúäåòî êîñòàíòàòà C = 3|Q||X|+ 13. Ñ òîâà å äîêàçàíà ñëåäíàòà

Òåîðåìà 1.4.2 Íåêà M å ÌÒ, êîÿòî èç÷èñëÿâà ôóíêöèÿ (ðàçïîçíàâà
åçèê) ñúñ ñëîæíîñò ïî âðåìå â íàé-ëîøèÿ ñëó÷àé tM (n). Òîãàâà, çà âñÿ-
êî n ∈ N , ñúùåñòâóâà ÌÏÄ M ′, êîÿòî èç÷èñëÿâà ñúùàòà ôóíêöèÿ (ðàç-
ïîçíàâà ñúùèÿ åçèê) ñúñ ñëîæíîñò TM ′(n) = 34tM (n) + C, êúäåòî C e
êîíñòàíòà, íå çåâèñåùà îò n.

Ìîäåëèðàíåòî â äðóãàòà ïîñîêà å äîñòà ïî-òðóäíî, çàòîâà ùå ãî îïè-
øåì áåç äà âëèçàìå â ïîäðîáíîñòè è ùå íàïðàâèì ãðóáà îöåíêà íà íå-
ãîâàòà ñëîæíîñò. Ùå ìîäåëèðàìå ðàáîòàòà íà ÌÏÄ M ñúñ ñëîæíîñò ïî
âðåìå â íàé-ëîøèÿ ñëó÷àé tM (n) âúðõó 4-ëåíòîâà ÌÒ M ′. Ïðåäíàçíà÷å-
íèåòî íà ÷åòåðèòå ëåíòè å ñëåäíîòî. Ùå ñ÷èòàìå, ÷å ïúðâàòà ëåíòà íà M ′

èìà ñúùîòî ñúäúðæàíèå, êàòî âõîäíàòà ëåíòà íà M . Íà âòîðàòà ëåíòà
ùå çàïèñâàìå òîâà, êîåòî M ïèøå âúðõó èçõîäíàòà ñè ëåíòà. Ñ òðåòàòà
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ëåíòà íà M ′ ùå ìîäåëèðàìå ïàìåòòà íà M , à ÷åòâúðòàòà ùå èçïîëçâàìå
çà çàïèñâàíå íà ìåæäèííî ïðåñìåòíàòè ñòîéíîñòè, êîèòî ùå íè áúäàò
íåîáõîäèìè çà ïî-êúñíè ìîìåíòè íà ìîäåëèðàíåòî.

Îñíîâåí ïðîáëåì íà ìîäåëèðàíåòî â òàçè ïîñîêà å îòñúñòâèåòî íà
ïðÿê äîñòúï äî ïàìåòòà â ÌÒ. Êàçàíî ïî-ïðñòî, çà äà ìîæå ìàøèíàòà
M ′ äà äîñòèãíå äî àðãóìåíòà íà åäíà êîìàíäà, íàìèðàù ñå íà òðåòàòà
ëåíòà, òÿ òðÿáâà äà çàïî÷íå îò íàé-ëÿâàòà êëåòêà íà òàçè ëåíòà è ñúñ
ïîìîùòà íà ñúîòâåòíè ñúñòîÿíèÿ äà ½ïðåáðîè� êëåòêèòå, êîéòî òðÿáâà
äà ïðîïóñíå, çà äà ñòèãíå äî òúðñåíàòà. Â íàé-ëîøèÿ ñëó÷àé, íà âñåêè
òàêò îò ðàáîòàòà íà M ìàøèíàòà M ′ ùå òðÿáâà äà íàïðàâè tM (n) ñòúï-
êè â òúðñåíåòî íà àðãóìåíòà è îùå tM (n) ñòúïêè çà äà âúðíe ãëàâàòà â
íà÷àëîòî è äà ñå ïðèãîòâè çà ñëåäâàùèÿ òàêò. Çàðàäè íàëè÷èåòî íà êîñ-
âåíà àäðåñàöèÿ, ìîæå äà ñå íàëîæè ïúòåøåñòâèåòî äà ñå èçâúðøè äâà
ïúòè. È òàêà çà âñÿêè èçïúëíåíà îò M êîìàíäà, íà M ′ ùå ñå íàëîæè äà
íàïðàâè ïî tM (n) + C ñòúïêè, êäåòî C å íÿêàêâà êîíñòàíòà.

Â ñèëà å ñëåäíàòà

Òåîðåìà 1.4.3 Íåêà M å ÌÏÄ, êîÿòî èç÷èñëÿâà ôóíêöèÿ (ðàçïîçíà-
âà åçèê) ñúñ ñëîæíîñò ïî âðåìå â íàé-ëîøèÿ ñëó÷àé tM (n). Òîãàâà, çà
âñÿêî n ∈ N , ñúùåñòâóâà ÌT M ′, êîÿòî èç÷èñëÿâà ñúùàòà ôóíêöèÿ
(ðàçïîçíàâà ñúùèÿ åçèê) ñúñ ñëîæíîñò TM ′(n) = t2M (n) + CtM (n), êúäå-
òî C e êîíñòàíòà, íå çàâèñåùà îò n.

1.5 Åçèê çà ïðîãðàìèðàíå

Ïîñëåäíèÿò ôîðìàëèçúì, êîéòî ùå ðàçãëåäàìå, å åçèê çà ïðîãðàìèðàíå.
Êîé îò ñúâðåìåííèòå åçèöè çà ïðîãðàìèðàíå ùå èçïîëçâàìå çà öåëòà å
áåç çíà÷åíèå, çàòîâà ñìå ñå ñïðÿëè íà åçèêà Ñ. Ùå çàäàäåì ñëîæíîñò íà
âñÿêà îò êîíñòðóêöèèòå íà åçèêà Ñ òàêà, ÷å ñëîæíîñòòà íà åäíà ïðîãðàìà
íàïèñàíà íà Ñ äà å ðàâíà íà ñëîæíîñòòà íà ñúîòâåòíàòà �è ïðîãðàìà,
íàïèñíà çà ÌÏÄ, ïëþñ-ìèíóñ íÿêàêâà êîíñòàíòà.

Ñëîæíîñò íà èçðàç. Ùå çàïî÷íåì ñ íàé-ïðîñòèòå êîíñòðóêöèè íà
åçèêà Ñ � èçðàçèòå. Íåêà ïúðâî ðàçãëåäàìå íÿêîëêî ïðèìåðà. Çà èçðàçà
a + b - c, ñúîòâåòíèÿò ôðàãìåíò îò ïðîãðàìà íà ÌÏÄ ùå áúäå

a) LOAD a
a+1) ADD b
a+2) SUB c

è çíà÷è áðîÿò íà êîìàíäèòå (â ñëó÷àÿ 3) ìîæå äà èçðàçèì ñ áðîÿ íà ó÷àñ-
òâàùèòå â èçðàçà îïåðàöèè ïëþñ 1. Òîçè èçðàç å òâúðäå ïðîñò � â íåãî
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âñè÷êè îïåðàöèè ñà ñ åäèí è ñúù ïðèîðèòåò. Êàêâî ùå ñòàíå ñ áðîÿ íà íå-
îáõîäèìèòå êîìàíäè, àêî â èçðàçà èìà ðàçëè÷íè ïðèîðèòåòè. Â èçðàçà
a * b - c èìà ðàçëè÷íè ïðèîðèòåòè, íî àêî èçïúëíèì ïðåñìÿòàíèÿòà
îòëÿâî íàäÿñíî ùå ïîëó÷èì âåðåí ðåçóëòàò. Ñúîòâåòíàòà ïðîãðàìà çà
òîçè èçðàç ñúùî å îò 3 êîìàíäè, ò.å. áðîÿò íà êîìàíäèòå îòíîâî å ðàâåí
íà áðîÿ íà îïåðàöèèòå ïëþñ 1.

Â èçðàçà a + b * c, îáà÷å, íå ìîæåì äà èçïúëíèì îïåðàöèèòå îòëÿâî
íàäÿñíî çàðàäè ïî-âèñîêèÿ ïðèîðèòåò íà îïåðàöèÿòà óìíîæåíèå. Àêî íå
èçïîëçâàìå ïðèîðèòåòè, òîçè èçðàç áè òðÿáàëî äà ñå çàïèøå êàòî a + (b
* c). Ñúîòâåòíàòà ìó ïðîãðàìà çà ÌÏÄ ùå áúäå:

a) LOAD b
a+1) MUL c
a+2) STORE x
a+3) LOAD a
a+4) ADD x

è áðîÿò íà êîìàíäèòå å 5 � ðàâåí íà áðîÿ íà îïåðàöèèòå (2), ïëþñ áðîÿ
íà çàäúëæèòåëíèòå â ñëó÷àÿ ñêîáè (åäíà ëÿâà è åäíà äÿñíà), ïëþñ 1.

Åòî îùå åäèí ïðèìåð. Áåç äà èçïîëçâàìå ïðèîðèòåòè, èçðàçúò a*b+c*d
ìîæå äà ñå çàïèøå êàòî a*b+(c*d), à ñúîòâåòíàòà ìó ïðîãðàìà çà ÌÏÄ:

a) LOAD c
a+1) MUL d
a+2) STORE x
a+3) LOAD a
a+4) MUL b
a+5) ADD x

èìà 6 êîìàíäè � îòíîâî áðîÿò íà êîìàíäèòå å ðàâåí íà áðîÿ íà îïåðà-
öèèòå (3), ïëþñ áðîÿ íà çàäúëæèòåëíèòå ñêîáè (2), ïëþñ 1.

Êàê ùå èçãëåæäàò íåùàòà, àêî íÿêîé îò îïåðàíäèòå å åëåìåíò íà
ìàñèâ. Íàïðèìåð, a[b]+c*d=a[b]+(c*d). Ïðîãðàìàòà:

a) LOAD c
a+1) MUL d
a+2) STORE x
a+3) LOAD a // íà÷àëîòî íà ìàñèâà
a+4) ADD b // àäðåñà íà a[b] â AC
a+5) STORE y // àäðåñà íà a[b] â y
a+6) LOAD@ y // a[b] â AC
a+7) ADD x // a[b]+c*d â AC
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èìà 8 êîìàíäè è èçëèçà, ÷å â ñëîæíîñòòà íà òàêúâ èçðàç òðÿáâà, îñâåí
ñïîìåíàòèòå âå÷å åëåìåòè, äà ó÷àñòâà ñëîæíîñòòà íà âñåêè èíäåêñåí èç-
ðàç, êàòî êúì íåãî òðÿáâà äà ïðèáàâèì îùå 2, çà äâåòå èíäåêñíè ñêîáè.
Äåéñòâèòåëíî ñëîæíîñòòà íà èíäåêñíèÿ èçðàç b e 1 (íóëà çíàöè çà îïå-
ðàöèè ïëþñ 1) è êàòî äîáàâèì äâà çíàêà çà îïåðàöèè, äâå êðúãëè ñêîáè,
äâå èíäåêñíè ñêîáè è îùå 1 çà öåëèÿ èçðàç, ïîëó÷àâàìå òî÷íî 8.

Òåçè íàáëþäåíèÿ íè äàâàò îñíîâàíèå äà ôîðìóëèðàìå ñëåäíîòî ïðà-
âèëî:

Ñëîæíîñò íà èçðàç. Ñëîæíîñòòà texpr íà èçðàçà expr å ðàâíà íà
ñóìàòà îò ñëîæíîñòèòå íà ó÷àñòâàùèòå â èçðàçà èíäåêñíè èçðàçè,
áðîÿ íà çíàöèòå çà îïåðàöèè, áðîÿ íà çàäúëæèòåëíèòå êðúãëè ñêîáè è
áðîÿ íà èíäåêñíèòå ñêîáè, ïëþñ 1.

Ñëîæíîñò íà îïåðàòîð çà ïðèñâîÿâàíå. Â åçèêà Ñ ïðèñâîÿâà-
íåòî å îïåðàöèÿ è îïåðàòîðúò çà ïðèñâîÿâàíå íå å íèùî ïîâå÷å îò
èçðàç, â êðàÿ íà êîéòî å ïîñòàâåí çíàêúò ';' çà êðàé íà îïåðàòîð. Çàòî-
âà áè òðÿáâàëî äà î÷àêâàìå, ÷å ïðàâèëîòî çà ñëîæíîñò íà îïåðàòîð çà
ïðèñâîÿâàíå íÿìà äà ñå ðàçëè÷àâà îò ïðàâèëîòî çà ñëîæíîñò íà èçðàç.

Äà ðàçãëåäàìå, íàïðèìåð, îïåðàòîðà çà ïðèñâîÿâàíå a[b]=c*d;. Î÷àê-
âàíàòà ñëîæíîñò å 6 � èíäåêñåí èçðàç ñúñ ñëîæíîñò 1, äâà çíàêà çà îïå-
ðàöèè, äâå ñêîáè, ïëþñ 1. È äåéñòâèòåëíî, ñúîòâåòíàòà ìó ïðîãðàìà ùå
èçãëåæäà òàêà:

a) LOAD a
a+1) ADD b
a+2) STORE x
a+3) LOAD c
a+4) MUL d
a+5) STORE@ x

Òóê å ìÿñòîòî äà îáúðíåì âíèìàíèå íà íÿêîè ñïåöèôè÷íè çà åçèêà
Ñ îïåðàöèè, êîèòî ñà êîìáèíàöèÿ íà îïåðàöèÿ îò àðèòìåòè÷åí òèï è
ïðèñâîÿâàíå (++, --, +=, -=, è ò.í.). Äà ðàçãëåäàìå, íàïðèìåð, îïåðàòîðà
i++;. Àêî ãëåäàìå íà ++ êàòî íà åäíà îïåðàöèÿ, ùå ïîëó÷èì íåñúîòâåò-
ñòâèå ñ ôîðìóëèðàíîòî ïî-ãîðå ïðàâèëî, çàùîòî ñëîæíîñòòà ùå èçëåçå
2, äîêàòî ñúîòâåòíàòà ÌÏÄ ïðîãðàìà å ñúñ ñëîæíîñò 3:

a) LOAD i
a+1) ADD# 1
a+2) STORE i

Ïðè÷èíàòà å â òîâà, ÷å îïåðàòîðúò i++; âñúùíîñò å êðàòúê çàïèñ íà
îïåðàòîðà i=i+1;, êîéòî ñïîðåä ïðàâèëîòî å ñúñ ñëîæíîñò 3. Ñúùîòî
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âàæè è çà îñòàíàëèòå îïåðàöèè, êîèòî ñà êîìáèíàöèÿ íà îïåðàöèÿ îò
àðèòìåòè÷åí òèï è ïðèñâîÿâàíå. Òúé êàòî âñÿêà îò òåçè îïåðàöèè ñå
ïðåäñòàâÿ ñ äâà çíàêà, íå å íåîáõîäèìî äà ïðàâèì íèêàêâè ïðîìåíè â
ïðàâèëîòî çà ñëîæíîñò íà àðèòìåòè÷åí èçðàç � äñòàòú÷íî å ïðîñòî äà
áðîèì è äâàòà çíàêà, ïðåäñòàâÿùè ñúîòâåòíàòà îïåðàöèÿ.

Ïðè ïðåñìÿòàíå íà èçðàçè, â êîèòî ó÷àñòâàò îïåðàöèèòå çà ñðàâíÿ-
âàíå (<, <+, == è ò.í.), òðÿáâà äà âçåìåì ïðåäâèä è ñëåäíàòà îñîáåíîñò.
Êîìàíäèòå çà óñëîâíè ïðåõîäè èçâúðøâàò ñðàâíÿâàíå íà ñòîéíîñòòà íà
àêóìóëàòîðà ñ 0. Çàòîâà ïðåñìÿòàíåòî íà ñëîæíîñòòà íà èçðàçè êàòî
expr1<expr2 ùå ñâåæäàìå äî ïðåñìÿòàíå ñëîæíîñòòà íà expr1-expr2<0.

Ìîæåì äà ôîðìóëèðàìå ñëåäíîòî ïðàâèëî:
Ñëîæíîñò íà îïåðàòîð çà ïðèñâîÿâàíå. Ñëîæíîñòòà tassgn

íà îïåðàòîðà çà ïðèñâîÿâàíå assgn å ðàâíà íà ñëîæíîñòòà íà ñúñòà-
âÿùèÿ ãî èçðàç.

Â äîïúëíåíèå êúì òîâà ïðàâèëî ùå ôîðìóëèðìå è ïðàâèëîòî çà
ñëîæíîñò íà îïåðàòîðà return expr; êàêòî ñëåäâà:

Ñëîæíîñò íà îïåðàòîðà çà âðúùàíå íà ñòîéíîñò. Ñëîæ-
íîñòòà treturn íà îïåðàòîðà çà âðúùàíå íà ñòîéíîñò return å treturn =
texpr + 1.

Ñëîæíîñò íà áëîê îò îïåðàòîðè. Ïðàâèëîòî çà ïðåñìÿòàíå ñëîæ-
íîñòòà íà áëîê îò îïåðàòîðè (ñúñòàâåí îïåðàòîð):

{ op_1 op_2 ... op_k }

å ñúâñåì ïðîñòî:
Ñëîæíîñò íà áëîê îò îïåðàòîðè. Ñëîæíîñòòà tbl íà áëîê îò

îïåðàòîðè (ñúñòàâåí îïåðàòîð) bl å ðàâíà íà ñóìàòà top_1 + top_2 +
· · ·+ top_k îò ñëîæíîñòèòå íà ñúñòàâÿùèòå ãî îïåðàòîðè.

Ñëîæíîñò íà óñëîâíè îïåðàòîðè.Ùå ðàçãëåäàìå îòäåëíî if-îïå-
ðàòîðà

if (expr) oper

è if-else-îïåðàòîðà

if (expr) oper_1 else oper_2

È â äâàòà âàðèàíòà íà îïåðàòîðà, ïúðâî òðÿáâà äà ñå ïðåñìåòíå ñëîæ-
íîñòòà íà èçðàçà expr.

Çà if-îïåðàòîðà, íàé-ëîø å ñëó÷àÿò, êîãàòî èçðàçúò èìà ñòîéíîñò
true è òðÿáâà äà ñå èçïúëíè îïåðàòîðà oper. Çà if-else-îïåðàòîðà,
íàé-ëîø å ñëó÷àÿò, êîãàòî èçðàçúò èìà òàêàâà ñòîéíîñò, ÷å òðÿáâà äà
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ñå èçïúëíè òîçè îò îïåðàòîðèòå oper_1 è oper_2, êîéòî å ñ ïî-ãîëÿìà
ñëîæíîñò. Ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî ïðàâèëî:

Ñëîæíîñò íà óñëîâíè îïåðàòîðè. Ñëîæíîñòòà íà óñëîâíèòå
îïåðàòîðè if è if-else ñå îïðåäåëÿ êàêòî ñëåäâà: tif = texpr + toper,
tif−else = texpr + max{toper_1, toper_2}.

Ñëîæíîñò íà îïåðàòîðè çà öèêúë.Äà çàïî÷íåì ñ while-îïåðàòîðà

while (expr) oper

è do-îïåðàòîðà

do oper while (expr);

Ïðè ïðåñìÿòàíå íà ñëîæíîñòòà íà îïåðàòîðè çà öèêúë, ìîæåì äà
ïîñòúïèì ïî äâà íà÷èíà � ½ãðóá� è ½ïðåöèçåí�. Ïðè ãðóáàòà îöåíêà íà-
ìèðàìå ñëîæíîñòòà texpr íà èçðàçà expr, ñëîæíîñòòà toper íà îïåðàòîðà
oper â íàé-ëîøèÿ ñëó÷àé è ñå îïèòâàìå äà îöåíèì áðîÿ c(n) íà ïîâ-
òîðåíèÿòà, êîèòî îïåðàòîðúò ùå íàïðàâè. Â òàêúâ ñëó÷àé ñëîæíîñòòà
twhile íà îïåðàòîðà çà öèêúë å ðàâíà íà c(n)(texpr + toper) + texpr. Êî-
ãàòî ñëîæíîñòòà íà îïåðàòîðà íå çàâèñè îò n, òîâà îöåíÿâàíå å äîñòà-
òú÷íî, íî àêî ñëîæíîñòòà íà îïåðàòîðà çàâèñè îò n, ãðóáàòà îöåíêàòà
íàèñòèíà ìîæå äà ñå ðàçëè÷àâà ñúùåñòâåíî îò ïðåöèçíàòà. Çà ñëó÷àÿ,
êîãàòî ñëîæíîñòòà íà îïåðàòîðà çàâèñè îò n, ìîæå äà ñå îêàæå, ÷å å
ïî-äîáðå äà íàìåðèì ñëîæíîñòèòå t1(n), t2(n), . . . , tc(n)(n) íà îïåðàòîðà,
êîéòî å òÿëî íà öèêúëà, ïîîòäåëíî çà âñÿêà îò èòåðàöèîííèòå ñòúïêè è
ñëîæíîñòòà twhile íà îïåðàòîðà çà öèêúë äà ñå ïðåñìåòíå ïî ôîðìóëàòà
(c(n) + 1)texpr + t1(n) + t2(n) + · · ·+ tc(n)(n).

Ïðè do-îïåðàòîðà èìàìå ñàìî òàçè îñîáåíîñò, ÷å óñëîâèåòî ñå ïðî-
âåðÿâà ñëåä èçïúëíåíèå íà òÿëîòî íà öèêúëà è çàòîâà ïðîâåðêèòå ñà
ñ åäíà ïî-ìàëêî. Ôîðìóëèòå ñà ïîäîáíè íà òåçè ïðè while-îïåðàòîðà:
c(n)(texpr + toper) çà ãðóáèÿ è c(n)texpr + t1(n) + t2(n) + · · · + tc(n)(n) çà
ïðåöèçíèÿ ñëó÷àé.

Ìàëêî ïî-ñëîæíè ñà íåùàòà ïðè for-îïåðàòîðà

for(expr1;expr2;expr3) oper

Íåêà îòíîâî ñ c(n) ñìå îçíà÷èëè áðîÿ íà èòåðàöèèòå íà öèêúëà. Èçðàçúò
expr1 ñå ïðåñìÿòà åäíîêðàòíî, èçðàçúò expr2 ñå ïðåñìÿòà c(n)+ 1 ïúòè,
à èçðàçúò expr3 è îïåðàòîðúò oper � ïî c(n) ïúòè. Çàòîâà, ïðè ãðóáî
îöåíÿâàíå, ñëîæíîñòòà íà for-îïåðàòîðà ùå ïðåñìÿòàìå ïî ôîðìóëàòà
texpr1 + (c(n) + 1)texpr2 + c(n)(texpr3 + toper). Çà ïðåöèçíîòî ïðåñìÿòàíå
íà ñëîæíîñòòà, ôîðìóëàòà ùå áúäå texpr1 + (c(n) + 1)texpr2 + c(n)texpr2 +
t1(n) + t2(n) + · · ·+ tc(n)(n).
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Ñëîæíîñò íà ôóíêöèÿ. Äà ðàçãëåäàìå îòäåëíî íåðåêóðñèâíèòå
è ðåêóðñèâíèòå ôóíêöèè. Òÿëîòî íà íåðåêóðñèâíà ôóíêöèÿ å áëîê îò
îïåðàòîðè, à íèå âå÷å èìàìå ïðàâèëî çà ïðåñìÿòàíå íà íåéíàòà ñëîæíîñò.
Îñòàâà ñàìî äà ñïîìåíåì, ÷å êîãàòî îöåíÿâàìå ñëîæíîñòòà íà èçâèêâàíå
íà ôóíêöèÿòà, òðÿáâà äà îïðåäåëèì âíèìàòåëíî ðàçìåðà íà âõîäíèòå
äàííè ñ êîèòî å íàïðàâåíî èçâèêâàíåòî. Äîáðå å äà ñå èìà ïðåäâèä è
âðåìåòî íåîáõîäèìî íà ÎÑ äà îñúùåñòâè èçâèêâàíåòî, êîåòî äî ãîëÿìà
ñòåïåí çàâèñè îò áðîÿ íà ïðåäàâàíèòå ïðè èçâèêâàíåòî ïàðàìåòðè.

Âñÿêà ðåêóðñèâíà ôóíêöèÿ f òðÿáâà äà èìà êëîí (çà ïî-ïðîñòî íå-
êà ñè ìèñëèì, ÷å å åäèí), êîéòî çàâúðøâà áåç äà âëèçà â ðåêóðñèÿ è
êëîí (íåêà îòíîâî ñè ìèñëèì, ÷å å åäèí), â êîéòî èìà åäíî èëè ïîâå÷å
ðåêóðñèâíè èçâèêâàíèÿ íà ôóíêöèÿòà. Î÷åâèäíî å, ÷å çà äà ïðèêëþ÷è
èçïúëíåíèåòî íà ðåêóðñèâíàòà ôóíêöèÿ âúðõó âõîäíè äàííè ñ ðàçìåð
n, ðåêóðñèâíèòå èçâèêâàíèÿ â òÿëîòî �è òðÿáâà äà ñà âúðõó âõîäíè äàí-
íè ñ ðàçìåðè ïî-ìàëêè îò n. Íåðåêóðñèâíèÿò êëîí íà ôóíêöèÿòà, ïúê,
ñå èçïúëíÿâà çà íÿêàêâè êðàéíè, îáèêíîâåíî ìíîãî ìàëêè ñòîéíîñòè íà
n. Íåêà â òÿëîòî íà ôóíêöèÿòà èìà k ðåêóðñèâíè èçâèêâàíèÿ ñ ðàçìå-
ðè n1, n2, . . . , nk, ñúîòâåòíî, ni < n, i = 1, 2, . . . , k. Äà îçíà÷èì ñ tf (n)
ñëîæíîñòòà íà f â íàé-ëîøèÿ ñëó÷àé è íåêà g(n) å ñëîæíîñòòà íà íåðå-
êóðñèâíèÿ êëîí íà ôóíêöèÿòà. Íåêà h(n) å ñëîæíîñòòà íà ðåêóðñèâíèÿ
êëîí, áåç ñëîæíîñòèòå íà ðåêóðñèâíèòå èçâèêâàíèÿ. Î÷åâèäíî tf (n) ìî-
æå äà ñå èçðàçè ñúñ ñëåäíîòî ðåêóðåíòíî îòíîøåíèå:

tf (n) =
{

g(n), n ≤ C
tf (n1) + tf (n2) + · · ·+ tf (nk) + h(n), n > C

êúäåòî C å íÿêàêâà öÿëà ïîëîæèòåëíà êîíñòàíòà. Òàêà, íàìèðàíåòî íà
ñëîæíîñòòà íà ðåêóðñèâíè ôóíêöèè ïî åñòåñòâåí íà÷èí ñå ñâåæäà äî
ðåøàâàíå íà ðåêóðåíòíè îòíîøåíèÿ � òåõíèêà íà êîÿòî ùå îáúðíåì ñïå-
öèàëíî âíèìàíèå â ñëåäâàùàòà ãëàâà.

Ñëîæíîñò íà ïðîãðàìà íà Ñ. Ñëîæíîñò íà ïðîãðàìà, íàïèñàíà
íà åçèêà Ñ å ñëîæíîñòòà íà íåéíàòà main-ôóíêöèÿ.

Äà ðàçãëåäàìå íÿêîëêî ïðèìåðà çà ïðåñìÿòàíå ñëîæíîñò íà ôóíê-
öèè, íàïèñàíè íà Ñ.

Ïðèìåð 1. Â ìàñèâ a îò òèï int ñà çàäàäåíè n öåëè ÷èñëà (ïî ðàç-
ëè÷íè ïðè÷èíè ùå èçïîëçâàìå åëåìåíòèòå íà ìàñèâà ñ èíäåêñè 1,2,...,
n). Äà íàïèøåì ôóíêöèÿ search, ñ ïàðàìåòúð åäíî ÷èñëî x îò òèï int,
êîÿòî äà ïðîâåðÿâà èìà ëè åëåìåíò â ìàñèâà, êîéòî å ðàâåí íà x. Àêî
òàêúâ åëåìåíò èìà, ôóíêöèÿòà òðÿáâà äà âúðíå èíäåêñà íà òîçè åëåìåíò,
à èíà÷å � äà âúðíå 0. Åòî è ñúîòâåòíàòà ôóíêöèÿ:

int a[],n;
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int search(int x)
{

int i;
for(i=1;i<=n;i++)

if(a[i]==x) return i;
return 0;

}

Çà ðàçìåð íà âõîäíèòå äàííè äà èçáeðeì áðîÿ n íà ÷èñëàòà â ìàñèâà è
äà íàìåðèì ñëîæíîñòòà ïî âðåìå â íàé-ëîøèÿ ñëó÷àé íà òàçè ôóíêöèÿ.
Íàé-ëîø ñëó÷àé ùå èìàìå, êîãàòî òúðñåíîòî ÷èñëî íå ñå ñðåùà â ìàñèâà
è öêúëúò for íàïðàâè âñè÷êè ïðèäâèäåíè ñòúïêè � c(n) = n. Îñâåí
òîâà, íå å òðóäíî äà ñå âèäè, ÷å â íàé ëîøèÿ ñëó÷àé îïåðàòîðúò return â
òÿëîòî íà öèêúëà íÿìà äà ñå èçïúëíè íèòî åäèí ïúò, çàùîòî ñðàâíåíèåòî
a[i]==x âèíàãè çàâúðøâà ñúñ ñòîéíîñò false. Ñëåäâàéêè äåôèíèðàíèòå
ïî-ãîðå ïðàâèëà ïîëó÷àâàìå:

tsearch(n) = tfor(n) + treturn =
= texpr1 + (c(n) + 1)texpr2 + c(n)(texpr3 + toper(n)) + treturn =
= 2 + (n + 1).3 + n(3 + tif (n)) + 2 =
= 3n + 7 + n(3 + texpr + toper(n)) =
= 3n + 7 + n(3 + 5 + 0) = 11n + 7

Çà äà ïîêàæåì êàê íÿêîè èçìåíåíèÿ â àëãîðèòúìà ìîãàò äà ñå îòðà-
çÿò íà ñëîæíîñòòà íà ïðîãðàìàòà, äà íàïèøåì íîâà âåðñèÿ íà àëãîðèòú-
ìà çà òúðñåíå â ìàñèâ ñ èçïîëçâàíå íà ñåíòèíåë (ïàçà÷) � òàêà íàðè÷àò
òúðñåíîòî ÷èñëî x, ïîñòàâåíî êàòî äîïúëíèòåëåí (íàïðèìåð íóëåâ) åëå-
ìåíò íà ìàñèâà.

int a[],n;
int search1(int x)
{

int i;
a[0]=x;
for(i=n;;i--)

if(a[i]==x) return i;
}

Íàé-ëîø ñëó÷àé îòíîâî å îòñúñòâèåòî íà òúðñåíîòî ÷èñëî â ìàñèâà è òî-
ãàâà öèêúëúò ùå íàïðàâè c(n) = n+1 ñòúïêè. Â òîçè ñëó÷àé, îïåðàòîðúò
return â òÿëîòî íà öèêúëà ùå ñå èçïúëíè òî÷íî åäèí ïúò è çàòîâà ùå
èçâàäèì ñëîæíîñòòà ìó èçâúí ñëîæíîñòòà íà öèêúëà. Òàêà ïîëó÷àâàìå:
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tsearch1(n) = tassgn + tfor(n) =
= 4 + texpr1 + (c(n) + 1)texpr2 + c(n)(texpr3 + toper(n)) =
= 4 + 2 + (n + 2).0 + (n + 1)(3 + tif (n)) =
= 6 + (n + 1)(3 + texpr) + treturn =
= 6 + (n + 1)(3 + 5) + 2 = 8n + 16

Ðàçëèêàòà ìåæäó ïîâåäåíèåòî íà ôóíêöèèòå 11n + 7 è 8n + 16 èçã-
ëåæäà íåçíà÷èòåëíà è ïî-íàòàòúê â íàøèòå ðåçãëåæäàíèÿ ïî-ñêîðî ùå
ÿ ïðåíåáðåãâàìå. Íî îò äðóãà ñòðàíà, ïðè òúðñåíå â ìàñèâ ñ 333 333 333
åëåìåíòà íàïðèìåð, âòîðèÿò àëãîðèòúì ùå íàïðàâè îêîëî 1 ìèëèàðä
îïåðàöèè ïî-ìàëêî.

Íåêà ïðåñìåòíåì è ñëîæíîñòòà ïî âðåìå â ñðåäíèÿ ñëó÷àé t̃search(n).
Ðàçëè÷íèòå ñëó÷àè êîèòî òðÿáâà äà ðàçãëåäàìå ñà n + 1, â çàâèñèìîñò
îò òîâà íà êîÿ ïîçèöèÿ â ìàñèâà ñå íàìèðà òúðñåíîòî ÷èñëî x. Âúâ âñå-
êè ñëó÷àé ïðîãðàìàòà ùå íàïðàâè 2 ñòúïêè çà ïðèñâîÿâàíåòî i=1;. Àêî
òúðñåíîòî ÷èñëî ñå íàìèðà â ïúðâèÿ åëåìåíò íà ìàñèâà, òîãàâà ïðîãðà-
ìàòà ùå íàïðàâè îùå 3+5+2 ñòúïêè � çà ïðîâåðêàòà i<=n, çà ïðîâåðêà
íà óñëîâèåòî â îïåðàòîðà if è çà îïåðàòîðà return. Èëè îáùî 12 ñòúïêè.

Íåêà òúðñåíîòî ÷èñëî ñå íàìèðà â (i+1)-âèÿ åëåìåíò íà ìàñèâà èëè,
êàçàíî ïî äðóã íà÷èí � íå å ñðåä ïúðâèòå i åëåìåíòà, i = 1, 2, . . . , n− 1.
Òîãàâà, ïîäîáíî íà ïðåñìÿòàíèÿòà çà íàé-ëîøèÿ ñëó÷àé ìîæåì äà çàê-
ëþ÷èì, ÷å äî èòåðàöèÿòà íà öèêúëà, â êîÿòî ÷èñëîòî ùå áúäå íàìåðåíî,
ïðîãðàìàòà ùå íàïðàâè 2 + i(3 + 5 + 3) = 11i + 2 ñòúïêè. Â ïîñëåäíàòà
èòåðàöèÿ ùå áúäàò èçïúëíåíè 10 ñòúïêè � 3 çà ñðàâíÿâàíåòî i<=n, 5 çà
ïðîâåðêàòà a[i]==x è 2 çà return, èëè îáùî 11i + 12. Ñëó÷àÿò, êîãàòî
÷èñëîòî íå ñå íàìèðà â ìàñèâà å âå÷å ðàçãëåäàíèÿò íàé-ëîø ñëó÷àé è çà
íåãî áðîÿò íà ñòúïêèòå å 11n + 7.

Òàêà ïîëó÷àâàìå:

t̃search(n) =
1

n + 1
[12 +

n−1∑

i=1

(11i + 12) + 11n + 7] =
11n2 − 35n + 14

2(n + 1)

Êàêòî ñå âèæäà, â ñðåäíèÿ ñëó÷àé àëãîðèòúìúò ùå íàïðàâè îêîëî
11n/2 ñòúïêè, êîåòî å ïîëîâèíàòà íà áðîÿ íà ñòúïêèòå â íàé-ëîøèÿ ñëó-
÷àé - íåùî êîåòî òðÿáâàøå äà ñå î÷àêâà.

Ïðèìåð 2. Äà íàïèøåì ïðîãðàìà çà ñîðòèðàíå íà n ÷èñëà îò òèï
int, ðàçïîëîæåíè â åëåìåíòèòå ñ èíäåêñè 1,2,...,n íà ìàñèâ a. Ùå
èçïîëçâàìå ïîïóëÿðíèÿ ½àëãîðèòúì íà ìåõóð÷åòî�:
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int a[],n;
void swap(int i,int j)
{int t=a[i];a[i]=a[j];a[j]=t;}
int bubble()
{

int i,j;
for(i=n-1;i>=1;i--)

for(j=1;j<=i;j++)
if(a[j]>a[j+1]) swap(i,j);

}

Äà íàìåðèì ñëîæíîñòòà íà ôóíêöèÿòà bubble ïî âðåìå â íàé-ëîøèÿ
ñó÷àé. Äà çàïî÷íåì ñúñ ñëîæíîñòòà íà ôóíêöèÿòà swap, êîÿòî î÷åâèäî
íå çàâèñè îò n: tswap = tassgn1 + tassgn2 + tassgn3 = 4 + 6 + 4 = 14. Çàòîâà
ñëîæíîñòòà íà îïåðàòîðà if ùå áúäå tif = texpr + tswap = 8 + 14 = 22.
Ñëîæíîñòòà íà âëîæåíèÿ îïåðàòîð for äà ïðåñìåòíåì, êàòî çà ðàçìåð
íà âõîäà ïðèåìåì ïàðàìåòúðà i. Êàòî ïðèëîæèì ïðàâèëîòî çà ñëîæíîñò
íà öèêúë â ãðóáèÿ âèä (çàùîòî ñëîæíîñòòà íà òÿëîòî òóê å êîíñòàòà),
ïîëó÷àâàìå tfor2(i) = 2 + (i + 1)3 + i(3 + 22) = 28i + 5.

Ñëæíîñòòà íà ôóíêöèÿòà ùå áúäå ðàâíà íà ñëîæíîñòòà íà âúíøíèÿ
îïåðàòîð for. Ïðè íåãî ñëîæíîñòòà íà òÿëîòî å ðàçëè÷íà çà ðàçëè÷íèòå
èòåðàöèè, çàòîâà ùå èçïîçâàìå ïðåöèçíàòà ôîðìóëà:

tbubble(n) = tfor(n) = 3 + 3n + 3(n− 1) +
n−1∑

i=1

(28i + 5) = 14n2 − 3n− 5.

Íàìèðàíåòî íà ñëîæíîñòòà íà àëãîðèòúìà íà ìåõóð÷åòî â ñðåäíèÿ ñëó-
÷àé å òðóäíà çàäà÷à. Íÿìà äà ñå ñïèðàìå íà íåÿ òóê, íî ÿ ïðåïîðú÷âàìå
íà ÷èòàòåëÿ êàòî òðóäíî óïðàæíåíèå.

Ïðèìåð 3. Êàòî òðåòè ïðèìåð äà ðàçãëåäàìå îòíîâî çàäà÷àòà çà
òúðñåíå íà ÷èñëî x â ìàñèâ a ñ n åëåìåíòà, íî ïðè óñëîâèå, ÷å åëåìåíòè-
òå íà ìàñèâà ñà ñîðòèðàíè â íàðàñòâàù ðåä. Ïîãðàìàòà äàäåíà ïî-äîëó
èçâúðøâà ò.í. ½äâîè÷íî òúðñåíå� â ñîðòèðàíèÿ ìàñèâ. Íå å ïðîáëåì àë-
ãîðèòúìúò äà áúäå èìïëåìåíòèðàí áåç ðåêóðñèÿ, íî çà öåëèòå íà èçëî-
æåíèåòî ùå ðåàëèçèðàìå ðåêóðñèâíèÿ âàðàíò íà ôóíêöèÿòà, êîÿòî èç-
âúðøâà äâîè÷íî òúðñåíå â èíòåðâàë íà ìàñèâà îò i-òèÿ äî j-òèÿ åëåìåíò,
i ≤ j:

int a[],n;
int binsrch(int i,int j)
{
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int m,l,r;
l=i;r=j;
while(l<=r)
{

m=(l+r)/2;
if(a[m]==x) return m;
if(x<a[m]) return binsrch(l,m-1);
else return binsrch(m+1,r);

}
return 0;

}

Äà ïðåñìåòíåì ñëîæíîñòòà ïî âðåìå â íàé-ëîøèÿ ñëó÷àé íà ôóíê-
öèÿòà

int f(){ return binsrch(1,n);

êîÿòî å ïðàêòè÷åñêè ðàâíà íà ñëîæíîñòòà tbinsrch(n) íà binsrch, èçâèêà-
íà âúðõó ìàñèâ ñ n åëåìåíòà. Íàé-ëîø ñëó÷àé âèíàãè ùå áúäå ñëó÷àÿò,
ïðè êîéòî òúðñåíîòî ÷èñëî íå ñå ñðåùà â ìàñèâà. Êîãàòî n = 1 ôóíêöè-
ÿòà ùå âëåçå â öèêúëà while è, â çàâèñèìîñò îò òîâà, äàëè ñòîéíîñòòà
íà x å ïî-ìàëêà èëè ïî-ãîëÿìà îò a[1], ùå íàïðàâè ðåêóðñèâíîòî èçâèê-
âàíå binsrch(1,0) èëè ðåêóðñèâíîòî èçâèêâàíå binsrch(2,1). Êîåòî îò
äâåòå è äà ñå ñëó÷è, óñëîâèåòî íà öèêúëà while íÿìà äà å èçïúëíåíî è
ôóíêöèÿòà ùå âúðíå 0. Ïðè òîâà ïðîãðàìàòà ùå íàïðàâè íÿêàêúâ áðîé
ñòúïêè, êîéòî íå çàâèñè îò âõîäíèòå äàííè. Äà îçíà÷èì òîçè áðîé ñ C.

Êîãàòî n > 1 íåùàòà ñà ïîäîáíè, íî êîåòî è îò äâåòå ðåêóðñèâíè
èâèêâàíèÿ â òÿëîòî íà öèêúëà while äà ñå èçïúëíè, òî ùå ïðåäèçâèêà
íîâî ðåêóðñèâíî èçâèêâàíå è ò.í. Òúé êàòî âñåêè îò äâàòà âúçìîæíè
èíòåðâàëà [1,m-1] è [m+1,n] ùå áúäå ñ äúëæèíà íå íàäõâúðëÿùà n/2,
ñëîæíîñòòà tbinsrch(n) ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè ñúñ ñëåäíîòî ðåêóðåíòíî
îòíîøåíèå:

tf (n) =
{

C, n = 1
tf (n/2) + C, n > 1

Êàêòî ñå âèæäà, ñëîæíîñòòà íà ðåêóðñèâíè ïðîöåäóðè ñå èçðàçÿâà ïî
åñòåñòâåí íà÷èí ñ ðåêóðåíòíè îòíîøåíèÿ. Ùå ñå ñïðåì äîñòà ïîäðîáíî íà
ðåøàâàíåòî íà ðåêóðåíòíè îòíîøåíèÿ â ñëåäâàùàòà ãëàâà è ùå îòëîæèì
çàñåãà íàìèðàíåòî íà ñëîæíîñòà íà àëãîðèòúìà çà äâîè÷íî ñîðòèðàíå.
Ëþáîçíàòåëíèÿò ÷èòàòåë, îáà÷å, áè ìîãúë äà íàïèøå èòåðàòèâíà âåðñèÿ
íà òîçè ïîïóëÿðåí àëãîðèòúì è äà ñå îïèòà äà îïðåäåëè ñëîæíîñòòà �è ñ
èçó÷åíîòî äî ìîìåíòà.
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Ïðèìåð 4. Êàòî ïîñëåäåí ïðèìåð äà ðàçãëåäàìå åäíà âåðñèÿ íà
àëãîðèòúìà íà Åâêëèä çà íàìèðàíå íà íàé-ãîëÿì îáù äåëèòåë íà äâå
åñòåñòâåíè ÷èñëà a ≥ b > 0. Çà öåëèòå íà èçëîæåíèåòî îòíîâî ùå ðàç-
ãëåäàìå ðåêóðñèâíà âåðñèÿ íà àëãîðèòúìà, à ùå îñòàâèì ïî-ëåñíàòà çà
àíàëèç èòåðàòèâíà âåðñèÿ çà óïðàæíåíèå:

int gcd(int a,int b)
{

int x,y,q;
x=a;y=b;q=a%b;
if(q==0) return b;
if(y%q==0) return q;
return gcd(q,y%q);

}

Àêî ïîäõîäèì ðóòèííî ïðè îïðåäåëÿíå ðàçìåðà íà âõîäà íà òàçè ìà-
ñîâà çàäà÷à, ùå ñå îêàæå, ÷å âñè÷êè íåéíè åêçåìïëÿðè èìàò ðàçìåð íà
âõîäíèòå äàííè 2. Òîâà î÷åâèäíî å ïîãðåøåí ïîäõîä, çàùîòî íå å òðóäíî
äà ñå çàáåëåæè âúðõó íÿêîëêî ïðèìåðà, ÷å áðîÿò íà ñòúïêèòå íà àëãî-
ðèòúìà íà Åâêëèä íàðàñòâà ïðè íàðàñòâàíå íà ÷èñëàòà. Çàòîâà â òîçè
ñëó÷àé, çà íàìèðàíå íà àäåêâàòíà ôóíêöèÿ íà ñëîæíîñò, òðÿáâà äà èç-
áåðåì ðàçìåð íà âõîäíèòå äàííè n = a.

Ïðè n ≤ 2 ôóíêöèÿòà âèíàãè ùå çàâúðøè ñ ïúðâèÿ return è íÿìà äà
íàïðàâè ðåêóðñèâíîòî èçèâèêâàíå. Ïðè òîâà òÿ ùå èçïúëíè îïðåäåëåí
áðîé ñòúïêè, äà ãî îçíà÷èì ñ C1, êîéòî íå çàâèñè îò âõîäíèòå äàííè.

Ïðè n > 2 ôóíêöèÿòà ùå íàïðàâè íÿêàêúâ áðîé ñòúïêè C2, êîéòî
ñúùî íå çàâèñè îò âõîäíèòå äàííè, è ñëåä òîâà ùå íàïðàâè ðåêóðñèâíîòî
èçâèêâàíå. Èíòåðåñíî å, êàêúâ ùå áúäå ðàçìåðúò q íà íîâàòà çàäà÷à
ïðè òîâà èçâèêâàíå. Ùå äîêàæåì ÷å ∀a ≥ b > 0, çà îñòàòúêúò q îò
öåëî÷èñëåíîòî äåëåíèå a/b å â ñèëà q ≤ a/2. Äåéñòâèòåëíî, ∀a ≥ b >
0, a = pb + q, 0 ≤ q < b. Àêî b ≤ a/2 òîãàâà q < b ≤ a/2. Àêî ïúê b > a/2,
òîãàâà a = b + q, q = a− b < a− a/2 = a/2.

Òîâà íè ïîçâîëÿâà äà ñå îïèòàìå äà íåìåðèì ñëîæíîñòòà íà àëãîðè-
òúìà íà Åâêëèä ñ ïîìîùòà íà ðåêóðåíòíîòî îòíîøåíèå:

tgd(n) =
{

C1, n ≤ 2
tf (n/2) + C2, n > 1

êîåòî ïðàêòè÷ñêè íå ñå îòëè÷àâà îò ïîëó÷åíîòî ïî-ãîðå çà àëãîðèòúìà
çà äâîè÷íî òúðñåíå.

È òàêà çà íóæäèòå íà ïðàêòèêàòà å âàæíî äà ñå äåôèíèðàò àäåêâàòíî
ðàçìåð íà âõîäà è, êîãàòî ñðàâíÿâàìå ñëîæíîñòòà íà äâà àëãîðèòúìà çà
åäíà è ñúùà çàäà÷à, äà ïðèëàãàìå è êúì äâàòà åäèí è ñúù ïîäõîä.


