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Упражнение 2 (асимптотично сравнение на функции) 
 
 
Апроксимация на Стирлинг: 

݊! ൌ ݊ߨ2√ ቀ
݊
݁
ቁ
௡
ቆ1 ൅ Θ൬

1
݊
൰ቇ 

 
Пример 1: 

lg ݊! ≍ ݊ lg ݊  
 
 От апроксимацията на Стирлинг имаме: 
 

lg ݊! ൎ lg ൬√2݊ߨ ቀ
݊
݁
ቁ
௡
൰ ൌ lg√2݊ߨ ൅ ݊ lg ݊ െ ݊ lg ݁ ≍ ݊ lg ݊	 

 
 
Пример 2: 

൬
2݊
݊
൰ ≍

4௡

√݊
 

 
 От апроксимацията на Стирлинг имаме: 
 

൬
2݊
݊
൰ ൌ

ሺ2݊ሻ!
ሺ݊!ሻଶ

ൎ
݊ߨ4√ ቀ

2݊
݁ ቁ

ଶ௡

݊ߨ2 ቀ
݊
݁ቁ

ଶ௡ ൌ ඨ
1
݊ߨ
	4௡ ≍

4௡

√݊
 

 
 
Задача 1: Докажете, че 1 ≺ lg lg ݊ ≺ lg ݊ ≺ ݊ ≺ ݊ lg ݊ ≺ ݊ଶ ≺ ݊ଷ ≺ 2௡ ≺ ݊! ≺ ݊௡ 
 
1. 

lim
௡→ஶ

1
lg lg ݊

ൌ 0	 ⇒ 	1 ≺ lg lg ݊ 

 
2. 

lim
௡→ஶ

lg lg ݊
lg ݊

ൌ lim
௫→ஶ

lg lg ݔ
lg ݔ

 

 
От правилото на Лопитал имаме: 
 

lim
௫→ஶ

lg lg ݔ
lg ݔ

ൌ lim
௫→ஶ

1
lg ݔ

.
ሺlg ሻᇱݔ

ሺlg ሻᇱݔ
ൌ 0	 ⇒ 	 lg lg ݊ ≺ lg ݊ 

 
3. 

lim
௡→ஶ

lg ݊
݊

ൌ lim
௫→ஶ

lg ݔ
ݔ

 
 

От правилото на Лопитал имаме: 
 

lim
௫→ஶ

lg ݔ
ݔ

ൌ lim
௫→ஶ

1
ݔ
ൌ 0	 ⇒ 	 lg ݊ ≺ ݊ 
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4. 
lim
௡→ஶ

݊
݊ lg ݊

ൌ 0	 ⇒ 	݊ ≺ ݊ lg ݊ 

5. 

lim
௡→ஶ

݊ lg ݊
݊ଶ

ൌ 0	 ⇒ 	݊ lg ݊ ≺ ݊ଶ 
 
6. 

lim
௡→ஶ

݊ଶ

݊ଷ
ൌ 0	 ⇒ 	݊ଶ ≺ ݊ଷ 

 
7. 

Тъй като lgሺ݊ଷሻ ൌ 3 lg ݊ ≺ ݊ lg 2 ൌ lgሺ2௡ሻ, то ݊ଷ ≺ 2௡ 
 
8. 

Тъй като lgሺ2௡ሻ ൌ ݊ lg 2 ≺ ݊ lg ݊ ≍ lgሺ݊!ሻ, то 2௡ ≺ ݊! 
 
9. 

Тъй като ∀݊ ∈ Գ:	0 ൏ ݊! ൑ ݊௡ିଵ, то: 

∀݊ ∈ Գ: 0 ൏
݊!
݊௡

൑
1
݊
 

 
От лемата за „двамата полицаи“ имаме: 

 

lim
௡→ஶ

݊!
݊௡

ൌ 0	 ⇒ 	݊! ≺ ݊௡ 
 
 
Задача 2: Докажете, че √݊೙ ≍ 1 
 

Използваме следната лема: 
lim
௫→ஶ

݂ሺݔሻ ൌ ܽ ൐ 0	 ⇔	 lim
௫→ஶ

ln ݂ሺݔሻ ൌ ln ܽ 
 

Сега имаме: 

lim
௡→ஶ

ln √݊
೙ ൌ lim

௡→ஶ

ln ݊
݊

ൌ 0	 ⇒ 	 lim
௡→ஶ

√݊
೙

1
ൌ ݁଴ ൌ 1	 ⇒ 	 √݊

೙ ≍ 1 
 
 
Задача 3: Подредете в асимптотично нарастващ ред функциите: 
 

√2
୪୥௡

, ݊ଷ, ݊!, ሺlg ݊ሻ!, lgଶ ݊ , lg ݊! , 2ଶ
೙
, ݊

ଵ
୪୥௡, ln ln ݊ , ൬

3
2
൰
௡

 
 
݊. 2௡, 4୪୥௡, ሺ݊ ൅ 1ሻ!, ඥlg ݊ , 2ඥଶ.୪୥ ௡, ݊୪୥ ୪୥ ௡, ln ݊ , 2୪୥௡, ሺlg ݊ሻ୪୥௡	 

 
 

Правилният ред е: 

݊
ଵ
୪୥௡ ≺ ln ln ݊ ≺ ඥlg ݊ ≺ ln ݊ ≺ lgଶ ݊ ≺ 2ඥଶ.୪୥ ௡ ≺ √2

୪୥௡
≺ 2୪୥௡ ≺ lg ݊! ≺ 4୪୥௡ ≺ ݊ଷ ≺ ሺlg ݊ሻ! ≺ 

 

≺ ሺlg ݊ሻ୪୥௡ ≍ ݊୪୥ ୪୥௡ ≺ ൬
3
2
൰
௡

≺ ݊. 2௡ ≺ ݊! ≺ ሺ݊ ൅ 1ሻ! ≺ 2ଶ
೙ 
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Решение: 
 
1. 

݊
ଵ
୪୥௡ ൌ ݊୪୭୥೙ ଶ ൌ 2 ≺ ln ln ݊ 

 
2. 

ln ln ݊ ≺ ඥlg ݊ 
  

, тъй като ඥlg ݊ ≍ √ln ݊ и ln ln ݊ ≺ √ln ݊, аналогично на ln ݊ ≺ √݊ 
 
3. 

ඥlg ݊ ≍ √ln ݊ ≺ ln ݊, тъй като 1 ≺ √ln ݊ 
 
4. 

ln ݊ ≺ lgଶ ݊, тъй като ln ݊ ≺ lnଶ ݊ ≍ lgଶ ݊ 
 
5. 

lgଶ ݊ ≺ 2ඥଶ.୪୥ ௡ 
 

Тъй като lgሺlgଶ ݊ሻ ൌ 2 lg lg ݊ ≺ ඥ2. lg ݊ lg 2 ൌ lg ቀ2ඥଶ.୪୥ ௡ቁ, то lgଶ ݊ ≺ 2ඥଶ.୪୥ ௡ 
 
6. 

2ඥଶ.୪୥ ௡ ≺ √2
୪୥௡

 
 

Тъй като lg ቀ2ඥଶ.୪୥ ௡ቁ ൌ ඥ2. lg ݊ lg 2 ≺
ଵ

ଶ
lg ݊ ൌ lg൫√݊൯ ൌ lg√2

୪୥௡
, то 2ඥଶ.୪୥ ௡ ≺ √2

୪୥௡
 

 
7. 

√2
୪୥௡

ൌ √݊ ≺ ݊ ൌ 2୪୥௡ 
 
8. 

2୪୥௡ ൌ ݊ ≺ ݊ lg ݊ ≍ lg ݊! 
 
9. 

lg ݊! ≍ ݊ lg ݊ ≺ ݊ଶ ൌ 4୪୥௡ 
 
10. 

4୪୥௡ ൌ ݊ଶ ≺ ݊ଷ 
 
11. 

݊ଷ ≺ ሺlg ݊ሻ! 
 

Тъй като lg ݊ଷ ൌ 3 lg ݊ ≺ lg ݊ lg lg ݊ ≍ lgሺlg ݊ሻ!, то ݊ଷ ≺ ሺlg ݊ሻ! 
 
12. 

ሺlg ݊ሻ! ≺ ሺlg ݊ሻ୪୥௡, аналогично на ݊! ≺ ݊௡ 
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13. 
ሺlg ݊ሻ୪୥௡ ൌ ݊୪୥ ୪୥௡ 

 
 Това е заради свойството на логаритъма: ܽ୪୭୥್ ௖ ൌ ܿ୪୭୥್ ௔ 
 
14. 

݊୪୥ ୪୥௡ ≺ ൬
3
2
൰
௡

 

Тъй като lg൫݊୪୥ ୪୥௡൯ ൌ lg lg ݊ . lg ݊ ≺ lgଶ ݊ ≺ ݊ lg
ଷ

ଶ
ൌ lg ቀ

ଷ

ଶ
ቁ
௡
, то ݊୪୥ ୪୥௡ ≺ ቀଷ

ଶ
ቁ
௡
 

 
15. 

൬
3
2
൰
௡

≺ 2௡ ≺ ݊. 2௡ 
 
16. 

݊. 2௡ ≺ ݊! 
 

Тъй като lg ݊. 2௡ ൌ lg ݊ ൅ ݊ lg 2 ≺ ݊ lg ݊ ≍ lgሺ݊!ሻ, то ݊. 2௡ ≺ ݊! 
 
17. 

݊! ≺ ሺ݊ ൅ 1ሻ! 
 

lim
௡→ஶ

݊!
ሺ݊ ൅ 1ሻ!

ൌ lim
௡→ஶ

1
݊ ൅ 1

ൌ 0	 ⇒ 	݊! ≺ ሺ݊ ൅ 1ሻ! 

 
18. 

ሺ݊ ൅ 1ሻ! ≺ 2ଶ
೙ 

 
Тъй като lgሺ݊ ൅ 1ሻ! ≍ ሺ݊ ൅ 1ሻ. lgሺ݊ ൅ 1ሻ ≺ ሺ݊ ൅ 1ሻଶ ≺ 2௡ lg 2 ൌ lg൫2ଶ

೙
൯, то ሺ݊ ൅ 1ሻ! ≺ 2ଶ

೙ 


