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Упражнение 6 (Мастър теорема) 
 
 
Теорема: (Мастър теорема) 

За ܽ ൒ 1, ܾ ൐ 1 и ݂ሺ݊ሻ - положителна е дадено рекурентното уравнение: 
 

ܶሺ݊ሻ ൌ ܽ. ܶ ቀ
݊
ܾ
ቁ ൅ ݂ሺ݊ሻ 

 
Случай 1: Ако ݂ሺ݊ሻ ൌ Οሺ݊୪୭୥್ ௔ିఌሻ за някое ߝ ൐ 0, то ܶሺ݊ሻ ൌ Θ൫݊୪୭୥್ ௔൯ 
Случай 2: Ако ݂ሺ݊ሻ ൌ Θሺ݊୪୭୥್ ௔ሻ, то ܶሺ݊ሻ ൌ Θ൫݊୪୭୥್ ௔ lg ݊൯ 
Случай 3: Ако ݂ሺ݊ሻ ൌ Ωሺ݊୪୭୥್ ௔ାఌሻ за някое ߝ ൐ 0 и 

∃ܿ ∈ ሺ0, 1ሻ	∃݊଴ ∈ ܰ	∀݊ ൒ ݊଴: ܽ. ݂ ቀ
݊
ܾ
ቁ ൑ ܿ. ݂ሺ݊ሻ 

, то ܶሺ݊ሻ ൌ Θ൫݂ሺ݊ሻ൯ 
 
 Втората част от Случай 3 се нарича условие за регулярност. 
 
 

Условието на следващите примери е да се намери сложността на рекурентното 
уравнение: 
 
Пример 1: 

ܶሺ݊ሻ ൌ 4ܶ ቀ
݊
2
ቁ ൅ ݊ 

 
 Имаме: 

݊ ൌ Οሺ݊ଶି଴.ଵሻ ൌ Ο൫݊୪୭୥మ ସି଴.ଵ൯	
ெ்௛	ଵ
ሳልልሰ 	ܶሺ݊ሻ ൌ Θሺ݊ଶሻ 

 
 
Пример 2: 

ܶሺ݊ሻ ൌ 4ܶ ൬
݊

√2
൰ ൅ ݊ଷ 

 
 Имаме: 

݊ଷ ൌ Οሺ݊ସି଴.ଵሻ ൌ Ο൫݊୪୭୥√మ ସି଴.ଵ൯	
ெ்௛	ଵ
ሳልልሰ 	ܶሺ݊ሻ ൌ Θሺ݊ସሻ 

 
 
Пример 3: 

ܶሺ݊ሻ ൌ 2ܶ ቀ
݊
2
ቁ ൅ ݊ 

 
 Имаме: 

݊ ൌ Θሺ݊ሻ ൌ Θ൫݊୪୭୥మ ଶ൯	
ெ்௛	ଶ
ሳልልሰ 	ܶሺ݊ሻ ൌ Θሺ݊ lg ݊ሻ 

 
 
Пример 4: 

ܶሺ݊ሻ ൌ ܶ ቀ
݊
2
ቁ ൅ 1 

 
 Имаме: 

1 ൌ Θሺ1ሻ ൌ Θ൫݊୪୭୥మ ଵ൯	
ெ்௛	ଶ
ሳልልሰ 	ܶሺ݊ሻ ൌ Θሺlg ݊ሻ 
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Пример 5: 
ܶሺ݊ሻ ൌ 2ܶ ቀ

݊
8
ቁ ൅ ݊ 

 
 Имаме: 

݊ ൌ Ω	൫√݊൯ ൌ Ω൬݊୪୭୥ఴ ଶା
ଵ
଺൰ 

 
Освен това: 

∀݊ ൒ 1:	2.
݊
8
൑
1
3
. ݊ 

 
 От ݄ܶܯ	3	 ⇒ 	ܶሺ݊ሻ ൌ Θሺ݊ሻ 
 
 
Пример 6: 

ܶሺ݊ሻ ൌ 3ܶ ቀ
݊
9
ቁ ൅ ݊ lg ݊ 

 
 Имаме: 

݊ lg ݊ ൌ Ω	 ൬݊
ହ
଺൰ ൌ Ω൬݊୪୭୥వ ଷା

ଵ
ଷ൰ 

 
Освен това: 

∀݊ ൒ 1:	3.
݊
9
. lg

݊
9
൑
1
3
݊ lg ݊ 

 
 От ݄ܶܯ	3	 ⇒ 	ܶሺ݊ሻ ൌ Θሺ݊ lg ݊ሻ 
 
 
Пример 7: 

ܶሺ݊ሻ ൌ 8ܶ ቀ
݊
4
ቁ ൅ ݊ lg ݊ 

 
 Имаме: 

݊ lg ݊ ൌ Ο൬݊
ଷ
ଶି଴.ଵ൰ ൌ Ο൫݊୪୭୥ర ଼ି଴.ଵ൯	

ெ்௛	ଵ
ሳልልሰ 	ܶሺ݊ሻ ൌ Θ൬݊

ଷ
ଶ൰ 

 
 
Пример 8: 

ܶሺ݊ሻ ൌ 2√2ܶ ൬
݊

√2
൰ ൅ ݊ଷ 

 
 Имаме: 

݊ଷ ൌ Θሺ݊ଷሻ ൌ Θ ቀ݊୪୭୥√మ ଶ√ଶቁ	
ெ்௛	ଶ
ሳልልሰ 	ܶሺ݊ሻ ൌ Θሺ݊ଷ lg ݊ሻ 
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Пример 9: 
ܶሺ݊ሻ ൌ 4ܶ ቀ

݊
2
ቁ ൅ ݊ଶ√݊ 

 
 Имаме: 

݊ଶ√݊ ൌ Ω	ሺ݊ଶା଴.ଵሻ ൌ Ω൫݊୪୭୥మ ସା଴.ଵ൯ 
 

Освен това: 

∀݊ ൒ 1:	4.
݊ଶ√݊

4√2
൑

1

√2
݊ଶ√݊ 

 
 От ݄ܶܯ	3	 ⇒ 	ܶሺ݊ሻ ൌ Θ൫݊ଶ√݊൯ 
 
 
Пример 10: (частен случай на Мастър теоремата) 
 

ܶሺ݊ሻ ൌ ܽܶ ቀ
݊
ܾ
ቁ ൅ ݂ሺ݊ሻ 

 
 , където ܽ ൒ 1, ܾ ൐ 1, ݐ ൒ 0, ݂ሺ݊ሻ ൌ Θ൫݊୪୭୥್ ௔ lg୲ ݊൯ 	⇒ 	ܶሺ݊ሻ ൌ Θ൫݊୪୭୥್ ௔ lg୲ାଵ ݊൯ 
 
 В този пример теоремата е неприложима! 
 
1. ݂ሺ݊ሻ ് Οሺ݊୪୭୥್ ௔ିఌሻ, тъй като ݊୪୭୥್ ௔ lg୲ ݊ ≻ ݊୪୭୥್ ௔ିఌ за ߝ ൐ 0 
2. ݂ሺ݊ሻ ് Θሺ݊୪୭୥್ ௔ሻ, тъй като ݊୪୭୥್ ௔ lg୲ ݊ ≻ ݊୪୭୥್ ௔ 
3. ݂ሺ݊ሻ ് Ωሺ݊୪୭୥್ ௔ାఌሻ, тъй като ݊୪୭୥್ ௔ lg୲ ݊ ≺ ݊୪୭୥್ ௔ାఌ за ߝ ൐ 0 
 

Доказателството: 
 

Нека ݂ሺ݊ሻ ൌ ܿ. ݊୪୭୥್ ௔ lg୲ ݊, ܿ ൐ 0, ݊ ൌ ܾ௠. 
 
Сега: 
 
ܵሺ݉ሻ ൌ ܶሺܾ௠ሻ ൌ ܽܶሺܾ௠ିଵሻ ൅ ܿ. ܾ௠ ୪୭୥್ ௔ lg௧ ܾ௠ ൌ ܽܵሺ݉ െ 1ሻ ൅ ܽ௠݉௧ܿ. lg௧ ܾ 

 
Тъй като ܿ. lg௧ ܾ ൌ ݐݏ݊݋ܿ ൐ 0, то ܵሺ݉ሻ има общо решение: 
 
ܵሺ݉ሻ ൌ ܿଵܽ௠ ൅ ܿଶ݉. ܽ௠ ൅	…	൅ ܿ௧ାଶ݉௧ାଵܽ௠ ൌ Θሺܽ௠݉௧ାଵሻ ൌ Θ൫݊୪୭୥್ ௔ lg௧ାଵ ݊൯, където 

ܿ௧ାଶ ൐ 0 
 
Сега нека ݄ሺ݊ሻ ൌ ݊୪୭୥್ ௔ lg୲ ݊ и ݂ሺ݊ሻ ൌ Θ൫݄ሺ݊ሻ൯, като ݂ሺ݊ሻ e дефинирана за всяко ݊. 
 

 Имаме: 
 

∃ܿଵ ൐ 0	∃ܿଶ ൐ 0	∃݊଴ ∈ ܰ	∀݊ ൒ ݊଴: 0 ൑ ܿଵ. ݄ሺ݊ሻ ൑ ݂ሺ݊ሻ ൑ ܿଶ. ݄ሺ݊ሻ 
 
Нека: 

݉ ൌ min ቊ
݂ሺ2ሻ

݄ሺ2ሻ
,
݂ሺ3ሻ

݄ሺ3ሻ
, … ,

݂ሺ݊଴ሻ

݄ሺ݊଴ሻ
, ܿଵቋ , ܯ ൌ max ቊ

݂ሺ2ሻ

݄ሺ2ሻ
,
݂ሺ3ሻ

݄ሺ3ሻ
, … ,

݂ሺ݊଴ሻ

݄ሺ݊଴ሻ
, ܿଶቋ 

 
(започват от 2, тъй като ݄ሺ1ሻ ൌ 0 и не може да е в знаменател) 
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Тъй като ݂ሺ݊ሻ и ݄ሺ݊ሻ са положителни за ݊ ൒ 2, то ݉ и ܯ също са положителни. 
В такъв случай е вярно, че: 
 

∀݊ ൒ 2:݉. ݄ሺ݊ሻ ൑ ݂ሺ݊ሻ ൑ .ܯ ݄ሺ݊ሻ 
 

Да разгледаме рекурентните уравнения: 
 

ଵܷሺ݊ሻ ൌ ܽ ଵܷ ቀ
݊
ܾ
ቁ ൅ ݉. ݄ሺ݊ሻ 

 
ܷଶሺ݊ሻ ൌ ܽ ଵܷ ቀ

݊
ܾ
ቁ ൅ܯ. ݄ሺ݊ሻ 

 
, за които искаме ଵܷሺ1ሻ ൑ ܶሺ1ሻ ൑ ܷଶሺ1ሻ 
 
Вярно е, че ܶሺ݊ሻ ൌ Ω൫ ଵܷሺ݊ሻ൯, тъй като за всяко рекурсивно викане ܶሺ݊ሻ има по-

голяма или равна допълнителна сложност от ଵܷሺ݊ሻ. Аналогично ܶሺ݊ሻ ൌ Ο൫ܷଶሺ݊ሻ൯. 
 
За ଵܷ и ܷଶ, обаче е вярно предишното доказателство, така че ଵܷሺ݊ሻ ൌ

Θ൫݊୪୭୥್ ௔ lg୲ାଵ ݊൯ и ܷଶሺ݊ሻ ൌ Θ൫݊୪୭୥್ ௔ lg୲ାଵ ݊൯. 
 
В такъв случай: 
 
ܶሺ݊ሻ ൌ Ω൫݊୪୭୥್ ௔ lg୲ାଵ ݊൯ и ܶሺ݊ሻ ൌ Ο൫݊୪୭୥್ ௔ lg୲ାଵ ݊൯ 	⇒ 	ܶሺ݊ሻ ൌ Θ൫݊୪୭୥್ ௔ lg୲ାଵ ݊൯ 

 
 
Пример 11: 

ܶሺ݊ሻ ൌ 2ܶ ቀ
݊
4
ቁ ൅ 2√݊ lgଷ ݊ 

 
Имаме: 

2√݊ lgଷ ݊ ൌ Θ൫√݊ lgଷ ݊൯ ൌ Θ൫݊୪୭୥ర ଶ lgଷ ݊൯ 
 

От предишния пример ⇒ 	ܶሺ݊ሻ ൌ Θ൫√݊ lgସ ݊൯ 
 
 
Пример 12: 

ܶሺ݊ሻ ൌ ܶ ቀ
݊
2
ቁ ൅ lg ݊ 

 
Имаме: 

lg ݊ ൌ Θሺlg ݊ሻ ൌ Θ൫݊୪୭୥మ ଵ lg ݊൯ 
 

От пример 10 ⇒ 	ܶሺ݊ሻ ൌ Θሺlgଶ ݊ሻ 
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Пример 13: 

ܶሺ݊ሻ ൌ ܶ ቀ
݊
2
ቁ ൅

1
lg ݊

 

 
 Тук не е приложим дори частният случай! 
 
1. ଵ

୪୥௡
് Οሺ݊ିఌሻ, тъй като ଵ

୪୥௡
≻ ݊ିఌ за ߝ ൐ 0 

2. ଵ

୪୥௡
് Θሺ1ሻ, тъй като ଵ

୪୥௡
≺ 1 

3. ଵ

୪୥௡
് Ωሺ݊ఌሻ, тъй като ଵ

୪୥௡
≺ ݊ఌ за ߝ ൐ 0 

4. ଵ

୪୥௡
ൌ ሺlg ݊ሻିଵ 

 
Нека ݊ ൌ 2௠. 
 
Сега имаме: 

ܵሺ݉ሻ ൌ ܶሺ2௠ሻ ൌ ܶሺ2௠ିଵሻ ൅
1
݉
ൌ ܵሺ݉ െ 1ሻ ൅

1
݉

 
 
Сложността на ܵሺ݉ሻ се изразява чрез сумата: 
 

ܵሺ݉ሻ ൌ ܵሺ0ሻ ൅ 1 ൅
1
2
൅	…	൅

1
݉
ൌ ܵሺ0ሻ ൅෍

1
݅

௠

௜ୀଵ

≍ ln݉ ≍ lg݉ ൌ lg lg ݊ 


