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òåìà: ðåêóðåíòíè îòíîøåíèÿ. ãðàôè. äâîè÷íè
ôóíêöèè
ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 1 2 3 4 Ìàêñ.

ïîëó÷åíè òî÷êè

îò ìàêñèìàëíî 15 15 15 20 65

Çàäà÷à 1: (15ò.)Íàìåðåòå ðåêóðåíòíî îòíîøåíèå è íà÷àëíè óñëîâèÿ çà áðîÿ íà äó-
ìèòå íàä àçáóêàòà A = {a, b} ñ äúëæèíà n, n ∈ N, âñÿêà îò êîèòî çàïî÷âà ñ a è
çàâúðøâà ñ b. Êîëêî å áðîÿò íà òåçè äóìè ñ äúëæèíà n = 10?

Ðåøåíèå:
Íåêà n ∈ N, Wn å ìíîæåñòâîòî îò äóìè íàä àçáóêàòà A ñ äúëæèíà n, Sn ⊆ Wn

- ìíîæåñòâîòî îò äóìè, âñÿêà îò êîèòî çàïî÷âà ñ a è çàâúðøâà ñ b, |Sn| = an è ε å
ïðàçíàòà äóìà. Òîãàâà:

a0 = 0, çàùîòî W0 = {ε}, îò êîåòî ñëåäâà, ÷å S0 = ∅
a1 = 0, çàùîòî W1 = {a, b}, îò êîåòî ñëåäâà, ÷å S1 = ∅
a2 = 1, çàùîòî W2 = {aa, ab, ba, bb}, îò êîåòî ñëåäâà, ÷å S2 = {ab}
a3 = 2, çàùîòî W3 = {aaa, aab, aba, abb, baa, ..., bbb}, îò êîåòî ñëåäâà, ÷å S3 =

{aab, abb}
a4 = 4, çàùîòî W4 = {aaaa, aaab, aaba, aabb, abaa, abab, abba, abbb, baaa, ..., bbbb}, îò

êîåòî ñëåäâà, ÷å S4 = {aaab, aabb, abab, abbb}.
Íåêà n ≥ 3. Âñÿêà äóìà δ îò Sn å îò åäèí îò ñëåäíèòå äâà âèäà:

à) δ = aωab, aωa ∈ Wn−1
á) δ = aωbb, aωb ∈ Sn−1

Ñëåäîâàòåëíî, Sn = A1 ∪ A2, êúäåòî A1 ⊆ Sn - ìíîæåñòâîòî îò äóìè îò âèäà à),
A2 ⊆ Sn - ìíîæåñòâîòî îò äóìè îò âèäà á), êàòî ìíîæåñòâàòà ñà íåïðåñè÷àùè ñå, è
ñúãëàñíî ïðèíöèïà íà ñúáèðàíåòî |Sn| = |A1|+ |A2| = |Wn−3|+ |Sn−1|.

È òàêà, ïîëó÷èõìå ñëåäíîòî ðåêóðåíòíî îòíîøåíèå: an = an−1 + 2n−3.
Èçïîëçâàéêè ïîëó÷åíîòî ðåêóðåíòíî îòíîøåíèå, çà áðîÿ íà äóìèòå ñ äúëæèíà

n = 10, âñÿêà îò êîèòî çàïî÷âà ñ a è çàâúðøâà ñ b, ïîëó÷àâàìå 256, êàêòî ñå âèæäà
îò ñëåäâàùàòà òàáëèöà.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2n−3 1 2 4 8 16 32 64 128
an 0 0 1 2 4 8 16 32 64 128 256

Çàäà÷à 2: (15ò.) Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî â ãðàô ñ n âúðõà èìà n−1 âèñÿùè âúðõà (ñúñ
ñòåïåí 1), òî ãðàôúò èëè å äúðâî èëè íå å ñâúðçàí.
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Ðåøåíèå: Íåêà å äàäåí ãðàô G(V,E), |V | = n. Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà äà
ïðèåìåì, ÷å âúðõîâåòå v1, v2, ..., vn−1 èìàò ñòåïåí 1, à ñòåïåíòà íà ïîñëåäíèÿ âðúõ å
ïðîèçâîëíà, ò.å. 0 ≤ d(vn) ≤ n− 1 . Ùå ðàçãëåäàìå ñëåäíèòå ñëó÷àè:

1. d(vn) = n − 1. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å vn å ñâúðçàí ñ ðåáðî ñ âñåêè îò îñòàíàëèòå
âúðõîâå, ò.å. ãðàôúò å ñâúðçàí è íÿìà öèêëè, ñëåäîâàòåëíî å äúðâî.

2. d(vn) < n − 1. Òîãàâà
∑n

i=1 d(vi) = 2|E| < 2(n − 1) ⇒ |E| < n − 1. Íî òîâà
îçíà÷àâà, ÷å å íàðóøåíî íåîáõîäèìîòî óñëîâèå ãðàôúò äà å ñâúðçàí, ñëåäîâàòåëíî
ãðàôúò íå å ñâúðçàí.

Çàäà÷à 3: (15ò.) Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî â ãðàô ñ n âúðõà èìà òî÷íî äâà âúðõà ñ ðàâíè
ñòåïåíè, òî â ãðàôà èëè èìà òî÷íî åäèí âðúõ ñúñ ñòåïåí 0, èëè èìà òî÷íî åäèí âðúõ
ñúñ ñòåïåí n− 1 .

Ðåøåíèå: Íåêà G(V,E), |V | = n å ãðàô, êîéòî èìà òî÷íî äâà âúðõà ñ ðàâíè ñòå-
ïåíè. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ñòåïåíèòå íà ãðàôà ñà n − 1 ðàçëè÷íè ÷èñëà â èíòåðâàëà
[0, n − 1]. Íî àêî ãðàôúò èìà âðúõ ñúñ ñòåïåí 0, òî òîé íå ìîæå äà èìà âðúõ ñúñ
ñòåïåí n− 1, ñëåäîâàòåëíî ñà âúçìîæíè ñëåäíèòå äâà ñëó÷àÿ:

1. Ñòåïåíèòå íà âúðõîâåòå íà ãðàôà ñà âñè÷êè ÷èñëà îò èíòåðâàëà [0, n−2]. Äà äî-
ïóñíåì, ÷å èìà äâà âúðõà ñúñ ñòåïåí 0 è áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà òåçè âúðõîâå
ñà v1 è v2. Ñåãà äà ðàçãëåäàìå ãðàôà G

′(V \ {v1, v2}, E), ïîëó÷åí îò G ÷ðåç îòñòðà-
íÿâàíå íà âúðõîâåòå v1 è v2. Íåãîâèòå âúðõîâå ñà n − 2 íà áðîé, à òåõíèòå ñòåïåíè
ñà n− 2 ðàçëè÷íè ÷èñëà, à èìåííî ÷èñëàòà îò 1 äî n− 2. Òîâà îáà÷å ïðîòèâîðå÷è íà
ôàêòà, ÷å âñåêè ãðàô èìà ïîíå äâà âúðõà ñ ðàâíè ñòåïåíè. Ñëåäîâàòåëíî, âúðõîâåòå
ñ ðàâíè ñòåïåíè íå ñà îò ñòåïåí 0, ò.å. â ãðàôà èìà òî÷íî åäèí âðúõ ñúñ ñòåïåí 0.

2. Ñòåïåíèòå íà âúðõîâåòå ñà âñè÷êè ÷èñëà îò èíòåðâàëà [1, n−1] . Äà äîïóñíåì, ÷å
äâàòà âúðõà ñ ðàâíè ñòåïåíè èìàò ñòåïåí n− 1 è íåêà áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà
òåçè âúðõîâå ñà v1 è v2. Ñåãà äà ðàçãëåäàìå äîïúëíåíèåòî íà ãðàôà G(V,E), à èìåííî
ãðàôà G(V, V × V \ E). Â íåãî èìà òî÷íî äâà âúðõà ñ åäíà è ñúùà ñòåïåí 0, à
èìåííî âúðõîâåòå v1 è v2, íî â ïðåäíàòà òî÷êà äîêàçàõìå, ÷å òîâà íå å âúçìîæíî.
Ñëåäîâàòåëíî â ãðàôà èìà òî÷íî åäèí âðúõ ñúñ ñòåïåí n− 1.

Çàäà÷à 4: (20ò.) Ìíîæåñòâàòà T0, T1,M îò äâîè÷íè ôóíêöèè ñà îïðåäåëåíè, êàêòî
ñëåäâà:

T0 = {f : Jn
2 → J2|f(0, ..., 0) = 0}

T1 = {f : Jn
2 → J2|f(1, ..., 1) = 1}

M = {f : Jn
2 → J2|∀α, β ∈ Jn

2 , α � β ⇒ f(α) ≤ f(β)}, êàòî

R� ⊆ Jn
2 × Jn

2 = {(α = (a1, ..., an), β = (b1, ..., bn)) ∈ R� ⇔ ∀i ∈ In, ai ≤ bi}

à)(10ò.) Íàïèøåòå òàáëèöèòå íà äâîè÷íèòå ôóíêöèè f(x, y, z) = (x → y) ⊕ (xyz)
è g(x, y, z) = x⊕ xy ⊕ xyz è ïðîâåðåòå äàëè äâåòå ôóíêöèè ñúâïàäàò

Ðåøåíèå:
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x y z x→ y xyz xyz (x→ y)⊕ (xyz) xy x⊕ xy ⊕ xyz
0 0 0 1 0 1 0 0 0
0 0 1 1 0 1 0 0 0
0 1 0 1 0 1 0 0 0
0 1 1 1 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 1 1 0 1
1 0 1 0 0 1 1 0 1
1 1 0 1 0 1 0 1 0
1 1 1 1 1 0 1 1 1

Çàêëþ÷åíèå: Ôóíêöèèòå ñúâïàäàò, çàùîòî ñúîòâåòíèòå èì êîëîíè îò ôóíêöèî-
íàëíè ñòîéíîñòè ñúâïàäàò.

á)(5ò.) Îïðåäåëåòå ïðèíàäëåæíîñòòà íà f(x, y, z) êúì âñÿêî îò ìíîæåñòâàòà T0, T1,M

Ðåøåíèå:
Îò òàáëèöàòà íà ôóíêöèÿòà ñå âèæäà, ÷å f(x, y, z) ∈ T0, f(x, y, z) ∈ T1 è f(x, y, z) /∈

M , çàùîòî (1, 0, 0) � (1, 1, 0), íî f(1, 0, 0) > f(1, 1, 0).
â)(5ò.) Îïðåäåëåòå |T0 ∪ T1| è |T0 \ T1|
Ðåøåíèå:
|T0 ∪ T1| = |T0|+ |T1| − |T0 ∩ T1| = 22

n−1 + 22
n−1 − 22

n−2 = 3× 22
n−2

|T0 \ T1| = |T0| − |T0 ∩ T1| = 22
n−1 − 22

n−2 = 22
n−2
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