
Äîìàøíî �1 ïî Äèñêðåòíè Ñòðóêòóðè, ñïåö. Êîìïþòúðíè
íàóêè, çèìåí ñåìåñòúð 2015/2016ã.

òåìà: ìíîæåñòâà. ëîãèêà. èíäóêöèÿ
ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 1 2 3 4 5 6 Ìàêñ.

ïîëó÷åíè òî÷êè

îò ìàêñèìàëíî 15 20 12 12 15 15 80

Çàäà÷à 1: (12ò.) Äàäåíè ñà ìíîæåñòâàòà A è B.

1. Íåêà A = {a, b} è B = {0, 1}. Íàïèøåòå â ÿâåí âèä âñÿêî ìíîæåñòâî:
à) (2ò.) {A,A×B}
Ðåøåíèå: {A,A×B} = {{a, b}, {(a, 0), (a, 1), (b, 0), (b, 1)}}
á) (2ò.) A ∪ (A×B) ∪ (A×B × A)

Ðåøåíèå:

A ∪ (A×B) ∪ (A×B × A) = {a, b, (a, 0), (a, 1), (b, 0), (b, 1),
(a, 0, a), (a, 0, b), (a, 1, a), (a, 1, b), (b, 0, a), (b, 0, b), (b, 1, a), (b, 1, b)}
â) (2ò.) 2A×B ∪ {∅, A,A×B}
Ðåøåíèå:

2A×B ∪ {∅, A,A×B} = {∅, {a, b}, {(a, 0)}, {(a, 1)}, {(b, 0)}, {(b, 1)},
{(a, 0), (a, 1)}, {(a, 0), (b, 0)}, {(a, 0), (b, 1)},
{(a, 1), (b, 0)}, {(a, 1), (b, 1)}, {(b, 0), (b, 1)},
{(a, 0), (a, 1), (b, 0)}, {(a, 0), (a, 1), (b, 1)},
{(a, 0), (b, 0), (b, 1)}, {(a, 1), (b, 0), (b, 1)},
{(a, 0), (a, 1), (b, 0), (b, 1)}}

2. Íåêà A å ìíîæåñòâî ñ m åëåìåíòà è B å ìíîæåñòâî ñ n åëåìåíòà,
n > m. Îïðåäåëåòå ìèíèìàëíèÿ è ìàêñèìàëíèÿ áðîé åëåìåíòè çà
âñÿêî îò ñëåäâàùèòå òðè ìíîæåñòâà è ïðè êàêâè óñëîâèÿ çà A è B
òå ñå äîñòèãàò:

1



à) (3ò.) A ∩B

Ðåøåíèå:

Àêî A∩B = ∅, áðîÿò íà åëåìåíòèòå â ñå÷åíèåòî å 0 è òîâà å ìèíè-
ìàëíèÿò áðîé.

Àêî A ⊂ B, áðîÿò íà åëåìåíòèòå â ñå÷åíèåòî åm, çàùîòî A∩B = A,
è òîâà å ìàêñèìàëíèÿò áðîé.

á) (3ò.) A ∪B

Ðåøåíèå:

Àêî A ⊂ B, áðîÿò íà åëåìåíòèòå â îáåäèíåíèåòî å n, çàùîòî A∪B =
B, è òîâà å ìèíèìàëíèÿò áðîé.

Àêî A∩B = ∅, áðîÿò íà åëåìåíòèòå â îáåäèíåíèåòî å m+ n è òîâà
å ìàêñèìàëíèÿò áðîé.

â) (3ò.) B \ A
Ðåøåíèå:

Àêî A ⊂ B, áðîÿò íà åëåìåíòèòå â ðàçëèêàòà å n − m è òîâà å
ìèíèìàëíèÿò áðîé.

Àêî A∩B = ∅, áðîÿò íà åëåìåíòèòå â ðàçëèêàòà å n, çàùîòî B\A =
B, è òîâà å ìàêñèìàëíèÿò áðîé.

Çàäà÷à 2: (20ò.) Äîêàæåòå èëè îïðîâåðãàéòå, ÷å:
à) (5ò.) N = {a+ b|a ∈ N ∧ b ∈ N}
Ðåøåíèå:
Ùå äîêàæåì, ÷å ∀x(x ∈ N⇔ x ∈ {a+ b|a ∈ N ∧ b ∈ N}):
1. Äîêàçàòåëñòâî, ÷å ∀x(x ∈ N⇒ x ∈ {a+ b|a ∈ N ∧ b ∈ N}):
Íåêà n ∈ N. Îò n ∈ N∧ 0 ∈ N ñëåäâà, ÷å n+0 = n ∈ {a+ b|a ∈ N∧ b ∈

N}.
2. Äîêàçàòåëñòâî, ÷å ∀x(x ∈ {a+ b|a ∈ N ∧ b ∈ N} ⇒ x ∈ N):
Íåêà p + q ∈ {a + b|a ∈ N ∧ b ∈ N}). Îò p ∈ N ∧ q ∈ N ñëåäâà, ÷å

p+ q ∈ N.
á) (5ò.) ∀A,B,C,D ⊆ U, (A ∩ C) ∪ (B ∩D) ⊆ (A ∪B) ∩ (C ∪D)
Ðåøåíèå:
Ùå äîêàæåì, ÷å ∀x(x ∈ (A ∩ C) ∪ (B ∩D)⇒ x ∈ (A ∪B) ∩ (C ∪D)).
Äîêàçàòåëñòâî:
Íåêà x ∈ (A ∩ C) ∪ (B ∩D).
1. x ∈ (A ∩ C) ⇒ x ∈ A ∧ x ∈ C ⇒ x ∈ (A ∪ B) ∧ x ∈ (C ∪ D) ⇒

x ∈ (A ∪B) ∩ (C ∪D)
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2. x ∈ (B ∩ D) ⇒ x ∈ B ∧ x ∈ D ⇒ x ∈ (A ∪ B) ∧ x ∈ (C ∪ D) ⇒
x ∈ (A ∪B) ∩ (C ∪D)

â) (10ò.) ∀A,B,C ⊆ U,A\ (B∩C) = (A\B)∩ (A\C) (òàáëè÷íî è ÷ðåç
ðàçñúæäåíèÿ/êîíòðàïðèìåð)

Ðåøåíèå:
Äîêàçàòåëñòâî, ÷å òâúðäåíèåòî íå å âÿðíî:
Âàðèàíò 1 (òàáëè÷åí ìåòîä):

A B C B ∩ C A \ (B ∩ C) A \B A \ C (A \B) ∩ (A \ C)
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 1 1 1 0 0 0 0
1 0 0 0 1 1 1 1
1 0 1 0 1 1 0 0
1 1 0 0 1 0 1 0
1 1 1 1 0 0 0 0

Çàêëþ÷åíèå: Çà (1, 0, 1) ñúîòâåòíèòå ñòîéíîñòè 1 è 0 â êîëîíèòå A \
(B ∩ C) è (A \ B) ∩ (A \ C) ñà ðàçëè÷íè. Ñëåäîâàòåëíî, òâúðäåíèåòî íå
å âÿðíî.

Âàðèàíò 2 (÷ðåç êîíòðàïðèìåð): Íåêà A = {1, 2}, B = {1}, C =
{2}. Òîãàâà: A \ (B ∩ C) = {1, 2} 6= (A \B) ∩ (A \ C) = ∅.
Çàäà÷à 3: (12ò.) Çà âñåêè îò ñëåäâàùèòå ëîãè÷åñêè èçðàçè ïðîâåðåòå
äàëè å òàâòîëîãèÿ, ïðîòèâîðå÷èå èëè óñëîâíîñò. Îáîñíîâåòå îòãîâîðà ñè.

à) (4ò.)(p ∨ ¬q) ∧ (¬p ∧ q)

Ðåøåíèå:

(1) (2) (3)
p q p ∨ ¬q ¬p ∧ q (p ∨ ¬q) ∧ (¬p ∧ q)
F F T F F
F T F T F
T F T F F
T T T F F

Çàêëþ÷åíèå: Ñúæäåíèåòî, ïðåäñòàâåíî ñ èçðàçà å ïðîòèâîðå÷èå, òúé
êàòî â êîëîíà (3) ñå ñúäúðæà ñàìî ñòîéíîñò ËÚÆÀ.

á) (4ò.)((p ∨ q) ∧ r)↔ ((p ∧ r) ∨ (q ∧ r))

Ðåøåíèå:
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(1) (2) (3)
p q r p ∨ q (p ∨ q) ∧ r p ∧ r q ∧ r (p ∧ r) ∨ (q ∧ r) (1)↔ (2)
F F F F F F F F T
F F T F F F F F T
F T F T F F F F T
F T T T T F T T T
T F F T F F F F T
T F T T T T F T T
T T F T F F F F T
T T T T T T T T T

Çàêëþ÷åíèå: Ñúæäåíèåòî, ïðåäñòàâåíî ñ èçðàçà å òàâòîëîãèÿ, çàùî-
òî êîëîíà (3) ñúäúðæà ñàìî ñòîéíîñòè ÈÑÒÈÍÀ.

â)(4ò.) (p↔ q) ∧ (q → r) ∧ (p↔ r)

Ðåøåíèå:

(1) (2) (3) (4)
p q r p↔ q q → r p↔ r (p↔ q) ∧ (q → r) ∧ (p↔ r)
F F F T T T T
F F T T T F F
F T F F F T F
F T T F T F F
T F F F T F F
T F T F T T F
T T F T F F F
T T T T T T T

Çàêëþ÷åíèå: Ñúæäåíèåòî, ïðåäñòàâåíî ñ èçðàçà å óñëîâíîñò, òúé êàòî
â êîëîíà (4) ñå ñúäúðæàò êàêòî ñòîéíîñòè ÈÑÒÈÍÀ, òàêà è ñòîéíîñòè
ËÚÆÀ.

Çàäà÷à 4: (12ò.) Ïðåîáðàçóâàéòå ñëåäíèòå èçðàçè òàêà, ÷å îòðèöàíèåòî
äà ñå ñðåùà ñàìî ïðåä ïðåäèêàòè, ò.å. äà íÿìà îòðèöàíèå ïðåä êâàíòîð
èëè ïðåä èçðàç, ñúäúðæàù ëîãè÷åñêè ñúþç:

à) (3ò.)¬∀x∃yP (x, y)

Ðåøåíèå:

¬∀x∃yP (x, y) ≡ ∃x¬∃yP (x, y)
≡ ∃x∀y¬P (x, y)

á) (4ò.)¬∀x∀y(¬P (x, y) ∧Q(x, y))
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Ðåøåíèå:

¬∀x∀y(¬P (x, y) ∧Q(x, y)) ≡ ∃x¬∀y(¬P (x, y) ∧Q(x, y))
≡ ∃x∃y¬(¬P (x, y) ∧Q(x, y))
≡ ∃x∃y(¬¬P (x, y) ∨ ¬Q(x, y))
≡ ∃x∃y(P (x, y) ∨ ¬Q(x, y))

â) (5ò.)¬∃x∃y(P (x, y) ∨Q(x)→ T (x, y))

Ðåøåíèå:

¬∃x∃y(P (x, y) ∨Q(x)→ T (x, y)) ≡ ∀x¬∃y(P (x, y) ∨Q(x)→ T (x, y))
≡ ∀x∀y¬(P (x, y) ∨Q(x)→ T (x, y))
≡ ∀x∀y¬(¬(P (x, y) ∨Q(x)) ∨ T (x, y))
≡ ∀x∀y((P (x, y) ∨Q(x)) ∧ ¬T (x, y))

Çàäà÷à 5: (15ò.) Äàäåíà å ðåäèöàòà a1, a2, ...an..., êúäåòî a1 = 1; a2 =
8; an = an−1 + 2an−2, n ≥ 3. Èçïîëçâàéòå ìåòîäà íà ñèëíàòà èíäóêöèÿ çà
äà äîêàæåòå, ÷å an = 3.2n−1 + 2(−1)n, n ∈ N+.

Ðåøåíèå: Ùå äîêàçâàìå ñëåäíîòî òâúðäåíèå:
P (n) : an = 3.2n−1 + 2(−1)n

1. Áàçîâè ñëó÷àè:

P (1) : 1 = 3.20 + 2(−1)1

P (2) : 2 = 3.21 + 2(−1)2

Òâúðäåíèåòî å âÿðíî è â äâàòà ñëó÷àÿ.

2. Èíäóêòèâíî ïðåäïîëîæåíèå:

Çà íÿêîå åñòåñòâåíî ÷èñëî k ≥ 2 è çà âñÿêî ÷èñëî i ∈ {1, ..., k} å
èçïúëíåíî:

P (i) : ai = 3.2i−1 + 2(−1)i

3. Èíäóêòèâíà ñòúïêà: Ùå äîêàæåì âåðíîñòòà íà

P (k + 1) : ak+1 = 3.2k + 2(−1)k+1

ak+1 = ak + 2ak−1 ñúãëàñíî äåôèíèöèÿòà

= 3.2k−1 +2(−1)k +2(3.2k−2 +2(−1)k−1)ñúãëàñíî ÈÏ

= 3(2k−1 + 2k−1) + 2((−1)k + 2(−1)k−1)

= 3.2k + 2(−1)k−1(−1 + 2)

= 3.2k + 2(−1)k−1

= 3.2k + 2(−1)k+1
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4. Çàêëþ÷åíèå: Òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n ≥ 1.

Çàäà÷à 6: (15ò.) Äîêàæåòå ïî èíäóêöèÿ, ÷å âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n ∈
N+ ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ñóìà îò ðàçëè÷íè ñòåïåíè íà 2.

Ðåøåíèå: Íåêà P (n) : n ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ñóìà îò ðàçëè÷íè

ñòåïåíè íà 2.

1. Äîêàçàòåëñòâî, ÷å P (1) : 1 ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ñóìà îò

ðàçëè÷íè ñòåïåíè íà 2 å âÿðíî: 1 = 20 - âÿðíî

2. Äîïóñêàìå, ÷å çà íÿêîå åñòåñòâåíî ÷èñëî m > 1 å âÿðíî P (k) : k
ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ñóìà îò ðàçëè÷íè ñòåïåíè íà 2 çà
âñÿêî k, òàêîâà ÷å m > k ≥ 1.

3. Äîêàçàòåëñòâî, ÷å P (m) : m ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ñóìà îò

ðàçëè÷íè ñòåïåíè íà 2 å âÿðíî:

Íåêà m = 2a + b, êàòî a ∈ N è b ∈ {0, 1}. Îò m > 1 ñëåäâà, ÷å
m > a ≥ 1 è ñúãëàñíî äîïóñêàíåòî P (a) : a ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè

êàòî ñóìà îò ðàçëè÷íè ñòåïåíè íà 2 å âÿðíî. Ñëåäîâàòåëíî, 2a
ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ñóìà îò ðàçëè÷íè ñòåïåíè íà 2, êàòî â
íåÿ íå ó÷àñòâà 20. Òîãàâà:

à) Àêî m å ÷åòíî, òî m = 2a

á) Àêî m å íå÷åòíî, òî m = 2a+ 1 = 2a+ 20

È â äâàòà ñëó÷àÿ m ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ñóìà îò ðàçëè÷íè
ñòåïåíè íà 2.

Ñëåäîâàòåëíî, P (n) å âÿðíî çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n ∈ N+.
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