
Äîìàøíî �2 ïî Äèñêðåòíè Ñòðóêòóðè, ñïåö. Êîìïþòúðíè
íàóêè, çèìåí ñåìåñòúð 2015/2016ã.

òåìà: èíäóêöèÿ. ðåëàöèè. ôóíêöèè.
êîìáèíàòîðèêà

ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 1 2 3 4 5 6 Ìàêñ.

ïîëó÷åíè òî÷êè

îò ìàêñèìàëíî 15 20 10 12 15 12 80

Çàäà÷à 1: (15ò.) Äàäåíî å ìíîæåñòâîòî S ∈ N×N, äåôèíèðàíî ïî ñëåä-
íèÿ íà÷èí:

1. Áàçîâ ñëó÷àé: (0, 0) ∈ S;
2. Ñòúïêà: èçïúëíåíî å (a, b) ∈ S → (a+ 2, b+ 3) ∈ S è

(a, b) ∈ S → (a+ 3, b+ 2) ∈ S
3. Ìíîæåñòâîòî íå ñúäúðæà äðóãè åëåìåíòè, îñâåí èçáðîåíèòå â ò. 1

è ïîëó÷åíèòå ÷ðåç ïðèëàãàíå íà îïåðàöèèòå îò ò. 2.
Äîêàæåòå, ÷å ∀(a, b) ∈ S(5|a+ b)

Ðåøåíèå:
Ùå äîêàæåì, ÷å âñÿêà íàðåäåíà äâîéêà (a, b), êîÿòî å åëåìåíò íà ìíî-

æåñòâîòî S, óäîâëåòâîðÿâà ñëåäíèÿ ïðåäèêàò: P ((a, b)) : 5|a+ b

1. Áàçîâ ñëó÷àé: P ((0, 0)) å èñòèíà, òúé êàòî 5|0 + 0.

2. Íåêà åëåìåíòúò (a, b) ∈ S å îò âèäà (a′+2, b′+3), êúäåòî (a′, b′) ∈ S.
(a′, b′) ∈ S ⇒ 5|a′ + b′ ⇒ 5|a′ + 2 + b′ + 3⇒ P ((a, b)) å èñòèíà.

Íåêà åëåìåíòúò (a, b) ∈ S å îò âèäà (a′+3, b′+2), êúäåòî (a′, b′) ∈ S.
(a′, b′) ∈ S ⇒ 5|a′ + b′ ⇒ 5|a′ + 3 + b′ + 2⇒ P ((a, b)) å èñòèíà.

3. Ñëåäîâàòåëíî P ((a, b)) å èñòèíà çà âñåêè åëåìåíò (a, b) íà ìíîæåñ-
òâîòî S.

Çàäà÷à 2: (20ò.) Íåêà n ∈ N+ è f : Jn
2 → Jn+1, f(x1, ..., xn) =

∑n
i=1 xi.

à)(5ò.) Äîêàæåòå, ÷å ðåëàöèÿòà
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R ⊆ Jn
2 × Jn

2 = {(α = (a1, ..., an), β = (b1, ..., bn)) ∈ R⇔ f(α) = f(β)}
å ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò.

Ðåøåíèå:

1. Ðåëàöèÿòà å ðåôëåêñèâíà, àêî ∀α ∈ Jn
2 , (α, α) ∈ R.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà α ∈ Jn
2 . Òîãàâà: f(α) = f(α) ⇒ (α, α) ∈ R.

Ñëåäîâàòåëíî, ðåëàöèÿòà å ðôëåêñèâíà.

2. Ðåëàöèÿòà å ñèìåòðè÷íà, àêî ∀α, β ∈ Jn
2 , (α, β) ∈ R⇒ (β, α) ∈ R.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà α, β ∈ Jn
2 , (α, β) ∈ R. Òîãàâà: (α, β) ∈ R ⇒

f(α) = f(β)⇒ f(β) = f(α)⇒ (β, α) ∈ R. Ñëåäîâàòåëíî, ðåëàöèÿòà
å ñèìåòðè÷íà.

3. Ðåëàöèÿòà å òðàíçèòèâíà, àêî ∀α, β, γ ∈ Jn
2 , (α, β) ∈ R ∧ (β, γ) ∈

R⇒ (α, γ) ∈ R.
Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà α, β, γ ∈ Jn

2 , (α, β) ∈ R, (β, γ) ∈ R.Òîãàâà:
(α, β) ∈ R ∧ (β, γ) ∈ R ⇒ f(α) = f(β) ∧ f(β) = f(γ) ⇒ f(α) =
f(γ)⇒ (α, γ) ∈ R. Ñëåäîâàòåëíî, ðåëàöèÿòà å òðàíçèòèâíà.

Ñëåäîâàòåëíî, ðåëàöèÿòà å ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò.

á)(5ò.) Îïðåäåëåòå êëàñîâåòå íà åêâèâàëåíòíîñò íà ðåëàöèÿòà R
Ðåøåíèå:
Íåêà α ∈ Jn

2 , f(α) = y ∈ Jn+1. Òîãàâà:
[α] = {β ∈ Jn

2 |(α, β) ∈ R} = {β ∈ Jn
2 |f(α) = f(β) = y}.

Ñëåäîâàòåëíî, êëàñîâåòå íà åêâèâàëåíòíîñò ñà:
A0 = {α ∈ Jn

2 |f(α) = 0}
A1 = {α ∈ Jn

2 |f(α) = 1}
A2 = {α ∈ Jn

2 |f(α) = 2}
...
An = {α ∈ Jn

2 |f(α) = n}
â)(5ò.)Îïðåäåëåòå áðîÿ íà êëàñîâåòå íà åêâèâàëåíòíîñò íà ðåëàöèÿòà

R
Ðåøåíèå:
Âñÿêî ÷èñëî y ∈ Jn+1 îïðåäåëÿ åäèí êëàñ íà åêâèâàëåíòíîñò. Ñëåäî-

âàòåëíî, áðîÿò íà êëàñîâåòå íà åêâèâàëåíòíîñò å |Jn+1| = n+ 1.

ã)(5ò.) Íàïèøåòå â ÿâåí âèä êëàñîâåòå íà åêâèâàëåíòíîñò íà ðåëàöè-
ÿòà R çà n = 4

Ðåøåíèå:
Êëàñîâåòå íà åêâèâàëåíòíîñò ñà:
A0 = {α ∈ Jn

2 |f(α) = 0} = {(0, 0, 0, 0)}
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A1 = {α ∈ Jn
2 |f(α) = 1} = {(0, 0, 0, 1), (0, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 0), (1, 0, 0, 0)}

A2 = {α ∈ Jn
2 |f(α) = 2} = {(0, 0, 1, 1), (0, 1, 0, 1), (0, 1, 1, 0), (1, 0, 0, 1),

(1, 0, 1, 0), (1, 1, 0, 0)}
A3 = {α ∈ Jn

2 |f(α) = 3} = {(0, 1, 1, 1), (1, 0, 1, 1), (1, 1, 0, 1), (1, 1, 1, 0)}
A4 = {α ∈ Jn

2 |f(α) = 4} = {(1, 1, 1, 1)}

Çàäà÷à 3: (10ò.) Äàäåíè ñà ðåëàöèèòå
R< ⊆ N× N = {(a, b) ∈ R< ⇔ a < b},
R> ⊆ N× N = {(a, b) ∈ R> ⇔ a > b},
R= ⊆ N× N = {(a, b) ∈ R= ⇔ a = b}.
Äîêàæåòå, ÷å ôàìèëèÿòà îò ìíîæåñòâà {R<, R>, R=} å ðàçáèâàíå íà

ìíîæåñòâîòî N× N.
Ðåøåíèå:

1. Âñÿêî îò ìíîæåñòâàòà R<, R>, R= å ðàçëè÷íî îò ïðàçíîòî ìíîæåñ-
òâî

2. Ñå÷åíèåòî íà âñåêè äâå ìíîæåñòâà îò ìíîæåñòâàòà R<, R>, R= å
ïðàçíîòî ìíîæåñòâî

3. N× N = R< ∪R> ∪R=, çàùîòî ∀(a, b) : (a, b) ∈ N× N⇔
a < b ∨ a > b ∨ a = b⇔
(a, b) ∈ R< ∨ (a, b) ∈ R> ∨ (a, b) ∈ R= ⇔
(a, b) ∈ R< ∪R> ∪R=

Ñëåäîâàòåëíî, ôàìèëèÿòà îò ìíîæåñòâà {R<, R>, R=} å ðàçáèâàíå
íà ìíîæåñòâîòî N× N.

Çàäà÷à 4: (12ò.) Íåêà f : A → B å ôóíêöèÿ, à X, Y ⊆ A è S, T ⊆ B
ñà ìíîæåñòâà. Äà îçíà÷èì ñ f(M) îáðàçà íà ìíîæåñòâîòî M , à ñ fR(M)
ïúðâîîáðàçà íà ìíîæåñòâîòî M îòíîñíî ôóíêöèÿòà f . Äà ñå äîêàæå, ÷å:

à) (3ò.) f(X ∪ Y ) = f(X) ∪ f(Y )
Ðåøåíèå:

1. Íåêà z ∈ f(X ∪ Y )⇒
∃a ∈ X ∪ Y (f(a) = z)⇒
(a ∈ X ∧ f(a) = z) ∨ (a ∈ Y ∧ f(a) = z)⇒
z ∈ f(X) ∨ z ∈ f(Y )⇒
z ∈ f(X) ∪ f(Y )
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2. Íåêà z ∈ f(X) ∪ f(Y )⇒

z ∈ f(X) ∨ z ∈ f(Y )⇒

∃a ∈ X(f(a) = z) ∨ ∃b ∈ Y (f(b) = z)⇒

z ∈ f(X) ∨ z ∈ f(Y )⇒

z ∈ f(X) ∪ f(Y )

Îò 1. è 2. ñëåäâà f(X ∪ Y ) = f(X) ∪ f(Y )

á) (3ò.) f(X ∩ Y ) ⊆ f(X) ∩ f(Y )
Ðåøåíèå:

1. Íåêà z ∈ f(X ∩ Y )⇒

∃a ∈ X ∩ Y (f(a) = z)⇒

a ∈ X ∧ a ∈ Y ∧ f(a) = z ⇒

z ∈ f(X) ∧ z ∈ f(Y )⇒

z ∈ f(X) ∩ f(Y )⇒

f(X ∩ Y ) ⊆ f(X) ∩ f(Y )

2. Ùå ïîêàæåì, ÷å ñúùåñòâóâà ôóíêöèÿ f : A → B è ìíîæåñòâà
X, Y ⊆ A, çà êîèòî îáðàòíîòî âêëþ÷âàíå íå å èçïúëíåíî, ò.å.

f(X ∩ Y ) + f(X) ∩ f(Y )

Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà f : {1, 2, 3, 4, 5} → {a, b, c, d}, çàäàäåíà
ñúñ ñëåäíàòà òàáëèöà:

x 1 2 3 4 5

f(x) a b d c d

è ìíîæåñòâàòà X = {2, 3, 4}, Y = {4, 5}.

f(X ∩ Y ) = f({2, 3, 4} ∩ {4, 5}) = f({4}) = {c}

f(X) ∩ f(Y ) = f({2, 3, 4}) ∩ f({4, 5}) = {b, c, d} ∩ {c, d} = {c, d}

Ñëåäîâàòåëíî f(X ∩ Y ) + f(X) ∩ f(Y )

â) (3ò.) fR(S ∩ T ) = fR(S) ∩ fR(T )
Ðåøåíèå:
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1. Íåêà a ∈ fR(S ∩ T )⇒
∃z ∈ S ∩ T (f(a) = z)⇒
z ∈ S ∧ z ∈ T ∧ f(a) = z ⇒
a ∈ fR(S) ∧ a ∈ fR(T )⇒
a ∈ fR(S) ∩ fR(T )

2. Íåêà a ∈ fR(S) ∩ fR(T )⇒
a ∈ fR(S) ∧ a ∈ fR(T )⇒
∃s ∈ S(f(a) = s)∧∃t ∈ T (f(a) = t)⇒ òúé êàòî f e ôóíêöèÿ

∃z ∈ S ∩ T (f(a) = z)⇒ z = s = t

a ∈ fR(S ∩ T )
Îò 1. è 2. ñëåäâà fR(S ∩ T ) = fR(S) ∩ fR(T )

ã) (3ò.) X ⊆ fR(f(X))
Ðåøåíèå:

1. Íåêà a ∈ X ⇒
∃z ∈ f(X)(f(a) = z)⇒
a ∈ fR(f(X))⇒
X ⊆ fR(f(X))

2. Ùå ïîêàæåì, ÷å ñúùåñòâóâà ôóíêöèÿ f : A → B è ìíîæåñòâî
X ⊆ A, çà êîåòî îáðàòíîòî âêëþ÷âàíå íå å èçïúëíåíî, ò.å.

X + fR(f(X))

Çà öåëòà ùå íè ïîñëóæàò ôóíêöèÿòà f è ìíîæåñòâîòî X, äåôèíè-
ðàíè â ïîäòî÷êà á).

X = {2, 3, 4}
f(X) = {b, c, d}
fR(f(X)) = {2, 3, 4, 5}
Ñëåäîâàòåëíî X + fR(f(X))

Çàäà÷à 5: (15ò.) Äàäåíà å îêðúæíîñò R, íà êîÿòî ñà îòáåëÿçàíè ïîñëå-
äîâàòåëíî 12 òî÷êè - a1, a2, ..., a12. Íàìåðåòå áðîÿ íà:

à) (3ò.) ðàçëè÷íèòå õîðäè ñ êðàèùà äâå îò óêàçàíèòå òî÷êè;
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Ðåøåíèå: Âñÿêà õîðäà ñå îïðåäåëÿ îò äâåòå òî÷êè, êîèòî ñà íåéíè
êðàèùà. Òàêà áðîÿò íà ðàçëè÷íèòå õîðäè å ðàâåí íà áðîÿ íà íåíàðåäåíèòå

äâîéêè òî÷êè: C2
12 =

(
12

2

)
=

12!

2!10!
= 66

á) (3ò.) ðàçëè÷íèòå òðèúãúëíèöè ñ âúðõîâå òðè îò òî÷êèòå;

Ðåøåíèå: Âñåêè òðèúãúëíèê ñå îïðåäåëÿ îò òðè òî÷êè, íå ëåæàùè íà
åäíà ïðàâà, êîèòî ñà íåãîâè âúðõîâå. Òúé êàòî äâàíàäåñåòòå òî÷êè, îò
êîèòî ïðàâèì èçáîð, ëåæàò íà åäíà îêðúæíîñò, òî íèêîè òðè îò òÿõ íå
ëåæàò íà åäíà ïðàâà. Òàêà áðîÿò íà òðèúãúëíèöèòå å ðàâåí íà áðîÿ íà
òðèåëåìåíòíèòå ïîäìíîæåñòâà íà ìíîæåñòâîòî îò 12 òî÷êè:

C3
12 =

(
12

3

)
=

12!

3!9!
= 220

â) (3ò.) èçïúêíàëèòå ÷åòèðèúãúëíèöè ñ âúðõîâå èçìåæäó äàäåíèòå
òî÷êè;

Ðåøåíèå: Àêî ñå èçáåðàò ÷åòèðè îò äâàíàäåñåòòå òî÷êè âúðõó îê-
ðúæíîñòòà, òî îò òÿõ ìîæå äà ñå ôîðìèðà ñàìî åäèí èçïúêíàë ÷åòèðè-
úãúëíèê. Òàêà áðîÿò íà âúïðîñíèòå ÷åòèðèúãúëíèöè å ðàâåí íà áðîÿ íà
÷åòèðèåëåìåíòíèòå ïîäìíîæåñòâà íà ìíîæåñòâîòî îò òî÷êèòå:

C4
12 =

(
12

4

)
=

12!

4!8!
= 495

ã) (3ò.) òðèúãúëíèöèòå ñ âúðõîâå â äàäåíèòå òî÷êè, ÷èèòî ñòðàíè íå
ñå ïðåñè÷àò ñ ïðàâàòà, îïðåäåëåíà îò òî÷êèòå a2 è a8;

Ðåøåíèå: Çà äà ñå èçáåãíå ïðåñè÷àíåòî íà ñòðàíà íà òðèúãúëíèêà ñ
ïðàâàòà, îïðåäåëåíà îò òî÷êèòå a2 è a8, òðÿáâà òðèòå âúðõà íà òðèúãúë-
íèêà äà ñà îò åäíà è ñúùà ñòðàíà íà ïðàâàòà. Òàêà çà âñåêè òðèúãúëíèê
âúðõîâåòå ìó ìîãàò äà áúäàò èçáèðàíè îò äâå íåïðåñè÷àùè ñå ìíîæåñòâà
- A = {a3, a4, a5, a6, a7} è B = {a1, a9, a10, a11, a12}. Òðèòå âúðõà ìîæåì äà
èçáåðåì îò åäíî îò ìíîæåñòâàòà A èëè B ïî C3

5 íà÷èíà. Òàêà îáùèÿò

áðîé íà òúðñåíèòå òðèúãúëíèöè å 2

(
5

3

)
= 2

5!

3!2!
= 20.

ä) (3ò.) òðèúãúëíèöèòå ñ âúðõîâå èçìåæäó óêàçàíèòå òî÷êè, ÷èèòî
ñòðàíè ñå ïðåñè÷àò ñ ïðàâàòà ïðåç òî÷êèòå a1 è a5.

Ðåøåíèå: Çà äà å èçïúëíåíî òîâà óñëîâèå òðÿáâà òðèúãúëíèêúò äà
èìà âúðõîâå îò äâåòå ñòðàíè íà ïðàâàòà, îïðåäåëåíà îò òî÷êèòå a1 è a5.
Òîâà îçíà÷àâà, ÷å âúðõîâåòå íà òðèúãúëíèêà òðÿáâà äà ñå èçáèðàò îò
ìíîæåñòâàòà A = {a2, a3, a4} è B = {a6, a7, a8, a9, a10, a11, a12}.

Ïúðâè ñëó÷àé: äâà îò âúðõîâåòå íà òðèúãúëíèêà ñà èçáðàíè îò ìíî-
æåñòâîòî A, òðåòèÿò îò ìíîæåñòâîòî B. Òîçè èçáîð ìîæå äà ñòàíå ïî

C2
3 .C

1
7 =

(
3

2

)(
7

1

)
= 3.7 = 21 íà÷èíà.

Âòîðè ñëó÷àé: åäèí âðúõ ñå èçáèðà îò ìíîæåñòâîòî A, äâà îò ìíîæåñ-
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òâîòî B. Òîâà ìîæå äà ñòàíå ïî C1
3 .C

2
7 =

(
3

1

)(
7

2

)
= 3.21 = 63 íà÷èíà.

Òàêà îáùèÿò áðîé íà îïèñàíèòå òðèúãúëíèöè å(
3

2

)(
7

1

)
+

(
3

1

)(
7

2

)
= 21 + 63 = 84

Çàäà÷à 6: (12ò.) Áèíîìíè êîåôèöèåíòè:

à) (4ò.) Ïðåäñòàâåòå âúâ âèä íà ïîëèíîì
(
x+

y

2

)5
Ðåøåíèå:(
x+

y

2

)5
=
∑5

k=0

(
5

k

)
· xk·

(y
2

)5−k
=

=

(
5

0

)
· x0·

(y
2

)5
+

(
5

1

)
· x1·

(y
2

)4
+

(
5

2

)
· x2·

(y
2

)3
+

+

(
5

3

)
· x3·

(y
2

)2
+

(
5

4

)
· x4·

(y
2

)1
+

(
5

5

)
· x5·

(y
2

)0
=

=
5!

0! · 5! · 25
· y5+ 5!

1! · 4! · 24
· x · y4+ 5!

2! · 3! · 23
· x2 · y3+

+
5!

3! · 2! · 22
· x3 · y2+ 5!

4! · 1! · 21
· x4 · y+ 5!

5! · 0! · 20
· x5 =

=
1

25
· y5+ 5

24
· x · y4+ 5!

2! · 3! · 23
· x2 · y3+

+
5!

3! · 2! · 22
· x3 · y2+ 5

2
· x4 · y+ x5

á) (4ò.) Îïðåäåëåòå êîåôèöèåíòà ïðåä x10 · y5 â (3x+ 2y)15, êàòî îáîñ-
íîâåòå îòãîâîðà ñè

Ðåøåíèå:

(3x+ 2y)15 =
∑15

k=0

(
15

k

)
·(3x)k ·(2y)15−k. Ñëåäîâàòåëíî, êîåôèöèåíòúò

å

(
15

10

)
· 310 · 25 = 15!

10! · 5!
· 310 · 25.

â) (4ò.) Îïðåäåëåòå êîåôèöèåíòà ïðåä x20 â

(
x+

1

x

)100

, êàòî îáîñíî-

âåòå îòãîâîðà ñè
Ðåøåíèå:(
x+

1

x

)100

=
∑100

k=0

(
100

k

)
· xk·

(
1

x

)100−k

=
∑100

k=0

(
100

k

)
· x2k−100. Îò

2k− 100 = 20 ñëåäâà, ÷å k = 60. Ñëåäîâàòåëíî, êîåôèöèåíòúò å

(
100

60

)
=

100!

60! · 40!
.
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