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ïîëó÷åíè òî÷êè

îò ìàêñèìàëíî 21 20 9 12 15 20 85

Çàäà÷à 4: (12ò.) Ðàçãëåäàéòå ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ è ôîðìóëèðàéòå âñÿêî òâúðäåíèå
íà åçèêà íà ïðåäèêàòíàòà ëîãèêà. Îáðàçóâàéòå è îòðèöàíèÿòà íà äâåòå òâúðäåíèÿ,
êàòî ïðè òîâà íèêúäå âúâ ôîðìóëèðîâêàòà äà íå ñå ñðåùà çíàêúò çà îòðèöàíèå ¬.

à) (5ò.) Âñÿêî öÿëî ÷èñëî, êðàòíî íà 4, ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ñóìà îò êâàä-
ðàòèòå íà äâå öåëè ÷èñëà;

Ðåøåíèå:
∀x ∈ Z((4|x)→ ∃y, z ∈ Z(x = y2 + z2))

¬(∀x ∈ Z((4|x)→ ∃y, z ∈ Z(x = y2 + z2))) ≡
∃x ∈ Z¬((4|x)→ ∃y, z ∈ Z(x = y2 + z2)) ≡
∃x ∈ Z¬(¬(4|x) ∨ ∃y, z ∈ Z(x = y2 + z2)) ≡
∃x ∈ Z((4|x) ∧ ¬(∃y, z ∈ Z(x = y2 + z2))) ≡
∃x ∈ Z((4|x) ∧ ∀y, z ∈ Z¬(x = y2 + z2)) ≡
∃x ∈ Z((4|x) ∧ ∀y, z ∈ Z(x 6= y2 + z2))

á) (7ò.) Çà âñÿêî ðåàëíî ÷èñëî x ≥ −1 è çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n å â ñèëà
íåðàâåíñòâîòî (1 + x)n ≥ 1 + nx

Ðåøåíèå:
∀x ∈ R∀n ∈ N((x > −1)→ ((1 + x)n ≥ 1 + nx))

¬(∀x ∈ R∀n ∈ N((x > −1)→ ((1 + x)n ≥ 1 + nx))) ≡
∃x ∈ R¬(∀n ∈ N((x > −1)→ ((1 + x)n ≥ 1 + nx))) ≡
∃x ∈ R∃n ∈ N¬((x > −1)→ ((1 + x)n ≥ 1 + nx)) ≡
∃x ∈ R∃n ∈ N¬(¬(x > −1) ∨ ((1 + x)n ≥ 1 + nx)) ≡
∃x ∈ R∃n ∈ N((x > −1) ∧ ¬((1 + x)n ≥ 1 + nx)) ≡
∃x ∈ R∃n ∈ N((x > −1) ∧ ((1 + x)n < 1 + nx)) ≡

Çàäà÷à 5: (15ò.) Äà ñå äîêàæå ïî èíäóêöèÿ, ÷å âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n ≥ 1 èìà
ïðåäñòàâÿíå îò âèäà n = d11! + d22! + ...+ drr!, êúäåòî di ∈ {0, 1, ..., i}.

Ðåøåíèå: Ïî ìåòîäà íà ñèëíàòà èíäóêöèÿ ùå äîêàæåì:
∀n ∈ N+(P (n)), êúäåòî P (n) å ñëåäíèÿò ïðåäèêàò:
n èìà ïðåäñòàâÿíå îò âèäà

∑r
i=1 dii!, di ∈ {0, 1, ..., i}

1. Áàçà: 1 = 1.1! Ñëåäîâàòåëíî P (1) å â ñèëà.

2. Èíäóêöèîííî ïðåäïîëîæåíèå: Íåêà k ≥ 1 è P (i) å âÿðíî çà âñÿêî 1 ≤ i ≤ k
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3. Èíäóêöèîííà ñòúïêà: Ùå äîêàæåì P(k+1)

Äà îçíà÷èì ñ r íàé-ãîëÿìîòî öÿëî ÷èñëî, çà êîåòî å èçïúëíåíî r! ≤ k + 1 <
(r + 1)!

- Àêî k + 1 = r!, òî k + 1 èìà ïðåäñòàâÿíå îò èñêàíèÿ âèä.

- Àêî k + 1 > r! äà ðàçãëåäàìå k′ = k + 1 − r!. Òúé êàòî 1 ≤ k′ ≤ k , òî çà k′

å â ñèëà èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå, ò.å. k′ =
∑s

i=1 dii!, di ∈ {0, 1, ..., i}. Äà
ðàçãëåäàìå âúçìîæíèòå ñëó÷àè çà ñòîéíîñòèòå íà s è ds.

i) s < r ⇒ k + 1 = k′ + r! =
∑s

i=1 dii! + r! =
∑r

i=1 dii!, di ∈ {0, 1, ..., i}
ii) s = r∧ds = dr < r ⇒ dr+1 ≤ r ⇒ k+1 = k′+r! =

∑r
i=1 dii!, di ∈ {0, 1, ..., i}

iii) s = r ∧ ds = dr = r. Íî òîçè ñëó÷àé å íåâúçìîæåí, çàùîòî òîãàâà

k + 1 = k′ + r! ≥ drr! + r! = r.r! + r! = (r + 1)!

êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà ïúðâîíà÷àëíîòî äîïóñêàíå çà r.

Ñ òîâà P(k+1) å äîêàçàíî.

4. Çàêëþ÷åíèå: Òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n ≥ 1.

Çàäà÷à 6: (20ò.) Äàäåíè ñà ôóíêöèèòå f : R→ R è g : R→ R.

à) (4ò.) Íåêà f(x) = 2x + 1 è g(x) = x3 − x. Îïðåäåëåòå âñÿêà îò ñëåäâàùèòå
ôóíêöèè:

- p : R→ R, p(x) = f(x) + g(x)
- q : R→ R, q(x) = g(f(x))
Ðåøåíèå:
Ôóíêöèÿòà p(x) = (2x+1)+ (x3−x) = x3+x+1, à ôóíêöèÿòà q(x) = g(2x+1) =

(2x+ 1)3 − (2x+ 1) = 8x3 + 12x2 + 4x.

á) (6ò.) Äàéòå ïðèìåð íà äâå ôóíêöèè f(x) è g(x), êîèòî ñà áèåêöèè, íî ôóíêöèÿòà
p : R→ R, p(x) = f(x) + g(x) íå å áèåêöèÿ

Ðåøåíèå:
Ôóíêöèèòå f(x) = x è g(x) = −x ñà áèåêöèè, íî ôóíêöèÿòà p(x) = x− x = 0 íå å

áèåêöèÿ.

â)(10ò.) Äîêàæåòå, ÷å àêî f(x) è g(x) ñà áèåêöèè, òî ôóíêöèÿòà q : R→ R, q(x) =
g(f(x)) å áèåêöèÿ

Ðåøåíèå:
Ôóíêöèÿòà q(x) å áèåêöèÿ, àêî å èíåêöèÿ è ñþðåêöèÿ.
à) Ôóíêöèÿòà q(x) å èíåêöèÿ, àêî ∀x1 6= x2 ∈ R, q(x1) 6= q(x2).
Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà x1 6= x2. Îò òîâà, ÷å f(x) å èíåêöèÿ ñëåäâà, ÷å f(x1) 6= f(x2).

Îò òîâà, ÷å g(x) å èíåêöèÿ ñëåäâà, ÷å g(f(x1)) 6= g(f(x2)). Îò q(x1) = g(f(x1)) è
q(x2) = g(f(x2)) ñëåäâà, ÷å q(x1) 6= q(x2). Ñëåäîâàòåëíî, q(x) å èíåêöèÿ.

á) Ôóíêöèÿòà q(x) å ñþðåêöèÿ, àêî ∀y ∈ R ∃x ∈ R, q(x) = y.
Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà c ∈ R. Îò òîâà, ÷å g(x) å ñþðåêöèÿ ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà

b ∈ R, òàêîâà ÷å g(b) = c. Îò òîâà, ÷å f(x) å ñþðåêöèÿ ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà a ∈ R,
òàêîâà ÷å f(a) = b. Îò q(a) = g(f(a)) = g(b) = c ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà a ∈ R, òàêîâà
÷å q(a) = c. Ñëåäîâàòåëíî, q(x) å ñþðåêöèÿ.

Ñëåäîâàòåëíî, q(x) å áèåêöèÿ.
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