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òåìà: ðåêóðåíòíè îòíîøåíèÿ. ãðàôè. äâîè÷íè
ôóíêöèè
ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 1 2 3 4 5 Ìàêñ.

ïîëó÷åíè òî÷êè

îò ìàêñèìàëíî 15 15 15 15 15 65

Çàäà÷à 1: (15ò.) Íàìåðåòå ðåêóðåíòíî îòíîøåíèå è íà÷àëíè óñëîâèÿ çà áðîÿ íà
äóìèòå ñ äúëæèíà n íàä àçáóêàòà A = {a, b, c} çà ïðîèçâîëíî n ∈ N, âñÿêà îò
êîèòî ñúäúðæà íå÷åòåí áðîé áóêâè a. Ðåøåòå ïîëó÷åíîòî ðåêóðåíòíî îòíîøåíèå.
Îïðåäåëåòå áðîÿ íà òåçè äóìè ñ äúëæèíà n = 10.

Ðåøåíèå:
Íåêà n ∈ N, Wn å ìíîæåñòâîòî îò äóìè íàä àçáóêàòà A ñ äúëæèíà n, Sn ⊆ Wn -

ìíîæåñòâîòî îò äóìè, âñÿêà îò êîèòî ñúäúðæà íå÷åòåí áðîé áóêâè a, |Sn| = an è ε å
ïðàçíàòà äóìà. Òîãàâà:

a0 = 0, çàùîòî W0 = {ε}, îò êîåòî ñëåäâà, ÷å S0 = ∅
a1 = 1, çàùîòî W1 = {a, b, c}, îò êîåòî ñëåäâà, ÷å S1 = {a}
a2 = 4, çàùîòî W2 = {aa, ab, ac, ba, bb, bc, ca, cb, cc}, îò êîåòî ñëåäâà, ÷å S2 =

{ab, ac, ba, ca}
Íåêà n ≥ 2. Âñÿêà äóìà δ îò Sn å îò åäèí îò ñëåäíèòå òðè âèäà:
à) δ = ωb, ω ∈ Sn−1
á) δ = ωc, ω ∈ Sn−1
â) δ = ωa, ω ∈ Wn−1 è ñúäúðæà ÷åòåí áðîé áóêâè a

Ñëåäîâàòåëíî, Sn = A1 ∪ A2 ∪ A3, êúäåòî A1 ⊆ Sn - ìíîæåñòâîòî îò äóìè îò âèäà
à), A2 ⊆ Sn - ìíîæåñòâîòî îò äóìè îò âèäà á), A3 ⊆ Sn - ìíîæåñòâîòî îò äóìè îò
âèäà â), êàòî ìíîæåñòâàòà ñà íåïðåñè÷àùè ñå è ñúãëàñíî ïðèíöèïà íà ñúáèðàíåòî
|Sn| = |A1|+ |A2|+ |A3|, êúäåòî:
|A1| = |Sn−1|, çàùîòî íà âñÿêà äóìà δ ∈ A1 åäíîçíà÷íî ñúîòâåòñòâà äóìà ω ∈ Sn−1,
|A2| = |Sn−1|, çàùîòî íà âñÿêà äóìà δ ∈ A2 åäíîçíà÷íî ñúîòâåòñòâà äóìà ω ∈ Sn−1,
|A3| = |Wn−1| − |Sn−1|, ñúãëàñíî ïðèíöèïà íà èçâàæäàíåòî.
È òàêà, ïîëó÷èõìå ñëåäíîòî ëèíåéíî íåõîìîãåííî ðåêóðåíòíî îòíîøåíèå: an −

an−1 = 3n−1.
Ðåøàâàíå íà ðåêóðåíòíîòî îòíîøåíèå:
1. Îïðåäåëÿíå íà îáùîòî ðåøåíèå íà ñúîòâåòíîòî ëèíåéíî õîìîãåííî ðåêóðåíòíî

îòíîøåíèå an − an−1 = 0:
1.1. Îïðåäåëÿíå íà êîðåíèòå íà õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå è ñúîòâåòíèòå

èì êðàòíîñòè: x− 1 = 0⇒ x = 1 ñ êðàòíîñò 1
1.2. Ïðåäñòàâÿíå íà îáùîòî ðåøåíèå: acn = A · 1n
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2. Îïðåäåëÿíå íà ÷àñòíî ðåøåíèå íà ëèíåéíîòî íåõîìîãåííî ðåêóðåíòíî îòíîøå-
íèå: apn = B · 3n

3. Ñúáèðàíå íà ðåøåíèÿòà îò ò.1 è ò.2 è ïîëó÷àâàíå íà ðåøåíèåòî â îáù âèä:
an = A+B · 3n

4. Èçïîëçâàíå íà íà÷àëíèòå óñëîâèÿ çà îïðåäåëÿíå íà êîíñòàíòèòå îò ò.3

A+B = 0

A+ 3B = 1⇒ 2B = 1⇒ B =
1

2
⇒ A = −1

2

Ñëåäîâàòåëíî, an =
3n − 1

2
.

Ñúãëàñíî ôîðìóëàòà, áðîÿò íà äóìèòå ñ äúëæèíà n = 10, âñÿêà îò êîèòî ñúäúðæà

íå÷åòåí áðîé áóêâè a, å a10 =
310 − 1

2
= 29524.

Ñúùèÿò áðîé ñå ïîëó÷àâà, èçïîëçâàéêè ïîëó÷åíîòî ðåêóðåíòíî îòíîøåíèå, êàêòî
ñå âèæäà îò ñëåäâàùàòà òàáëèöà.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

3n−1 1 3 9 27 81 243 729 2187 6561 19683
an 0 1 4 13 40 121 364 1093 3280 9841 29524

Çàäà÷à 2: (15ò.) Äîêàæåòå, ÷å àêî G(V,E), |V | ≥ 3 å Õàìèëòîíîâ ãðàô, òî òîé íÿìà
ñðÿçâàù âðúõ. Ñðÿçâàù âðúõ å âñåêè âðúõ, òàêúâ ÷å ïðè îòñòðàíÿâàíåòî íà íåãî è
îòñòðàíÿâàíåòî íà ðåáðàòà, èíöèäåíòíè ñ íåãî, áðîÿò íà ñâúðçàíèòå êîìïîíåíòè ñå
óâåëè÷àâà.

Ðåøåíèå:

Äîïóñêàìå ïðîòèâíîòî, ÷å G èìà ñðÿçâàù âðúõ v1 ∈ V . Íåêà G′(V ′, E ′), êúäåòî
V ′ = V \{v1} è E ′ ⊂ E, å ãðàôúò, ïîëó÷åí îò G ÷ðåç îòñòðàíÿâàíåòî íà v1 è ðåáðàòà,
èíöèäåíòíè ñ íåãî. ÃðàôúòG′ èìà k ≥ 2 ñâúðçàíè êîìïîíåíòèG1(V1, E1), ..., Gk(Vk, Ek).
Íåêà v1, v2, v3, ..., vn, v1 å Õàìèëòîíîâ öèêúë íà ãðàôà G è v2 ∈ V1. Îò v2 6= v1 è v3 6= v1
ñëåäâà, ÷å (v2, v3) ∈ E, à îò ïîñëåäíîòî ñëåäâà, ÷å v3 ∈ V1. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àâàìå, ÷å
v4 ∈ V1, ..., vn ∈ V1. Ñëåäîâàòåëíî, G′ èìà åäíà ñâúðçàíà êîìïîíåíòà - ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäîâàòåëíî, Õàìèëòîíîâèÿò ãðàô G íÿìà ñðÿçâàù âðúõ.

Çàäà÷à 3: (15ò.) Äàäåíè ñà ôîðìóëèòå

A = (x ∨ y) ↓ (x→ (y → z)) ∨ xz
B = (y → (x ∨ z))⊕ xz ⊕ 1

à) Äîêàæåòå, ÷å ôîðìóëèòå ñà åêâèâàëåíòíè

Ðåøåíèå:

Çà âñÿêà îò ôîðìóëèòå ùå íàìåðèì ñòúëáà íà ôóíêöèÿòà, ïðåäñòàâåíà ñúñ ñúîò-
âåòíàòà ôîðìóëà.
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x y z x ∨ y x→ (y → z) xz A y → (x ∨ z) xz ⊕ 1 B

0 0 0 1 1 0 0 1 1 0
0 0 1 1 1 0 0 1 1 0
0 1 0 0 0 0 1 0 1 1
0 1 1 0 1 0 0 1 1 0
1 0 0 1 1 0 0 1 1 0
1 0 1 1 1 1 1 1 0 1
1 1 0 1 1 0 0 1 1 0
1 1 1 1 1 1 1 1 0 1

Î÷åâèäíî ôîðìóëèòå A è B ïðåäñòàâÿò åäíà è ñúùà ôóíêöèÿ, ñëåäîâàòåëíî ñà
åêâèâàëåíòíè.

á) Íàìåðåòå ñòúëáà íà ôóíêöèÿòà, ïðåäñòàâåíà ñ ãîðíèòå ôîðìóëè

Ðåøåíèå:

f(x, y, z) = (0 0 1 0 0 1 0 1)

â) Îïðåäåëåòå ñúâúðøåíàòà äèçþíêòèâíà íîðìàëíà ôîðìà íà ôóíêöèÿòà

Ðåøåíèå:

f(x, y, z) = xyz ∨ xyz ∨ xyz
ã) Ïðåäñòàâåòå ôóíêöèÿòà ñ ïîëèíîì íà Æåãàëêèí

Ðåøåíèå:

f(x, y, z) = xyz ⊕ xy ⊕ xz ⊕ yz ⊕ y

Çàäà÷à 4: (15ò.) Áóëåâàòà ôóíêöèÿ f(x̃n) ñå íàðè÷à ñèìåòðè÷íà òî÷íî òîãàâà, êîãàòî
f(x1, x2, ..., xn) = f(xi1 , xi2 , ..., xin) çà âñÿêà ïåðìóòàöèÿ íà ïðîìåíëèâèòå. Íàìåðåòå
áðîÿ íà ñèìåòðè÷íèòå áóëåâè ôóíêöèè íà n ïðîìåíëèâè.

Ðåøåíèå:

Íåêà f(x1, x2, ..., xn) : J
n
2 → J2 å ñèìåòðè÷íà áóëåâà ôóíêöèÿ íà n ïðîìåíëèâè. Äà

ðàçãëåäàìå ïðîèçâîëåí âåêòîð îò äåôèíèöèîííîòî é ìíîæåñòâî α̃ = (α1, α2, ..., αn).
Òúé êàòî ôóíêöèÿòà å ñèìåòðè÷íà, òî f(α̃) = f(αi1 , αi2 , ..., αin), çà âñåêè âåêòîð
α′ = (αi1 , αi2 , ..., αin), ïîëó÷åí ÷ðåç ïåðìóòàöèÿ íà åëåìåíòèòå íà âåêòîðà α̃.

È òàêà, àêî îïðåäåëèì ñòîéíîñòòà íà ôóíêöèÿòà â åäèí âåêòîð, òî òÿ ñå äîîïðåäå-
ëÿ âúðõó âñè÷êè âåêòîðè ñúñ ñúùîòî òåãëî. Ðàçëè÷íèòå âúçìîæíè òåãëà íà âåêòîðè
â Jn

2 ñà n+ 1, ñëåäîâàòåëíî áðîÿò íà òúðñåíèòå ôóíêöèè å 2n+1.

Çàäà÷à 5: (15ò.) Îïåðàöèÿòà äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå íà ãðàôè ñå äåôèíèðà ïî ñëåä-
íèÿ íà÷èí. ÍåêàG1 = (V1, E1) èG2 = (V2, E2) ñà ïðîèçâîëíè ãðàôè. Äåêàðòîâîòî ïðî-
èçâåäåíèå G1×G2 å ãðàôúò G = (V,E), êúäåòî V = V1×V2, à âñåêè äâà âúðõà (u1, u2)
è (v1, v2) íà G ñà ñúñåäíè òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ((u1 = v1) è (u2, v2) ∈ E2) èëè
((u2 = v2) è (u1, v1) ∈ E1).

Äîêàæåòå ïî èíäóêöèÿ, ÷å n-ìåðíèÿò õèïåðêóá Qn èìà äèàìåòúð n. Çà öåëòà
èçïîëçâàéòå ñëåäíàòà ðåêóðñèâíà äåôèíèöèÿ íà n-ìåðåí õèïåðêóá:

1. Q1 = K2

2. Qn+1 = K2 ×Qn
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Ïðèìåð: Íà ñëåäâàùàòà ðèñóíêà ñà ïîêàçàíè ãðàôèòå:

Q1 = K2 = ({0, 1}, {(0, 1)})
Q2 = K2 ×Q1

Q3 = K2 ×Q2

Q4 = K2 ×Q3

Ðåøåíèå: Ùå äîêàæåì ïî èíäóêöèÿ ñëåäíîòî òâúðäåíèå:
P (n) : Äèàìåòúðúò íà ãðàôà Qn(Vn, En) å n.

1. Áàçà: n=1
P (1) : Äèàìåòúðúò íà ãðàôà Q1 å 1
Òâúðäåíèåòî î÷åâèäíî å èñòèíà.

2. Èíäóêöèîííî ïðåäïîëîæåíèå:
P (k) å èñòèíà çà íÿêîå k ≥ 1.

3. Ùå äîêàæåì P (k + 1) : Äèàìåòúðúò íà ãðàôà Qk+1(Vk+1, Ek+1) å k + 1.
Ïúðâî ùå ïðîâåðèì, ÷å ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó ïðîèçâîëíè äâà âúðõà íà ãðàôà å

íàé-ìíîãî k + 1.
Íåêà u, v ∈ Vk+1, u = (x, u′), v = (y, v′) êúäåòî x, y ñà äâàòà âúðíà íà K2;u

′, v′ ∈
Vk. Äà îçíà÷èì ñ p = u′, w1, w2, ..., wr, v

′ íàé-êúñèÿ ïúò ìåæäó âúðõîâåòå u′ è v′ â
ãðàôà Qk. Ñúãëàñíî èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå, äèàìåòúðúò íà ãðàôà Qk å k,
ñëåäîâàòåëíî ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó âúðõîâåòå u′ è v′ å íàé-ìíîãî k, ò.å. |p| ≤ k.

Ùå ðàçãëåäàìå äâà ñëó÷àÿ:
1. x = y
Ñúãëàñíî äåôèíèöèÿòà íà ãðàôà Qk+1, ðåäèöàòà îò íåãîâè âúðõîâå:

4



p′ = (x, u′), (x,w1), (x,w2), ..., (x,wr), (x, v
′)ôîðìèðà ïúò ìåæäó âúðõîâåòå u è v â òîçè

ãðàô è íåãîâàòà äúëæèíà å |p′| = |p| ≤ k. Àêî äîïóñíåì, ÷å ìåæäó u è v èìà ïî-êúñ
ïúò q′ = (x, u′), (x, z1), (x, z2), ..., (x, zs), (x, v

′) , òî òîãàâà ïúòÿò q = u′, z1, z2, ..., zs, v
′ â

Qk ùå áúäå ïî-êúñ îò p, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå ñ èçáîðà íà p.
2. x 6= y
Äà ðàçãëåäàìå âúðõà t = (x, v′) ∈ Vk+1. Ñåãà äà èçïîëçâàìå îòíîâî ïúòÿ p â

ãðàôà Qk è äà îáðàçóâàìå ïúòÿ îò âðúõ u äî âðúõ v ïðåç âðúõ t â ãðàôà Qk+1:
p′′ = (x, u′), (x,w1), (x,w2), ..., (x,wr), (x, v

′), (y, v′) Òîçè ïúò èìà äúëæèíà íàé-ìíîãî
k+1, òúé êàòî |p′′| = |p′|+1 ≤ k+1. Äîïóñêàíåòî, ÷å p′′ íå å íàé-êúñèÿò ïúò ìåæäó
u è v îòíîâî ùå íè äîâåäå äî ïðîòèâîðå÷èåòî ñ èçáîðà íà ïúòÿ p.

Ñëåäîâàòåëíî, ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó ïðîèçâîëíî èçáðàíè âúðõîâå â ãðàôà Qk+1 íå
íàäìèíàâà k + 1, ò.å. äèàìåòúðúò íà ãðàôà íå íàäìèíàâà k + 1.

Îñòàâà äà äîêàæåì, ÷å â ãðàôà èìà äâà âúðõà íà ðàçñòîÿíèå k + 1. Çà öåëòà äà
ðàçãëåäàìå äâà âúðõà îò ãðàôà Qk, êîèòî ñà íà ðàçñòîÿíèå k. Òàêèâà èìà, çàùîòî
äèàìåòúðúò íà ãðàôà å k. Íåêà òîâà ñà âúðõîâåòå u′ è v′, à íàé-êúñèÿò ïúò ìåæäó
òÿõ å p = u′, w1, w2, ..., ws, v

′ ñ äúëæèíà |p| = k. Òîãàâà ðåäèöàòà îò âúðõîâå íà ãðàôà
Qk+1: p

′ = (x, u′), (x,w1), (x,w2), ..., (x,ws), (x, v
′), (y, v′) ôîðìèðà ïúò â ãðàôà è èìà

äúëæèíà k + 1.
Ñ òîâà òâúðäåíèåòî íà çàäà÷àòà å äîêàçàíî.
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