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Ãëàâà 1

Ñîðòèðîâêè

Òóê òðÿáâà äà äåôèíèðàìå çàäà÷àòà ñîðòèðàíå, îáîçíà÷åíèÿòà è êàêâî å èíâåðñèÿ

1.1 Íàèâíè ñîðòèðîâêè

1.2 MergeSort

1.3 HeapSort

1.3.1 Ïðèîðèòåòíà îïàøêà, ïèðàìèäà.

Ïðèîðèòåòíà îïàøêà ùå íàðè÷àìå àáñòðàêòíà ñòðóêòóðà äàííè, êîÿòî ñúõðàíÿâà ìíîæåñòâî îò
îáåêòè S, âñåêè åëåìåíò íà S å äâîéêà îò âèäà 〈key, value〉. Âúðõó ïðèîðèòåòíàòà îïàøêà ñà äåôè-
íèðàíè ïîíå äâå îïåðàöèè � Insert(S, el), êîÿòî äîáàâÿ íîâ åëåìåíò â ñòðóêòóðàòà è ôóíêöèÿòà
ExtractMax(S), êîÿòî âðúùà åëåìåíòà ñ íàé-ãîëÿì êëþ÷ key è ãî èçòðèâà îò ñòðóêòóðàòà.

Âåðîÿòíî òàçè ñòðóêòóðà å áèëà äåôèíèðàíà çà ïúðâèòå îïåðàöèîííè ñèñòåìè, êîèòî ñà óïðàâ-
ëÿâàëè ðåäà íà èçïúëíåíèåòî íà ãðóïà ïðîöåñè (jobs) âúðõó ñïîäåëåí êîìïþòúð ñ âðåìåäåëåíå.
Òàêúâ êîìïþòúð èçïúëíÿâà â äàäåí ìîìåíò åäèí ïðîöåñ (çàäàíèå), íî ìíîãî ïîòðåáèòåëè ïî-
äàâàò ñâîèòå çàäàíèÿ çà èçïúëíåíèå, êàòî âñÿêî çàäàíèå èìà ïðèîðèòåò key. Êîãàòî òåêóùèÿò
ïðîöåñ çàâúðøè èëè áúäå ïðåêúñíàò, ïëàíèðàùàòà ïðîãðàìà íà ñèñòåìàòà job scheduler èçâëè÷à
çàäàíèåòî ñ íàé-ãîëÿì ïðèîðèòåò îò îïàøêàòà è ãî ñòàðòèðà. Àêî òåêóùèÿò ïðîöåñ å áèë ïðåêúñ-
íàò, òîé ñå âìúêâà â îïàøêàòà, çà äà ÷àêà ïîñëåäâàùî âêëþ÷âàíå. Êîãàòî â ñèñòåìàòà ïîñòúïè
íîâî çàäàíèå, òî ñå âêàðâà â ïðèîðèòåòíàòà îïàøêà.

Èìà íÿêîëêî íàèâíè ðåàëèçàöèè íà ïðèîðèòåòíàòà îïàøêà:

• Àêî ñúõðàíÿâàìå åëåìåíòèòå îò S â îáèêíîâåí ìàñèâ èëè ñïèñúê, ïðîöåäóðàòà Insert(S, el)
ùå ñå èçïúëíÿâà çà âðåìå O(1), à ExtractMax(S) � çà âðåìå O(n).

• Àêî ñúõðàíÿâàìå åëåìåíòèòå îò S â ñîðòèðàí ñïèñúê, ïðîöåäóðàòà Insert(S, el) ùå ñå èç-
ïúëíÿâà çà âðåìå O(n), à ExtractMax(S) � çà âðåìå O(1).
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Ïðè íàèâíèòå ðåàëèçàöèè ïîíå åäíà îò äâåòå îñíîâíè îïåðàöèèòå ñå èçïúëíÿâà áàâíî � çà âðåìå
O(n).

Ïî-äîëó ùå îïèøåì íàé-ëåêàòà è íàé-èçïîëçâàíà åôåêòèâíà ðåàëèçàöèÿ íà ïðèîðèòåòíà îïàø-
êà: òÿ ñå íàðè÷à äâîè÷íà ïèðàìèäà (binary heap). Ïðè íåÿ äâåòå îñíîâíè îïåðàöèè îòíåìàò âðåìå
O(lg(n)).

A 1

B 2 C 3

D 4 E 5 F 6 G 7

H 8 I 9 J 10

íèâî 0

íèâî 1

íèâî 2

íèâî 3

Ôèãóðà 1.1: Ïîïúëíåíî äâîè÷íî äúðâî: âñè÷êè íèâà ñà çàïúëíåíè ñ èçêëþ÷åíèå íà ïîñëåäíîòî,
êúäåòî ñà çàïúëíåíè íÿêîëêî âúðõà ïëúòíî â ëÿâàòà ÷àñò íà íèâîòî.

Äâîè÷íî äúðâî ùå íàðè÷àìå êîðåíîâî äúðâî, âñåêè âðúõ v íà êîåòî èìà íàé-ìíîãî äâà íàñëåä-
íèêà, êîèòî ùå íàðè÷àìå ëÿâ è äåñåí ñèí íà v.

Ïîïúëíåíî äâîè÷íî äúðâî ùå íàðè÷àìå äâîè÷íî äúðâî, çà êîåòî âñè÷êè íèâà (íèâî å ìíîæåñ-
òâî îò âúðõîâå, ðàâíîîòäàëå÷åíè îò êîðåíà) ñà çàïúëíåíè, ñ èçêëþ÷åíèå íà ïîñëåäíîòî, êîåòî å
÷àñòè÷íî çàïúëíåíî, îòëÿâî íàäÿñíî (âèæ Ôèãóðà 1.1).

Îáèêíîâåíî äúðâåòàòà ñå ïðåäñòàâÿò â ïàìåòòà íà êîìïþòúðà ñ ïîìîùòà íà óêàçàòåëè ìåæäó
âúðõîâåòå, êîèòî ïðåäñòàâÿò îðèåíòèðàíèòå ðåáðà íà äúðâîòî.

Ïîïúëíåíîòî äâîè÷íî äúðâî ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè ïî-èêîíîìè÷íî � â îáèêíîâåí ìàñèâ, âñåêè
âðúõ ñå ðàçïîëàãà â åëåìåíò íà ìàñèâà ñ íîìåð, êîéòî ñå ïîëó÷àâà òàêà: âúðõîâåòå ñå íîìåðèðàò îò
êîðåíà êúì ñëåäâàùèòå ãî íèâà ïîñëåäîâàòåëíî � êàêòî å ïîêàçàíî íà Ôèãóðà 1.1. Êîðåíúò âèíàãè
èìà íîìåð 1, ëåâèÿò ìó ñèí ïîëó÷àâà íîìåð 2, äåñíèÿò � 3, âúðõîâåòå îò 2-ðî íèâî ïîëó÷àâàò
íîìåðà îò 4 äî 7, âúðõîâåòå îò íèâî k ïîëó÷àâàò íîìåðà îò 2k äî 2k+1 − 1.

Ëåñíî ñå ñúáðàçÿâà, ÷å ïðè òàêàâà íîìåðàöèÿ ñà â ñèëà ñëåäíèòå çàâèñèìîñòè ìåæäó âðúõ
ñ íîìåð i è ñâúðçàíèòå ñ íåãî: íåãîâèÿò ðîäèòåë èìà íîìåð bi/2c, ëåâèÿò ìó ñèí èìà íîìåð
2i, à äåñíèÿò � 2i + 1. Ïî-íàòàòúê ùå îçíà÷àâàìå íîìåðàòà íà ðîäíèíèòå íà âðúõ ñ íîìåð i
ñúîòâåòíî ñ parent(i), left(i) è right(i). Òÿõíîòî èç÷èñëÿâàíå å ëåñíî (ðîòàöèÿ íà áèòîâåòå íà i
åäíà ïîçèöèÿ íàäÿñíî èëè íàëÿâî ñ äîïèñâàíå íà 0 èëè 1) è â ïðàêòè÷åñêà ðåàëèçàöèÿ ñëåäâà äà
áúäàò èç÷èñëÿâàíè ïðÿêî èëè äåôèíèðàíè êàòî ìàêðîñè.

Î÷åâèäíî å ñúùî, ÷å ïîïúëíåíî äúðâî ñ n âúðõà ùå çàåìå åëåìåíòèòå íà ìàñèâà ñ ïîñëåäîâà-
òåëíè íîìåðà îò 1 äî n. Çà óäîáñòâî ùå ñúêðàùàâàìå 'âðúõ ñ íîìåð i' äî 'âðúõ i'.

Ïîääúðâîòî, ïîðîäåíî îò âúðõà i ùå îçíà÷àâàìå ñ [[i]]. Îïðåäåëÿìå ãî òàêà:

• Àêî âúðõúò i å ëèñòî, [[i]] ñúäúðæà åäèíñòâåí âðúõ i.

• Àêî âúðõúò i èìà íàñëåäíèöè (íàñëåäíèê), [[i]] å êîðåíîâî äúðâî ñ êîðåí âðúõ i, ëÿâî ïîä-
äúðâî [[left(i)]] è äÿñíî ïîääúðâî [[right(i)]].

Âñè÷êè ïîðîäåíè ïîääúðâåòàòà íà ïîïúëíåíî äúðâî ñà ïîïúëíåíè äúðâåòà.

Ïîïúëíåíî äúðâî ñ n âúðõà èìà òî÷íî parent(n) = bn/2c âúðõîâå ñ íàñëåäíèöè. Òîâà ñëåäâà
îò ôàêòà, ÷å ôóíêöèÿòà parent(i) å ìîíîòîííî ðàñòÿùà: âúðõúò n ùå èìà ðîäèòåë ñ íàé-ãîëÿì
íîìåð. Îò ðàâåíñòâîòî n = bn/2c+ dn/2e ñëåäâà, ÷å ëèñòàòà â äúðâî ñ n âúðõà ñà dn/2e.
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Ùå ñúõðàíÿâàìå ñòðóêòóðàòà S â ìàñèâ A[1 . . . n], çàåäíî ñ áðîÿ÷ size, êîéòî ùå îò÷èòà êîëêî
åëåìåíòà â äàäåí ìîìåíò ñà âúòðå â ïðèîðèòåòíàòà îïàøêà. Î÷åâèäíî â S ìîæåì äà âêàðàìå íàé-
ìíîãî n åëåìåíòà. Åëåìåíòèòå ïðè ïðàêòè÷åñêà ðåàëèçàöèÿ ñà îò âèäà 〈key, value〉, êàòî èìàìå
ëèíåéíà íàðåäáà ïî key. Çà ïðîñòîòà ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å key å öÿëî ÷èñëî è ùå ïðîïóñêàìå
value.

h-èíâåðñèÿ ùå íàðè÷àìå äâîéêà èíäåêñè 〈i, j〉, 0 < j < i ≤ size, òàêàâà, ÷å j ñå íàìèðà íà ïúòÿ
îò i íàãîðå êúì êîðåíà íà ïîïúëíåíîòî äúðâî è A[i] > A[j].

Ùå êàçâàìå, ÷å S å ïèðàìèäà, êîãàòî çà âñÿêî i, 1 < i ≤ size å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî
A[i] ≤ A[parent(i)].

Ëåìà 1.1. S å ïèðàìèäà ⇐⇒ Â S íÿìà h-èíâåðñèè.

Äîêàçàòåëñòâî:

=⇒ Âñåêè ïúò îò âðúõ íàãîðå êúì êîðåíà â ïîïúëíåíîòî äúðâî íà S ïîñåùàâà ðàñòÿùà ðåäèöà
ñòîéíîñòè íà êëþ÷îâå â A: àêî (v1, v2, . . . , vl) å òàêúâ ïúò, çà âñåêè äâà ñúñåäíè âúðõà â íåãî
vi+1 = parent(vi) è A[vi] ≤ A[vi+1], â òàêàâà ðåäèöà íÿìà h-èíâåðñèè.
⇐= Ïî òðèâèàëíèÿ ïúò (i, parent(i)) íÿìà h-èíâåðñèÿ, ñëåäîâàòåëíî A[i] ≤ A[parent(i)].

Îò ëåìàòà ñëåäâà, ÷å â êîðåíà íà ïèðàìèäàòà ñòîéíîñòòà íà êëþ÷à ùå å ìàêñèìàëíà.

Ôèãóðà 1.2 ïðåäñòàâÿ ïèðàìèäà ñ 10 åëåìåíòà.

Ìàñèâúò A ñúäúðæà åëåìåíòèòå (16, 13, 9, 8, 11, 7, 4, 5, 7, 10). Òîé íå å ñîðòèðàí, íî ïèðàìèäàëíî-
òî ñâîéñòâî å èçïúëíåíî: âñåêè åëåìåíò å ïî-ìàëúê èëè ðàâåí íà ðîäèòåëÿ ñè. Êîðåíúò ñúäúðæà
ìàêñèìàëíèÿ åëåìåíò.

16 1

13 2 9 3

8 4 11 5 7 6 4 7

5 8 7 9 10 10

íèâî 0

íèâî 1

íèâî 2

íèâî 3

Ôèãóðà 1.2: Ïèðàìèäà. Âúâ âñåêè âðúõ å èçïèñàíà ñòîéíîñòòà íà êëþ÷à, à âñòðàíè å èçïèñàíà
ïîçèöèÿòà íà âúðõà â ìàñèâà A.

Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å â ïèðàìèäà ñìå ïðîìåíèëè ñòîéíîñòòà (íà êëþ÷à) â åäèí îò âúðõîâåòå.
Òîãàâà å âúçìîæíî ïèðàìèäàëíîòî ñâîéñòâî äà ñå íàðóøè. Íàðè÷àìå òîçè âðúõ äåôåêòåí, à
ïîëó÷åíàòà ñòðóêòóðà ïèðàìèäà ñ äåôåêò.

Ôîðìàëíà äåôèíèöèÿ: Êàçâàìå, ÷å S å ïèðàìèäà ñ äåôåêò i, êîãàòî i ó÷àñòâà âúâ âñè÷êè h-
èíâåðñèè íà S.

Ëåìà 1.2. Íåêà S å ïèðàìèäà ñ äåôåêò i. Òîãàâà å âÿðíî åäíî îò äâåòå òâúðäåíèÿ:

1. Âñè÷êè h-èíâåðñèè â S ñà îò âèäà 〈i, j〉, êàòî j å âðúõ ïî ïúòÿ íàãîðå îò i êúì êîðåíà.

2. Âñè÷êè h-èíâåðñèè â S ñà îò âèäà 〈j, i〉, êàòî j å íàñëåäíèê (ñèí èëè ïðàíàñëåäíèê) íà i (j
å îò ïîääúðâîòî [[i]]).
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Äîêàçàòåëñòâî:

Äà äîïóñíåì, ÷å èìà h-èíâåðñèÿ íà i ñ íåãîâ íàñëåäíèê j1, è äðóãà, ñ íåãîâ îáîáùåí ðîäèòåë
(ðîäèòåë èëè ïðàðîäèòåë) j2. Îò òåçè äâå h-èíâåðñèè ñëåäâàò íåðàâåíñòâàòà A[j1] > A[i] > A[j2].
Ïúòÿò íàãîðå êúì êîðåíà îò j1 ùå ìèíå ïúðâî ïðåç i, à ïîñëå è ïðåç j2. Îêàçâà ñå, ÷å äâîéêàòà
〈j1, j2〉 îáðàçóâà h-èíâåðñèÿ, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåìàòà äàâà ÿñíà õàðàêòåðèçàöèÿ íà äåôåêò â ïèðàìèäà:

Â ñëó÷àé 1. äåôåêòúò å ïî-ãîëÿì îò íÿêîé îáîáùåí ðîäèòåë. Ùå íàðè÷àìå òîçè ñëó÷àé äåôåêò

íàãîðå. Ñëåäíàòà ïðîñòà ïðîöåäóðà íàìàëÿ áðîÿ íà h-èíâåðñèèòå ïðè äåôåêò íàãîðå âúâ âúðõà i:

StepUp(A, i)
1 swap(A[i], A[parent(i)])

Êîðåêòíîñò: Ïî ïúòÿ êúì êîðåíà íàé-ìàëúê å ïðåêèÿò ðîäèòåë, ò.å. âúðõîâåòå i è j = parent(i)
îáðàçóâàò h-èíâåðñèÿ è ðàçìÿíàòà íà ñòîéíîñòèòå èì óíèùîæàâà òàçè h-èíâåðñèÿ.

Â ïîääúðâîòî [[j]] ïðåäè ðàçìÿíàòà íÿìà äðóãè h-èíâåðñèè è ðàçìÿíàòà íÿìà äà ñúçäàäå íîâè:
äåôåêòúò å ïî-ãîëÿì îò âñè÷êè åëåìåíòè íà [[j]] è ñëåä ðàçìÿíàòà òîé ñå îêàçâà íà âúðõà íà ïîä-
äúðâîòî, à ñòîéíîñòòà íà A[j] ïðåäè ðàçìÿíàòà e ïî-ãîëÿìà îò âñè÷êè íàñëåäíèöè â ïîääúðâîòî
[[i]] (çàùîòî íå å â h-èíâåðñèÿ ñ òÿõ) è ñëåä ðàçìÿíàòà òÿ ñå îêàçâà íà âúðõà íà òîâà ïîääúðâî.

Ñëåäîâàòåëíî ñëåä ðàçìÿíàòà ùå îñòàíàò h-èíâåðñèè ñàìî ìåæäó âðúõ j (íîâîòî ìÿñòî íà
äåôåêòà) è íåãîâèòå îáîáùåíè ðîäèòåëè (òåçè h-èíâåðñèè ñå çàïàçâàò ïðè ðàçìÿíàòà).

Çà äà óíèùîæèì âñè÷êè h-èíâåðñèèòå ïðè äåôåêò íàãîðå âúâ âúðõà i, òðÿáâà äà ìåñòèì öèê-
ëè÷íî äåôåêòà íàãîðå, äîêàòî èç÷åçíå:

MoveUp(A, i)
1 while (i > 1) ∧ (A[i] > A[parent(i)]) do
2 swap(A[i], A[parent(i)])
3 i ← parent(i)

Êîðåêòíîñòòà íà MoveUp ñëåäâà îò ñâîéñòâîòî íà StepUp äà èçäèãà äåôåêòà íà åäíî íèâî ïî-
áëèçî äî êîðåíà. Òúé êàòî áðîÿò íà íèâàòà â ïîïúëíåíîòî äúðâî íå íàäâèøàâà lg(n), ñëîæíîñòòà
íà MoveUp å O(lg(n)).

Â ñëó÷àé 2. íà ëåìà 1.2 ùå êàçâàìå, ÷å å íàëèöå äåôåêò íàäîëó. Òàêúâ äåôåêò ïîòúâà åäíî
íèâî íàäîëó ïðè ñëåäíàòà ïðîñòà ïðîöåäóðà (ïðåäïîëàãàìå, ÷å äåôåêòà å âúâ âðúõ i è òîé èìà
äâàìà ñèíà):

StepDown(A, i)
1 if A[left(i)] < A[right(i)]
2 swap(A[i], A[right(i)])
3 else swap(A[i], A[left(i)])

Êîðåêòíîñò: Ùå ðàçãëåäàìå ñàìî ñëó÷àÿ êîãàòî A[left(i)] < A[right(i)], äðóãèÿò å ñèìåòðè÷åí.

A[right(i)] å íàé-ãîëåìèÿò îò âñè÷êè íàñëåäíèöè íà i, çàùîòî â ïîääúðâåòàòà íà äâàòà ñèíà
íÿìà h-èíâåðñèè, ñëåäîâàòåëíî ñèíîâåòå ñà ìàêñèìàëíè â ñâîèòå ïîääúðâåòà è ïðîâåðêàòà íà ðåä
1 ïîêàçâà, ÷å äåñíèÿò ñèí å ïî-ãîëÿì îò ëåâèÿ.

Âúðõîâåòå i è j = right(i) îáðàçóâàò h-èíâåðñèÿ (i å äåôåêòåí, à j å ìàêñèìàëåí) è ðàçìÿíàòà
íà ñòîéíîñòèòå èì ùå ÿ óíèùîæè.

Òúé êàòî äåñíèÿò ñèí ïðè ðàçìÿíàòà îòèâà â êîðåíà íà ïîääúðâîòî [[i]], âñè÷êè èíâåðñèè íà
êîðåíà ñ ëåâèòå ìó íàñëåäíèöè ùå èç÷åçíàò.
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Âñè÷êè h-èíâåðñèè ìåæäó äåôåêòà è íàñëåäíèöèòå íà j ùå ñå çàïàçÿò, íî äåôåêòúò ñëèçà åäíî
íèâî íàäîëó, íà ìÿñòîòî íà äåñíèÿ ñè ñèí.

Ñëåäîâàòåëíî ñëåä ðàçìÿíàòà ùå îñòàíàò h-èíâåðñèè ñàìî ìåæäó âðúõ j (íîâîòî ìÿñòî íà
äåôåêòà) è íåãîâèòå íàñëåäíèöè.

Çà äà óíèùîæèì âñè÷êè h-èíâåðñèè ïðè äåôåêò íàäîëó âúâ âúðõà i (àêî èìà òàêèâà), òðÿáâà
äà ìåñòèì öèêëè÷íî äåôåêòà íàäîëó, äîêàòî èç÷åçíå:

Heapify(A, i)
1 Inversions ← TRUE
2 while Inversions do

3 if (left(i) ≤ size) ∧ (A[i] < A[left(i)])
4 largest ← left(i)
5 else largest ← i
6 if (right(i) ≤ size) ∧ (A[largest] < A[right(i)])
7 largest ← right(i)
8 if largest 6= i
9 swap(A[i], A[largest])
10 i ← largest
11 else Inversions ← FALSE

Êîðåêòíîñò: Äîêàçàòåëñòâîòî ùå èçâúðøèì ïî èíäóêöèÿ ñïðÿìî äúëáî÷èíàòà íà ïîääúðâîòî
[[i]], ïðè èçèñêâàíåòî âñåêè ïúò êîãàòî èçïúëíÿâàìå ðåä 2, i äà ó÷àñòâà âúâ âñè÷êè h-èíâåðñèè â
ïîääúðâîòî [[i]] è ñòîéíîñòòà íà ïðîìåëèâàòà Inversions äà å TRUE.

Î÷åâèäíî, êîãàòî i å ëèñòî (äúëáî÷èíàòà íà ïîääúðâîòî å 0, â íåãî íå ìîæå äà èìà h-èíâåðñèè),
àëãîðèòúìúò ùå ïðèêëþ÷è ðàáîòàòà ñè.

Íåêà äúëáî÷èíàòà íà ïîääúðâîòî [[i]] å k + 1. Àëãîðèòúìúò ïðîâåðÿâà äàëè i èìà ñèíîâå è
h-èíâåðñèè. Ñðàâíÿâàíåòî íà ñòîéíîñòèòå âúâ âðúõ i è ñèíîâåòå å äîñòàòú÷íî, òúé êàòî â ïîä-
äúðâåòàòà íà ñèíîâåòå íÿìà h-èíâåðñèè è òå ñà ìàêñèìàëíè åëåìåíòè â ñâîèòå ïîääúðâåòà.

Óñëîâèåòî largest 6= i íà ðåä 8 å èçïúëíåíî òî÷íî êîãàòî â [[i]] èìà ïîíå 1 h-èíâåðñèÿ, âúðõúò
largest å ïî-ãîëåìèÿò ñèí è ðàçìÿíàòà íà ñòîéíîñòèòå íà âúðõîâåòå i è largest ùå ñâàëè äåôåêòà
åäíî íèâî íàäîëó (âèæ ðàçñúæäåíèÿòà çà êîðåêòíîñòòà íà StepDown).

Íà ðåä 10 i ïðèåìà ñòîéíîñò largest, òîâà å íîâîòî ìÿñòî íà äåôåêòà (àêî âúîáùå èìà äåôåêò),
ïðîìåíëèâàòà Inversions çàïàçâà ñòîéíîñòòà ñè TRUE, à äúëáî÷èíàòà íà ïîääúðâîòî [[i]] å âå÷å
k. Öèêúëúò ùå ñå èçïúëíè îòíîâî, íî ñúãëàñíî èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå äåôåêòúò ùå
èç÷åçíå.

Óñëîâèåòî largest 6= i íà ðåä 8 íå å èçïúëíåíî òî÷íî êîãàòî â ïîäúðâîòî [[i]] íÿìà h-èíâåðñèè.
Òîãàâà ïðîìåíëèâàòà Inversions ïðèåìà ñòîéíîñò FALSE è èçïúëíåíèåòî íà ïðîãðàìàòà ùå
çàâúðøè ñ óíèùîæåí äåôåêò.

Áðîÿò èçïúëíåíèÿ íà öèêúëà while å íàé-ìíîãî äúëáî÷èíàòà íà ïîääúðâîòî [[i]], òàçè äúëáî-
÷èíà å blg(n)− lg(i)c, çà ñêîðîñòòà íà Heapify ïî-íàòàòúê ùå ïîëçâàìå ôèíàòà îöåíêà O(lg(n/i))
èëè ïî-ãðóáàòà O(lg(n)).

Ïðîöåäóðàòà Heapify ìîæå äà ñå ñúêðàòè òàêà (ïðåäëîæåíèå íà Ãðèãîð Öîíåâ):

Heapify(A, i)
1 largest ← i
2 repeat

3 i ← largest
4 if (left(i) ≤ size) ∧ (A[i] < A[left(i)])
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5 largest ← left(i)
6 if (right(i) ≤ size) ∧ (A[largest] < A[right(i)])
7 largest ← right(i)
8 if largest 6= i
9 swap(A[i], A[largest])
10 until i = largest

Îñòàâÿì íà ÷èòàòåëÿ äà äîêàæå åêâèâàëåíòíîñòòà íà äâåòå ðåàëèçàöèè.

Ñåãà âå÷å ìîæåì äà äåôèíèðàìå ôóíêöèèòå, êîèòî ðåàëèçèðàò ïðèîðèòåòíà îïàøêà ÷ðåç ïèðà-
ìèäà. Îïðåäåëèõìå ïî-ãîðå ñòðóêòóðàòà S êàòî äâîéêà îò ìàñèâà A ñ n åëåìåíòà è ïðîìåíëèâàòà
size, êîÿòî ñúõðàíÿâà áðîÿò åëåìåíòè â îïàøêàòà.

CreateHeap(A)
1 size ← 0

Insert(A, el)
1 if size < n
2 size ← size + 1
3 A[size] ← el
4 MoveUp(A, size)
5 else

6 PRINT 'ERROR: heap over�ow!'

ExtractMax(A)
1 if size > 0
2 el ← A[1]
3 A[1] ← A[size]
4 size ← size− 1
5 if size > 0
6 Heapify(A, 1)
7 return el
8 else

9 PRINT 'ERROR: heap is epmthy!'

1.3.2 Àëãîðèòúì HeapSort

Àëãîðèòúìúò HeapSort, êàêòî è ðåàëèçàöèÿòà íà ïðèîðèòåòíà îïàøêà ÷ðåç ïèðàìèäà ñà ïðåä-
ëîæåíè îò J. W. J. Williams ïðåç 1964 ã.

Èäåÿòà íà àëãîðèòúìà å ïðîñòà � ïúðâî ïúõàìå âñè÷êè åëåìåíòè íà ìàñèâà â ïðèîðèòåòíà îïàø-
êà, ïîñëå ãè èçâàæäàìå åäèí ïî åäèí. Ïðè èçâàæäàíåòî íàé-íàïðåä ùå ïîëó÷èì íàé-ãîëåìèÿò
åëåìåíò, ïîñëå âòîðèÿ ïî ãîëåìèíà è ò.í., òîåñò ïîðåäèöàòà ïîëó÷åíà ïðè èçâàæäàíåòî ùå å
ñîðòèðàíà.

Ìîæåì äà ðåàëèçèðàìå è äâåòå ôàçè íà àëãîðèòúìà äà ðàáîòÿò íà ìÿñòî � ÷àñò îò îáðàáîò-
âàíèÿò ìàñèâ ùå å äâîè÷íà ïèðàìèäà, à îñòàíàëàòà ÷àñò ùå ñúäúðæà íåîáðàáîòåíèòå åëåìåíòè
ïðåç ôàçàòà íà èçãðàæäàíå íà ïèðàìèäàòà èëè âå÷å ñîðòèðàíèòå åëåìåíòè ïðåç ôàçàòà íà èç-
âàæäàíåòî íà åëåìåíòèòå îò ïèðàìèäàòà.

Ôàçàòà íà èçãðàæäàíå ñå ðåàëèçèðà ñ ïðîöåäóðàòà MoveUp, îïðåäåëåíà â ïðåäíàòà ñåêöèÿ:
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BuildHeap0(A[1 . . . n])
1 size ← 0
2 while size < n do

3 size ← size + 1
4 MoveUp(A, size)

Êîðåêòíîñòòà ñëåäâà îò âåðíîñòòà íà ñëåäíàòà ïðîñòà èâàðèàíòà: Ïðè âñÿêî èçïúëíåíèå íà ðåä
2 ìàñèâúò A[1 . . . size] å ïèðàìèäà.

Ñëîæíîñòòà íà BuildHeap0 å Θ(n lg n).

Ïðåç ñúùàòà 1964 ã. Robert W. Floyd ïðåäëàãà àëãîðèòúì çà èçãðàæäàíåòî íà ïèðàìèäà ñ
ëèíåéíà ñëîæíîñò:

BuildHeap1(A[1 . . . n])
1 size ← n
2 for i ← parent(n) downto 1
3 Heapify(A, i)

Êîðåêòíîñò: Ùå äîêàæåì âåðíîñòòà íà èíâàðèàíòíîòî ñâîéñòâî: Ïðè âñÿêî äîñòèãàíå íà ðåä
2 ïîääúðâåòàòà [[k]], ïîðîäåíè îò âúðõîâå ñ íîìåðà i < k ≤ n ñà ïèðàìèäè (íå ñúäúðæàò h-
èíâåðñèè).

Ïðè ïúðâîòî äîñòèãàíå íà öèêúëà i = parent(n). Ôóíêöèÿòà parent å ìîíîòîííî ðàñòÿùà,
ñëåäîâàòåëíî âúðõîâåòå k, çà êîèòî i < k ñà ëèñòà â ïîïúëíåíîòî äâîè÷íî äúðâî, çàïèñàíî â
ìàñèâà A (i å âúðõúò ñ íàé-ãîëÿì íîìåð, êîéòî èìà íàñëåäíèöè). Ñëåä êàòî ñà ëèñòà, ïîääúðâåòàòà
[[k]] ñà è ïèðàìèäè.

Êîãàòî ñå èçïúëíÿâà òÿëîòî íà öèêúëà çà íÿêàêâî i, íåãîâèòå íàñëåäíèöè èìàò ïî-ãîëåìè
íîìåðà è îò âåðíîñòòà íà èíâàðèàíòàòà ñëåäâà, ÷å ïîääúðâåòàòòà èì ñà ïèðàìèäè. Ïîääúðâîòî
[[i]] ùå å ïèðàìèäà ñ äåôåêò i, íà ðåä 3 òîçè äåôåêò ùå áúäå ïîïðàâåí îò ïðîöåäóðàòà Heapify.
Òàêà ùå ñå ãàðàíòèðà âåðíîñòòà íà èíâàðèàíòàòà ñëåä íàìàëÿíåòî íà i ñ åäèíèöà è ñëåäâàùîòî
äîñòèãàíå íà íà÷àëîòî íà öèêúëà.

Ïðè ïîñëåäíîòî ïðåìèíàâàíå ïðåç ðåä 3 ïðîìåíëèâàòà i ùå ñòàíå 0, ïðîãðàìàòà ùå çàâúðøè,
îò âåðíîñòòà íà èíâàðèàíòàòà ñëåäâà, ÷å çà 0 < k ïîääúðâîòî [[k]] å ïèðàìèäà, íî çà k = 1 òîâà
ïîääúðâî å öåëèÿò ìàñèâ À.

Ñëîæíîñò: Òðèâèàëíà ãîðíà ãðàíèöà çà ñëîæíîñòòà O(n lg n) ñëåäâà îò ñëîæíîñòòà íà Heapify,
èç÷èñëåíà â ïðåäíàòà ñåêöèÿ.

Ìîæåì äà íàïðàâèì ïî-ôèíà îöåíêà, êàòî îò÷åòåì ÷å Heapify ñòàðòèðàíà âúðõó åëåìåíò i èìà
ñëîæíîñò O(k), êúäåòî k å äúëáî÷èíàòà (áðîèì è êîðåíà) íà ïîääúðâîòî [[i]].

Ïðè àíàëèçà íà êîðåêòíîñòòà ïî-ãîðå ïîêàçàõìå, ÷å îò ìîíîòîííîòî íàðàñòâàíå íà ôóíêöè-
ÿòà parent ñëåäâà, ÷å âúðõîâåòå ñ íîìåðà 1 . . . parent(n) èìàò íàñëåäíèöè, à âúðõîâåòå-ëèñòà
ñà parent(n) . . . n. Ñ äðóãè äóìè áðîÿò íà ïîääúðâåòàòà â ïèðàìèäàòà ñ äúëáî÷èíà ïîíå 2 å
parent(n) = bn2 c, à òèÿ ñ äúëáî÷èíà 1 ñà n− bn2 c.
Ïàê îò ìîíîòîííîñòòà íà parent ñëåäâà, ÷å âúðõúò ñ íàé-ãîëÿì íîìåð è ïîääúðâî ñ äúëáî÷èíà

3 ùå å parent(parent(n)) = bn4 c, ñëåäîâàòåëíî ïîääúðâåòàòà ñ äúëáî÷èíà ïîíå 3 ñà bn4 c, à òèÿ ñ
äúëáî÷èíà 2 ñà òî÷íî bn2 c − b

n
4 c.

Ñ èíäóêöèÿ ìîæåì äà äîêàæåì, ÷å áðîÿò íà ïîääúðâåòàòà â ïîïúëíåíîòî äúðâî íà ïèðàìèäàòà
ñ äúëáî÷èíà k ùå å b n

2k−1 c − b n
2k
c.

Íåêà c å êîíñòàíòàòà îò àñèìïòîòè÷íàòà îöåíêà íàHeapify, òîåñò âðåìåòî çà ðàáîòà íàHeapify
âúðõó åëåìåíò i ñ äúëáî÷èíà íà ïîääúðâîòî k å íå ïîâå÷å îò ck.

Ñóìàðíîòî âðåìå çà ðàáîòàòà íà BuildHeap1 ïî âñè÷êè âúðõîâå ñ äúëáî÷èíà k ùå å îãðàíè÷åíî
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îò èçðàçà ck(b n
2k−1 c − b n

2k
c).

Ñëîæíîñòòà íà BuildHeap1 å ñóìà ïî k íà èçðàçà ïî-ãîðå:

T (n) ≤ c

blgnc∑
k=2

k(b n

2k−1
c − b n

2k
c)

Ìîæåì äà çàìåñòèì ëÿâàòà ñóìà ñ ïî-ãîëÿìà:

T (n) ≤ c

∞∑
k=1

k(b n

2k−1
c − b n

2k
c)

Ãîðíàòà ñóìà å êðàéíà (ïðîâåðåòå ñàìè!). Âñåêè ÷ëåí îò âèäà b n
2k
c) (îñâåí ïúðâèÿ, çà k = 0)

ñå ñðåùà äâà ïúòè � íàé-íàïðåä ñúñ çíàê ìèíóñ è êîåôèöåíò k, ñëåä òîâà ñ ïîëîæèòåëåí çíàê
è êîåôèöåíò k + 1. Ñúáèðàéêè äâåòå ñðåùàíèÿ, ùå ïîëó÷èì âñåêè îò ÷ëåíîâåòå ñ êîåôèöåíò 1
(âêëþ÷èòåëíî è ïúðâèÿ), òàêà ïîëó÷àâàìå ïî-ïðîñòà ñóìà:

T (n) ≤ c
∞∑
k=0

b n
2k
c

Ïðåìàõâàìå çàêðúãëåíèåòî è ïîëó÷àâàìå ïî-ãîëÿìà ñóìà, êîÿòî ïðåñìÿòàìå:

T (n) ≤ c
∞∑
k=0

b n
2k
c ≤ c

∞∑
k=0

n

2k
= cn

∞∑
k=0

1

2k
= 2cn

Ñëîæíîñòòà íà BuildHeap0 â ñðåäíèÿ ñëó÷àé ñúùî å ëèíåéíà. Òîâà ñëåäâà îò ïðîñòè ñòàòèñòè-
÷åñêè ñúîáðàæåíèÿ, à êîíñòàíòàòà è å ìàëêà. Ñ BuildHeap ïî-äîëó ùå áåëåæèì íÿêîÿ îò äâåòå
ïðîöåäóðè çà èçãðàæäàíå íà ïèðàìèäàòà, òúé êàòî å âúçìîæíî â ïðàêòè÷åñêè ðåàëèçàöèè äà
áúäå ïðåäïî÷åòåíà êîÿ äà å îò òÿõ.

Âå÷å ìîæåì äà îïèøåì àëãîðèòúìà HeapSort:

HeapSort(A[1 . . . n])
1 BuildHeap
2 for i ← n downto 2
3 swap(A[1], A[i])
4 size ← size− 1
5 Heapify(A, 1)

Êîðåêòíîñòòà ñëåäâà îò âåðíîñòòà íà ñëåäíàòà èíâàðèàíòà: Ïðè âñÿêî èçïúëíåíèå íà ðåä 2
ìàñèâúò A[1 . . . size] å ïèðàìèäà, à ïîäìàñèâúò A[size+1 . . . n] å ñîðòèðàí è âñè÷êèòå ìó åëåìåíòè
ñà ïî-ãîëåìè èëè ðàâíè íà åëåìåíòèòå íà ïîäìàñèâà A[1 . . . size].

Ñëîæíîñòòà íà HeapSort å Θ(n lg n). Òîé íå èçïîëçâà äîïúëíèòåëíà ïàìåò (îñâåí ìàëúê áðîé
ëîêàëíè ïðîìåíëèâè). Àëãîðèòúìúò íå å ñòàáèëíà ñîðòèðîâêà, ïðè âñÿêà êîíêðåòíà ðåàëèçàöèÿ
íà BuildHeap è Heapify ëåñíî ñå ñòðîè êîíòðàïðèìåð.

1.4 QuickSort

Àëãîðèòúìúò QuickSort å ïðåäëîæåí îò C. A. R. Hoare ïðåç 1962ã. Òîé, êàêòî è MergeSort å
ðåàëèçàöèÿ íà ñõåìàòà 'Ðàçäåëÿé è âëàäåé', íî ïðè ôàçàòà íà ðàçäåëÿíå ñå ïðèëàãà ïî-ôèíà èäåÿ:
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Ðàçäåëÿíå: èçáèðà ñå ñïåöèàëåí åëåìåíò splitter (ðàçäåëèòåë) è ìàñèâúò, êîéòî ñîðòèðàìå ñå
ïðåíàðåæäà òàêà, ÷å îòëÿâî äà ñà åëåìåíòèòå ïî-ìàëêè îò ðàçäåëèòåëÿ, ïîñëå ñëåäâà ðàçäåëèòå-
ëÿò, à íàäÿñíî îò íåãî ñå ðàçïîëàãàò îñòàíàëèòå ïî-ãîëåìè èëè ðàâíè íà splitter åëåìåíòè. Òîâà
ðàçìåñòâàíå çà ïîäèíòåðâàë íà ìàñèâà ñå èçâúðøâà îò ïðîöåäóðàòà Partition, îïèñàíà ïî-äîëó.

Ðåøàâàíå íà ïîäçàäà÷èòå: Ïðè òàçè ôàçà ìàëêèòå åëåìåíòè íàëÿâî îò ðàçäåëèòåëÿ è ãîëå-
ìèòå, êîèòî ñà íàäÿñíî îò íåãî ñå ñîðòèðàò ïîîòäåëíî ñ ðåêóðñèâíî èçâèêâàíå íà ïðîöåäóðàòà
QuickSort, îïèñíà ïî-äîëó, êîÿòî ñúùî îáðàáîòâà ïîäèíòåðâàë íà ìàñèâà, êîéòî ñîðòèðàìå. Ñîð-
òèðîâêàòà íà öåëèÿ ìàñèâ ñå èçâúðøâà ñ èçâèêâàíå QuickSort(A, 1, n).

Îáåäèíÿâàíå: Òàçè ôàçà íå å íåîáõîäèìà, òúé êàòî ðåäèöàòà îò ìàëêè ñîðòèðàíè åëåìåíòè,
ñëåäâàíè îò ðàçäåëèòåëÿ, ñëåäâàí îò ãîëåìèòå ñîðòèðàíè åëåìåíòè å îêîí÷àòåëíàòà, ñîðòèðàíà
ïîäðåäáà íà åëåìåíòèòå íà âõîäíèÿ ìàñèâ.

Partition(A[1, 2, . . . , n]: array; l, h: indices in A)
1 splitter ← A[h]
2 p ← l
3 for i ← l to h− 1
4 if A[i] < splitter
5 swap(A[i], A[p])
6 p ← p + 1
7 swap(A[p], A[h])
8 return p

Êîðåêòíîñò: Èíâàðèàíòà íà öèêúëà: Ïðè âñÿêî äîñòèãàíå íà ðåä 3, ïîäìàñèâúò A[l, p − 1] ñú-
äúðæà åëåìåíòè, ïî-ìàëêè îò ðàçäåëèòåëÿ, à ïîäìàñèâúò A[p, i− 1] - ïî-ãîëåìè èëè ðàâíè.

Äîêàçâàíåòî íà âåðíîñòòà íà èíâàðèàíòíàòà ôîðìóëà ùå îñòàâèì íà ÷èòàòåëÿ, îñòàâà ñàìî äà
îòáåëåæèì, ÷å ñëåä ïðèêëþ÷âàíå íà öèêúëà, swap-úò íà ðåä 7 ùå ðàçïîëîæè ðàçäåëèòåëÿ òî÷íî
ìåæäó ìàëêèòå è ãîëåìèòå åëåìåíòè íà îáðàáîòâàíèÿ ïîäìàñèâ.

Î÷åâèäíî ñëîæíîñòòà íà Partition å ëèíåéíà ñïðÿìî ðàçìåðà íà ïîäìàñèâà, êîéòî îáðàáîòâà,
ïîðàäè íàëè÷èåòî íà åäèíñòâåí öèêúë â êîéòî ñå âúðøàò êðàåí áðîé ñìåòêè.

Òàçè âåðñèÿ íà Partition å ïðåäëîæåíà îò Nico Lomuto, ïðåç 1984ã. Òÿ å ïî-êðàòêà è óäîáíà çà
äîêàçâàíå íà êîðåêòíîñò, íî ïî-áàâíà (èçïúëíÿâà ïîâå÷å êîìàíäè swap) îò îðèãèíàëíàòà âåðñèÿ
íà Hoare.

QuickSort(A[1, 2, . . . , n]: array; l, h: indices in A)
1 if l < h
2 m ← Partition(A, l, h)
3 QuickSort(A, l,m− 1)
4 QuickSort(A,m + 1, h)

Êîðåêòíîñò: Òðÿáâà äà äîêàæåì, ÷å àëãîðèòúìúò èçëîæåí ïî-ãîðå ñîðòèðà ïîäìàñèâà çàäàäåí
îò ãðàíèöèòå l è h.

Äîêàçàòåëñòâîòî ìîæå äà ñå èçâúðøè ïî èíäóêöèÿ ñïðÿìî ðàçìåðà íà ðàçãëåæäàíèÿ ïîäìàñèâ
k = h− l+1 è ðàçñúæäåíèÿ çà áðîÿ è ðàçïîëîæåíèåòî íà èíâåðñèèòå ñëåä âñÿêà ñòúïêà, à èìåííî:

1. Ñëåä èçïúëíåíèåòî íà Partition íÿìà äà èìà èíâåðñèè ìåæäó ìàëúê åëåìåíò íàëÿâî îò
ðàçäåëèòåëÿ è ãîëÿì, êîéòî å íàäÿñíî îò íåãî.

2. Ðåêóðñèâíèòå èçâèêâàíèÿ íàQuickSort ïúê ùå óíèùîæàò èíâåðñèèòå ìåæäó äâîéêèòå ìàëêè
åëåìåíòè îòëÿâî è ìåæäó äâîéêèòå ãîëåìè îòäÿñíî, çàðàäè èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå ÷å
ïðîãðàìàòà ùå ðàáîòè êîðåêòíî çà ïî-êúñè ïîäìàñèâè.
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3. Êàòî ðåçóëòàò â êðàÿ íà àëãîðèòúìà âñè÷êè èíâåðñèè ùå èç÷åçíàò, ò.å. ïîäìàñèâúò ùå å
ñîðòèðàí.

Ñëîæíîñò: QuickSort â ëîøèÿ ñëó÷àé èìà ñëîæíîñò O(n2) - ìîæå äà ñå ñëó÷è splitter âèíàãè
äà èìà åêñòðåìàëíà ñòîéíîñò çà èíòåðâàëà, êîéòî ñå ðàçäåëÿ íà äâå îò ïðîöåäóðàòà Partition.

Íàïðèìåð êîãàòî âõîäíèÿò ìàñèâ å ñîðòèðàí, Partition âèíàãè ùå èçáèðà çà ðàçäåëèòåë íàé-
ãîëåìèÿò åëåìåíò â ïîäìàñèâà, êîéòî îáðàáîòâà. Òîãàâà ãîëåìèòå åëåìåíòè ùå ñà 0, à ìàëêèòå
ñ 1 ïî-ìàëêî îò ðàçìåðà íà ïîäìàñèâà, è ðåêóðåíòíàòà ôîðìóëà çà ñëîæíîñòòà ùå áúäå T (n) =
T (n−1)+cn, ñ ðåøåíèå O(n2). Ñúùîòî ùå ñå ñëó÷è è êîãàòî âõîäíèÿò ìàñèâ å ñîðòèðàí â íàìàëÿù
ðåä è èçîáùî â ñëó÷àèòå êîãàòî áðîÿò íà èíâåðñèèòå â íåãî å ìíîãî ìàëúê èëè ïúê ìíîãî ãîëÿì.

Â òîçè ñìèñúë èíòåðåñåí å àíàëèçúò íà ñðåäíàòà ñëîæíîñò (average case complexity).

Íåêà îçíà÷èì ñ T (n) ñðåäíàòà ñëîæíîñò. Àêî Partition ðàçäåëÿ ìàñèâà A â ïîçèöèÿ k, ùå èìàìå
ðàâåíñòâîòî T (n) = T (k − 1) + T (n− k) + O(n). Äà ïðåäñòàâèì O(n) âúâ âèäà c(n + 1).

Ïîíåæå k ùå îáõîæäà ñ ðàâíà âåðîÿòíîñò 1/n ñòîéíîñòèòå îò 1 äî n, ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå
çà T (n) ùå áúäå:

T (n) =
2

n

n−1∑
i=1

T (i) + c(n + 1) (1.1)

Óìíîæàâàìå 1.1 ïî n:

nT (n) = 2
n−1∑
i=1

T (i) + cn(n + 1) (1.2)

Çàïèñâàìå 1.2 çà n− 1:

(n− 1)T (n− 1) = 2
n−2∑
i=1

T (i) + cn(n− 1) (1.3)

Ñåãà èçâàæäàìå 1.3 îò 1.2:

nT (n)− (n− 1)T (n− 1) = 2T (n− 1) + 2cn (1.4)

Ñëåä ïðåõâúðëÿíå íà T (n− 1) îòäÿñíî è äåëåíå íà n ïîëó÷àâàìå:

T (n) =
n + 1

n
T (n− 1) + 2c (1.5)

Ðåøàâàìå 1.5 ñúñ çàìåñòâàíå:
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T (n) =
n + 1

n
(

n

n− 1
T (n− 2) + 2c) + 2c

=
n + 1

n− 1
T (n− 2) + 2c(1 +

n + 1

n
)

=
n + 1

n− 1
T (n− 2) + 2c(n + 1)(

1

n + 1
+

1

n
)

=
n + 1

n− 2
T (n− 3) + 2c(n + 1)(

1

n + 1
+

1

n
+

1

n− 1
)

. . .

T (n) = (n + 1)T (0) + 2c(n + 1)

n+1∑
i=1

1

i

T (n) = (n + 1)T (0) + 2c(n + 1)Hn+1

T (n) = (n + 1)T (0) + 2c(n + 1)Θ(lg(n))

T (n) = Θ(n lg(n))

Ïî-ãîðå ñ Hn å îçíà÷åíà ñóìàòà íà õàðìîíè÷íèÿ ðåä.

1.4.1 Ïðåäèìñòâà è íåäîñòàòúöè íà QuickSort

Íà ïðúâ ïîãëåä èçãëåæäà, ÷å QuickSort å ïî-ñëàá àëãîðèòúì îò MergeSort è HeapSort. Îñíîâà-
íèÿòà çà òîâà ñà:

1. MergeSort è HeapSort èìàò ãàðàíòèðàíà ñëîæíîñò O(n lg n), a QuickSort äîñòèãà òàçè ñëîæ-
íîñò â ñðåäíèÿ ñëó÷àé, íî â íàé-ëîøèÿ ñëó÷àé ñëîæíîñòòà ìó å O(n2).

2. MergeSort å ñòàáèëíà ñîðòèðîâêà, à HeapSort íå èçïîëçâà äîïúëíèòåëíà ïàìåò. QuickSort
íå å ñòàáèëíà ñîðòèðîâêà è èçïîëçâà ïàìåò O(n) â ëîøèÿ ñëó÷àé (òîãàâà ùå èìà n ðåêóðñèâíè
èçâèêâàíèÿ, êîèòî çàåìàò ïàìåò îò ñòåêà).

Íÿêîè àâòîðè (íàé-âå÷å Robert Sedgewick [1]) òâúðäÿò, ÷å QuickSort èìà ïî-ìàëêà êîíñòàíòà
ïðè àñèìïòîòè÷íàòà îöåíêà, îò MergeSort è HeapSort.

Ïðè÷èíèòå çà ïî-áàâíàòà ðàáîòà íà MergeSort è HeapSort, êàêòî è âúçìîæíè òåõíèêè çà ïîäîá-
ðÿâàíåòî íà òåçè äâà àëãîðèòúìà ùå îáñúäèì íà äðóãî ìÿñòî (âåðîÿòíî â ïðåäíèòå äâå ñåêöèè,

êîèòî îùå íå ñà íàïèñàíè ! ).

HeapSort ïðè ðàáîòà ñ íÿêîëêî íèâà íà ïàìåòòà (áúðçà è áàâíà) å ïî-ñëàá îò äðóãèòå äâà
àëãîðèòúìà ïîðàäè ôàêòà, ÷å íåïðåêúñíàòî îáðàáîòâà ðàçíè åëåìåíòè ïî öÿëàòà äúëæèíà íà
ìàñèâà, à MergeSort è QuickSort îáðàáîòâàò êúñè ïîäìàñèâè íàêóï, êîåòî ãè ñúãëàñóâà äîáðå ñ
àëãîðèòìèòå çà ðàáîòà ñ cache/swap ïàìåòè è áóôåðè.

Îñâåí òîâà íåäîñòàòúöèòå íà QuickSort ìîãàò äà áúäàò êîðèãèðàíè (íÿêîè íàïúëíî, äðóãè
÷àñòè÷íî), êàêòî ùå ïîêàæåì â ñëåäâàùàòà ñåêöèÿ.

1.4.2 Ïîäîáðåíèÿ íà QuickSort

1. Óñêîðÿâàíå íà ðàçäåëÿíåòî:

Ïúðâîòî ïðàêòè÷åñêî ïîäîáðåíèå íå çàñÿãà íåäîñòàòúê íà àëãîðèòúìà, òî å âñúùíîñò îðèãè-
íàëíàòà ïðîöåäóðà ïî ðàçäåëÿíå íà Hoare:

Hoare_Partition(A[1, 2, . . . , n]: array; l, h: indices in A)
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1 splitter ← A[h]
2 i ← l − 1
3 j ← h
4 while TRUE do

5 repeat

6 i ← i + 1
7 until A[i] ≥ splitter
8 repeat

9 j ← j − 1
10 until (A[j] < splitter) ∨ (j ≤ i)
11 if i < j
12 swap(A[i], A[j])
13 else swap(A[i], A[h])
14 return i

Àíàëèçúò çà êîðåêòíîñò íà ãîðíàòà ïðîöåäóðà å ïî-ñëîæåí îò âåðñèÿòà íà Lomuto è ùå ÿ
îñòàâèì íà ÷èòàòåëÿ.

Áðîÿò ñðàâíåíèÿ íà åëåìåíòè äà äâàòà àëãîðèòúìà çà ðàçäåëÿíå å ïðèáëèçèòåëíî ðàâåí. Àëãî-
ðèòúìúò íà Hoare ïðàâè ñðåäíî îêîëî 1.5 ïúòè ïî-ìàëêî ñðàâíåíèÿ è óâåëè÷àâàíèÿ/íàìàëÿíèÿ
íà èíäåêñè. Áðîÿò swap-îâå ïðè Lomuto ñúâïàäà ñ áðîÿ íà ìàëêèòå åëåìåíòè, ïðè Hoare òîâà å
áðîÿò íà ãîëåìèòå åëåìåíòè, êîèòî çàåìàò ïúðâîíà÷àëíî ìåñòàòà íà ìàëêè åëåìåíòè, ò.å. ñðåäíî
å 2-ïúòè ïî-áúðç ïî òîçè ïîêàçàòåë.

2. Íàìàëÿíå íà èçïîëçâàíàòà ïàìåò:

Êàêòî áåøå îòáåëÿçàíî ïî-ãîðå, â ëîøèÿ ñëó÷àé áðîÿò íà ðåêóðñèâíèòå èçâèêâàíèÿ ìîæå äà
äîñòèãíå O(n), ñúîòâåòíî äîïúëíèòåëíî èçïîëçâàíàòà ïàìåò ñòàâà O(n), êàòî ñòàâà äóìà çà ñòå-
êîâà ïàìåò.

Â íÿêîè îïåðàöèîííè ñèñòåìè (èëè ñîôòóåðíè ñðåäè â ïî-îáùèÿ ñëó÷àé) ìîæå äà èìà îãðà-
íè÷åíèÿ çà ðàçìåðà íà ñòåêà. Â òàêàâà ñðåäà ïîïàäàíåòî â ëîøèÿ ñëó÷àé íå ñàìî ùå óâåëè÷è
èçïîëçâàíàòà ïàìåò, à ìîæå äà ïðåäèçâèêà ïðåïúëâàíå íà ñòåêà è ïðåêúñâàíå íà èçïúëíåíèåòî
íà àëãîðèòúìà.

Ðåøåíèåòî íà òîçè ïðîáëåì å èçïîëçâàíåòî íà îïàøêîâà ðåêóðñèÿ (tail-ðåêóðñèÿ). Òîâà å òåõ-
íèêà çà çàìÿíà íà ðåêóðñèâíî èçâèêâàíå ñ öèêúë, êîãàòî ðåêóðñèâíîòî èçâèêâàíå å â êðàÿ (îïàø-
êàòà) íà äåôèíèöèÿòà íà ïðîöåäóðà èëè ôóíêöèÿ. Íÿêîè êîìïèëàòîðè è èíòåðïðåòàòîðè àâòî-
ìàòèçèðàò òàêàâà çàìÿíà, íî òàçè âúçìîæíîñò å ñâúðçàíà ñ èçèñêâàíèÿ êúì ñòåêà è êîìàíäèòå
çà óïðàâëåíèå íà êîíêðåòíàòà àðõèòåêòóðà íà èç÷èñëèòåëíàòà ñèñòåìà.

Íÿìà äà îáñúæäàìå â äåòàéëè òåõíèêàòà íà îïàøêîâàòà ðåêóðñèÿ, ñàìî ùå ïîêàæåì êàê òÿ ñå
ïðèëàãà êúì àëãîðèòúìà QuickSort. Àëãîðèòúìúò çàâúðøâà ñ ðåêóðñèâíî îáðúùåíèå êúì ñåáå
ñè, òîåñò, íàëèöå ñà óñëîâèÿ çà ïðèëàãàíå íà òåõíèêàòà.

Åòî êàê èçãëåæäà ìîäèôèöèðàíà âåðñèÿ íà àëãîðèòúìà:

TailRec0_QuickSort(A[1, 2, . . . , n]: array; l, h: indices in A)
1 while l < h do

2 m ← Partition(A, l, h)
3 TailRec0_QuickSort(A, l,m− 1)
4 l ← m + 1

Íîâàòà âåðñèÿ TailRec0_QuickSort èçâúðøâà ñúùèòå èç÷èñëåíèÿ êàòî îðèãèíàëíàòà (äîêàæåòå
òîâà!), íî ïðàâè ðåêóðñèâíî èçâèêâàíå ñàìî ïðè ñîðòèðàíåòî íà ëåâèÿ ïîäèíòåðâàë (åëåìåíòèòå
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ïî-ìàëêè îò ðàçäåëèòåëÿ splitter).

Âñå îùå ñúùåñòâóâà ðèñê äà ïîïàäíåì â ëîø ñëó÷àé, ïðè êîéòî äåñíèÿ èíòåðâàë (êîéòî îáðà-
áîòâàìå â öèêúë) äà ñå ñëó÷âà äà å êðàòúê, à ëåâèÿò (êîéòî îáðàáîòâàìå ðåêóðñèâíî) äà å äúëúã
è äà ïîëó÷èì ìíîãî íèâà íà ðåêóðñèâíè èçâèêâàíèÿ.

Ðåøåíèåòî å ðåêóðñèâíîòî îáðúùåíèå äà ñå ïðàâè êúì ïî-êúñèÿ ïîäèíòåðâàë, à ïî-äúëãèÿò
äà ñå îáðàáîòâà â öèêúë ÷ðåç ìåõàíèçìà íà îïàøêîâàòà ðåêóðñèÿ. Òîâà å âúçìîæíî, ïîíåæå
íÿìà çíà÷åíèå â êàêúâ ðåä ñîðòèðàìå ìàëêèòå è ãîëåìèòå åëåìåíòè ñëåä ðàçäåëÿíåòî ñïðÿìî
splitter è ìîæåì äà ðàçìåíÿìå ðåäà íà ðåêóðñèâíèòå èçâèêâàíèÿ íà QuickSîrt â îðèãèíàëíèÿ
àëãîðèòúì. Òàêà ïðè âñÿêî ðåêóðñèâíî èçâèêâàíå ðàçìåðúò íà îáðàáîòâàíèÿ ìàñèâ ùå íàìàëÿâà
ïîíå íàïîëîâèíà è äúëáî÷èíàòà íà èçïîëçâàíèÿ ñòåê ùå áúäå O(lg(n)).

Åòî ìîäèôèêàöèÿòà, êîÿòî ãàðàíòèðàíî èçïîëçâà O(lg(n)) äîïúëíèòåëíà ïàìåò:

TailRec_QuickSort(A[1, 2, . . . , n]: array; l, h: indices in A)
1 while l < h do

2 m ← Partition(A, l, h)
3 if m− l < h−m
4 TailRec_QuickSort(A, l,m− 1)
5 l ← m + 1
6 else TailRec_QuickSort(A,m + 1, h)
7 h ← m− 1

3. Ñëó÷àåí èçáîð íà ðàçäåëèòåë:

Ëîøèÿò ñëó÷àé ïðè ðàáîòàòà íà àëãîðèòúìà QuickSort âúçíèêâà êîãàòî èçáðàíèÿò ðàçäåëè-
òåë splitter èìà åêñòðåìàëíà èëè áëèçêà äî åêñòðåìàëíà ñòîéíîñò (ò.å. òîé å íàé-ìàëêèÿò, íàé-
ãîëåìèÿò èëè áëèçúê äî òÿõ åëåìåíò â èçñëåäâàíèÿ èíòåðâàë). Òîãàâà èíòåðâàëúò ñå ðàçäåëÿ íà
åäíà ìíîãî ìàëêà è äðóãà ìíîãî ãîëÿìà ÷àñò, è ïðè ñåðèÿ îò òàêèâà ëîøè ðàçäåëÿíèÿ ñëîæíîñòòà
íàðàñòâà äî Θ(n2).

Íà ïðàêòèêà ÷åñòî ñå ñëó÷âà ïîòðåáèòåëÿò äà ïîäàäå êúì ñîðòèðàùèÿò àëãîðèòúì âå÷å ñîð-
òèðàí ìàñèâ. Íî òîâà å òî÷íî íàé-ëîøèÿò ñëó÷àé çà àëãîðèòúìà QuickSort, â íåãîâàòà îñíîâíà
ðåàëèçàöèÿ, èçëîæåíà â íà÷àëîòî íà òàçè ãëàâà.

Ìîæå äà ïðèëîæèì íÿêàêâà ñòðàòåãèÿ çà èçáÿãâàíå íà ïîäîáíà íåïðèÿòíà ñèòóàöèÿ, ïðèìåðíî
ôóíêöèÿòà Partition äà èçáèðà çà splitter íå êðàåí, à ñðåäåí åëåìåíò. Òîãàâà âúçíèêâà äðóãà
îïàñíîñò: õàêåð, çàïîçíàò ñ äåòàéëè íà íàøàòà ðåàëèçàöèÿ äà ïîäàäå êàòî âõîäíè äàííè òàêà
ïîäðåäåí ìàñèâ, ÷å íîâàòà íè ôóíêöèÿ Partition âèíàãè äà èçáèðà çà splitter ìàêñèìàíèÿò åëåìåíò
íà îáðàáîòâàíèÿ èíòåðâàë è îòíîâî äà íè âêàðà â ëîøèÿ ñëó÷àé.

Åäíî îò âúçìîæíèòå ñðåäñòâà çà ïðåäîòâðàòÿâàíå íà íåïðèÿòíèòå ñèòóàöèè, îïèñàíè ïî-ãîðå,
å äà èçáèðàìå ñëó÷àåí åëåìåíò çà ðàçäåëèòåë. Òîâà ìîæå äà ñòàíå âúâ ôóíêöèÿòà Partition �
èçáèðàìå ñëó÷àåí èíäåêñ i (l ≤ i ≤ h), è ðàáîòèì ñ ðàçäåëèòåë splitter = A[i]. Äðóã óäîáåí ìåòîä
å ïðåäè íà÷àëîòî íà ñîðòèðîâêàòà äà ðàçáúðêàìå ñëó÷àéíî åëåìåíòèòå íà âõîäíèÿ ìàñèâ A.

Òåõíèêàòà íà èçáîð íà ñëó÷åí ðàçäåëèòåë íå íàìàëÿâà âåðîÿòíîñòòà çà âëèçàíå â ëîø ñëó÷àé,
òÿ ïðîìåíÿ ëîøèÿ ñëó÷àé îò ïðåäâàðèòåëíî ñîðòèðàí ìàñèâ â äðóã (ñëó÷àéíî íàðåäåí). Òÿ ïðå-
äîòâðàòÿâà âúçìîæíîñòòà çà õàêåðñêà àòàêà, ñòèãà õàêåðúò äà íå çíàå êàêâà ñëó÷àéíà ïîðåäèöà
èçïîëçâàìå çà èçáîðà íà ðàçäåëèòåë (èëè çà ðàçáúðêâàíåòî íà ìàñèâà â íà÷àëîòî).

4. Ïî-äîáúð ðàçäåëèòåë.

Ìåäèàíà íà ìàñèâ îò ÷èñëà ùå íàðè÷àìå òîçè åëåìåíò, êîéòî çàåìà ñðåäíàòà ïîçèöèÿ â ñîð-
òèðàíèÿ ìàñèâ, ò.å. åëåìåíò, êîéòî å ïî-ãîëÿì èëè ðàâåí íà ïîëîâèíàòà åëåìåíòè íà ìàñèâà è
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ïî-ìàëúê èëè ðàâåí íà äðóãàòà ïîëîâèíà.

Àëãîðèòúìúò QuickSort äîñòèãà íàé-ãîëÿìà åôåêòèâíîñò êîãàòî ðàçäåëèòåëÿò å áëèçúê äî ìå-
äèàíàòà. Ñòðóâà ñè, êîãàòî âõîäíèÿò ìàñèâ å ñðàâíèòåëíî ãîëÿì, äà âçåìåì íÿêàêâî êîëè÷åñòâî
íåãîâè åëåìåíòè, äà íàìåðèì òÿõíàòà ìåäèàíà è äà ÿ èçáåðåì çà ðàçäåëèòåë. Èìà øàíñ òàêà
èç÷èñëåíèÿ ðàçäåëèòåë äà å ïî-áëèçî äî ñúùèíñêàòà ìåäèàíà è ïî-äàëå÷ îò êðàèùàòà íà ìàñèâà.

Íàé-ïðîñòèÿò ñëó÷àé íà òàêàâà ìîäèôèêàöèÿ (íàðè÷à ñå ñðåäåí îò 3 ) å äà ñå âçåìàò 3 åëåìåíòà
(ïðèìåðíî A[l], A[b(l + h)/2c], A[h], èëè ïúê 3 ñëó÷àéíî èçáðàíè) è ñðåäíèÿò ïî ãîëåìèíà äà ñå
ïîëçâà çà ðàçäåëèòåë.

Ïðè îáèêíîâåí èçáîð íà ðàçäåëèòåë òîé å ñ ðàâíà âåðîÿòíîñò êîé äà å îò åëåìåíòèòå íà âõîäíèÿ
ìàñèâ îò n åëåìåíòà, à ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå çà ðàçìåðèòå íà ïîäèíòåðâàëèòå (ìàëúê è
ãîëÿì) ñëåä ðàçäåëÿíåòî å ñúîòâåòíî 1

4n è 3
4n.

Ïðè èçáîð íà ðàçäåëèòåë ïî ìåòîäà ñðåäåí îò 3 ñúîòâåòíèòå î÷àêâàíèÿ ñà 5
16n è 11

16n, êîåòî
ïðèáëèæàâà ìàëêî (íà 1

16n) ðàçäåëèòåëÿ äî ìåäèàíàòà.

Âåðîÿòíîñòòà îáèêíîâåíèÿ ðàçäåëèòåë äà å ïîïàäíå ñëåä ðàçäåëÿíåòî â ïîçèöèÿ 1 . . . i (äà å
â ëåâèÿ êðàé íà ìàñèâà, áëèçî äî ìèíèìàëíàòà ñòîéíîñò) å Pr[Partition(A, 1, n) ≤ i] = i

n . Ïðè
ìåòîäà ñðåäåí îò 3 ñúîòâåòíàòà âåðîÿòíîñò å îãðàíè÷åíà îò c( i

n)2 çà íÿêàêâà êîíñòàíòà c, êîåòî
çíà÷èòåëíî íàìàëÿâà øàíñà äà ñå ïîëó÷è ìíîãî ëîøî ðàçäåëÿíå. Ñúùèòå ðàçñúæäåíèÿ âàæàò è
çà äåñíèÿ êðàé íà ìàñèâà.

Îùå ïî-äîáðè ðåçóëòàòè ùå ñå ïîëó÷àò, àêî ñå èçáèðà ðàäåëèòåë îò ïî-ãîëÿìà èçâàäêà (ïðè-
ìåðíî ñðåäåí îò 5 èëè 7), íî èç÷èñëÿâàíåòî íà òàêúâ ðàçäåëèòåë èçèñêâà äîïúëíèòåëíî âðåìå è
ìîæå äà ñå ïîëçâà ñàìî êîãàòî âõîäíèÿ èíòåðâàë å ãîëÿì.

5. Ìàëêèòå ïîäìàñèâè ñå ñîðòèðàò ñ InsertionSort.

Êîãàòî â íÿêîé ïîäìàñèâ îñòàíàò îêîëî 10 åëåìåíòà, áúðçèòå àëãîðèòìè (QuickSort, MergeSort,
HeapSort) ñà ïî-íååôåêòèâíè îò InsertionSort, òúé êàòî ïðàâÿò ìíîãî ðåêóðñèâíè èçâèêâàíèÿ
êúì ñåáå ñè (QuickSort, MergeSort), èëè ðàçìåñòâàò íååôåêòèâíî åëåìåíòèòå ñè (HeapSort).

Àëãîðèòúìúò InsertionSort å ìàëêî ïî-áúðç çà ìàëúê áðîé åëåìåíòè è QuickSort ìîæå äà ñå ìî-
äèôèöèðà òàêà, ÷å êîãàòî îáðàáîòâàíèÿò èíòåðâàë ñòàíå ïî-êúñ îò íÿêàêâà êîíñòàíòà (Ñåäæóèê
ïðåïîðú÷âà 10-16), òîé äà áúäå ñîðòèðàí ñ InsertionSort.

6. Êîìáèíèðàíå ñ äðóã àëãîðèòúì:

Èçïîëçâàíåòî íà ñëó÷àåí ðàçäåëèòåë ïîìàãà íà àëãîðèòúìà QuickSort äà èçáåãíå âëèçàíåòî â
ëîøèÿ ñëó÷àé ïðè íÿêîè îáè÷àéíè ñëó÷àè íà âõîäíè äàííè èëè ïðè õàêåðñêà çëîóïîòðåáà, íî
íàðóøàâà ñâîéñòâîòî îïðåäåëåíîñò1 (äåòåðìèíèðàíîñò) íà àëãîðèòúìà.

Ïúëíîòî èçáÿãâàíå íà ëîøèÿ ñëó÷àé è çàïàçâàíåòî íà îïðåäëåíîñòòà ñå ïîñòèãà ÷ðåç êîìáèíè-
ðàíåòî íà QuickSort ñ äðóã àëãîðèòúì (íà ïðàêòèêà ñå ïîëçâà HeapSort). Â íà÷àëîòî ñîðòèðîâêàòà
çàïî÷âà ñ àëãîðèòúìà QuickSort, êàòî ñå ñëåäè ðàçìåðà íà èçñëåäâàíèÿ èíòåðâàë è äúëáî÷èíàòà
íà ðåêóðñèÿòà (èëè áðîÿ íà èòåðàöèèòå ïðè ïðèëàãàíå íà îïàøêîâà ðåêóðñèÿ). Àêî ðàçìåðúò íà
èíòåðâàëà íå íàìàëÿâà çíà÷èòåëíî ïðè íàðàñòâàíå íà äúëáî÷èíàòà íà ðåêóðñèÿ, ñëåäâà, ÷å ñìå
âëåçëè â ëîøèÿ ñëó÷àé � òîãàâà îñòàâàùèÿò èíòåðâàë ñå ñîðòèðà ñ HeapSort. Ïîäîáíà ñõåìà ñå
ïðèëàãà â ñúâðåìåííàòà àëãîðèòìè÷íà áèáëèîòåêà STL çà åçèêà C++.

1 Îïðåäåëåíîñòòà èçèñêâà ïðè âñÿêî ñòàðòèðàíå ñ åäíè è ñúùè äàííè àëãîðèòúìúò äà äàâà åäèí è ñúù ðåçóë-

òàò è äà ïðîâåæäà èç÷èñëåíèÿòà ïî åäíàêúâ íà÷èí. Â íàøèÿò ñëó÷àé QuickSort âèíàãè ùå ïîäðåæäà êîðåêòíî

âõîäíèÿ ìàñèâ, íî èçáîðúò íà ñëó÷àåí ðàçäåëèòåë ùå äîâåäå äî ðàçëè÷íè âðåìåíà çà èçïúëíåíèå è äî åâåíòóàëíî

ðàçìåñòâàíå â èçõîäíèÿ ôàéë íà åëåìåíòè ñ åäíàêúâ êëþ÷.
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