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Коректност на метода на характеристичното 
уравнение за решаване на линейни рекурентни уравнения 

Стефан Фотев 
  
 

Пиша този файл, тъй като не успях да намеря в интернет кратко и ясно обяснение на 
коректността на този метод. Това ме мотивира да изведа сам тези резултати. 

Основната ми цел е достъпен и разбираем за запознати читатели текст. 
 
Задача: 
 Дадено е следното рекурентно уравнение: 
 

ܽ௡ ൌ ܿଵܽ௡ିଵ ൅	…	൅ ܿ௞ܽ௡ି௞ ൅ ଵߙ
௡

ଵܲሺ݊ሻ ൅	…	൅ ௦௡ߙ ௦ܲሺ݊ሻ 
 

, където ܿଵ,… , ܿ௞, са комплексни числа, ܿ௞ ് 0, ଵܲ, … , ௦ܲ са комплексни полиноми, от 
степени съответно ߜଵ, … , …,ଵߙ ௦, а коефицентитеߜ ,  ௦ са различни помежду си, ненулевиߙ
комплексни числа. 
 
 Дадени са начални условия: ܽ଴ ൌ ܾ଴,… , ܽ௞ିଵ ൌ ܾ௞ିଵ. 
 
 Изразът ݔ௞ െ ܿଵݔ௞ିଵ െ	…	െ ܿ௞ наричаме характеристичен полином на рекурентнотот 
уравнение. Изразът ܿଵܽ௡ିଵ ൅	…	൅ ܿ௞ܽ௡ି௞ наричаме хомогенна част, а ߙଵ

௡
ଵܲሺ݊ሻ ൅	…	൅ ௦௡ߙ ௦ܲሺ݊ሻ - 

съответно нехомогенна. 
 
 Нека ܯ е мулти-множество, съставено от корените на характеристичния полином със 
съответната кратност и константите ߙଵ,… , ଵߜ ௦ с кратности съответноߙ ൅ 1,… , ௦ߜ ൅ 1. 
 
 Тогава решението на рекурентното уравнение има общ вид: 
 

ଵߪ
௡ܳଵሺ݊ሻ ൅	…	൅	ߪ௧

௡ܳ௧ሺ݊ሻ 
 

, където ߪଵ,… , …,а ܳଵ ,ܯ ௧ са различните елементи наߪ , ܳ௧ са полиноми от степени с една 
по-малко от броя срещания на ߪଵ,… ,  .ܯ ௧ вߪ
 

Пример: 
 

ܽ௡ ൌ 3ܽ௡ିଵ െ 2ܽ௡ିଶ ൅ 2௡ሺ݊ଶ ൅ 5݊ െ 6ሻ ൅ 3௡ሺ4݊ଶ ൅ 3ሻ 
 

ܽ଴ ൌ 2, ܽଵ ൌ 166 
  

 Корените на характеристичния полином ݔଶ െ ݔ3 ൅ 2 са 1 и 2. 
Мулти-множеството ܯ е съставено от ሼ1, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3ሽ. 
 
В такъв случай общият вид на решението изглежда така: 
 

ܽ௡ ൌ 1௡ߣ଴ ൅ 2௡ሺߣଵ ൅ ଶ݊ߣ ൅ ଷ݊ଶߣ ൅ ସ݊ଷሻߣ ൅ 3௡ሺߣହ ൅ ଺݊ߣ ൅  ଻݊ଶሻߣ
 
 Точното решение се намира, след решаване на система линейни уравнения за 
коефицентите. Тя се получава, чрез оценяване на първите няколко стойности на ܽ௡ (началните и 
евентуално някои допълнителни). 
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I. Рекурентни уравнения, съдържащи само хомогенна част 
 

Цялата коректност на методи се базира на два тривиални резултата. Ще ги кръстя 
съответно ܲ-лема и Δ-лема. 
 
݊ ሻ е комплексен полином от степенݔлема: Нека ܲሺ-ࡼ ൒ 1. Тогава: 
 

ሻݎሺܲ ⇔ ݏ е корен на ܲ с кратност ݎ ൌ ܲᇱሺݎሻ ൌ 	ܲᇱᇱሺݎሻ ൌ 	… 	ൌ ܲሺ௦ିଵሻሺݎሻ ൌ 0 
 
Доказателство: 
 Нека ܲሺݔሻ ൌ ሺݔ െ  .ܲ ሻ, където ܳ е полином от степен с една по-малко от степента наݔሻܳሺݎ
Тогава ܲᇱሺݎሻ ൌ ܳሺݎሻ (разгледайте границата на диференчното частно). 
 Останалата част от доказателството оставям на читателя за упражнение. 

∎ 
Забележка: Твърдението е вярно и за константни полиноми, но това не е от значение. 
 
ઢ-лема: Нека ܲሺݔሻ ൌ ܽ଴ ൅ ܽଵݔ ൅	…൅ ܽ௡ݔ௡ е комплексен полином от степен ݊ ൒ 1. 

 
Дефинираме рекурсивно оператор Δ௉

௞  по следния начин: 
 

ቤ
	Δ௉
଴ ሺݔሻ ൌ ܲሺݔሻ																	

	Δ௉
௦ାଵሺݔሻ ൌ .ݔ ൫Δ௉

௦ ሺݔሻ൯
ᇱ  

 
 Как изглежда ߂? 

Δ௉
ଵ ሺݔሻ ൌ .ݔ ܲᇱሺݔሻ ൌ ܽଵݔ ൅ ܽଶ2ݔଶ ൅	…	൅ ܽ௡݊ݔ௡ 

 
Δ௉
ଶ ሺݔሻ ൌ .ݔ ൫Δ௉

ଵ ሺݔሻ൯
ᇱ
ൌ ܽଵݔ ൅ ܽଶ2ଶݔଶ ൅	…	൅ ܽ௡݊ଶݔ௡ 

 
⋮ 

 
Δ௉
௦ ሺݔሻ ൌ .ݔ ൫Δ௉

௦ିଵሺݔሻ൯
ᇱ
ൌ ܽଵ1௦ݔଵ ൅ ܽଶ2௦ݔଶ ൅	…	൅ ܽ௡݊௦ݔ௡ 

 
 Самата Δ-лема се изразява в следното твърдение: 

За ݎ ് 0 и произволно ݏ е вярно: 
 

Δ௉
଴ ሺݎሻ ൌ Δ௉

ଵ ሺݎሻ ൌ 	… ൌ Δ௉
௦ିଵሺݎሻ ൌ 0 ⇔ ܲሺݎሻ ൌ ܲᇱሺݎሻ ൌ ܲᇱᇱሺݎሻ ൌ ⋯ ൌ ܲሺ௦ିଵሻሺݎሻ ൌ 0 

 
Доказателство: 

Разглеждаме следната таблица ܵ: 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Общата ѝ формула е: ܵሺ݅, ݆ሻ ൌ ܵሺ݅ െ 1, ݆ െ 1ሻ ൅ ݆. ܵሺ݅ െ 1, ݆ሻ 

		 1 2 3 4 5 6
1 1
2 1 1
3 1 3 1
4 1 7 6 1
5 1 15 25 10 1
6 1 .. .. .. .. 1
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Много лесно с индукция по ݏ ൐ 0 се проверява следното твърдение: 
 

Δ௉
௦ ሺݔሻ ൌ ෍ܵሺݏ, ݇ሻ. .௞ݔ ܲሺ௞ሻሺݔሻ

௦

௞ୀଵ

 

 
 Сега доказателството на лемата е тривиално и в двете посоки - оставям го на читателя за 
упражнение. 
 
Забележка: В литературата числата ܵሺ݊,݉ሻ са известни като числа на Стирлинг от втори род.  
 
Следствие: Δ-лемата може да се формулира и така: 
 

Δ௉
଴ ሺݎሻ ൌ Δ௉

ଵ ሺݎሻ ൌ 	… ൌ Δ௉
௦ିଵሺݎሻ ൌ 0  ሻݔна ܲሺ ݏ е корен с кратност ݎ ⇔

 
 Това идва директно от еквивалентността в ܲ-лемата. 

∎ 
 

Сега да преминем към коректността на метода. Първо разлглеждаме рекурентни 
уравнения, съдържащи само хомогенна част и оставяме настрана началните условия: 
 

ܽ௡ ൌ ܿଵܽ௡ିଵ ൅	…൅ ܿ௞ܽ௡ି௞ 
 

Свойство 1: Ако редиците ሼܽ௡ሽ௡ୀ଴ஶ , ሼܾ௡ሽ௡ୀ଴ஶ  са решения на уравнението, то редицата 
ሼܽ௡ ൅ ܾ௡ሽ௡ୀ଴

ஶ  също е решение. 
 

Свойство 2: Ако редицата ሼܽ௡ሽ௡ୀ଴ஶ  е решение на уравнението и ܿ ∈ ԧ, то редицата 
ሼܿܽ௡ሽ௡ୀ଴

ஶ  също е решение. 
  
 Тези две свойства се проверяват непосредствено. Директно следствие от тях е, че 
решенията на уравнението образуват линейно пространство относно комплексните числа. 
 
Свойство 3: Ако ݎ е корен на характеристичния полином с кратност ݏ, то редиците: 

 
ሼݎ௡ሽ௡ୀ଴

ஶ , 	ሼ݊ݎ௡ሽ௡ୀ଴
ஶ ,… , 	ሼ݊௦ିଵݎ௡ሽ௡ୀ଴

ஶ  
са решения на уравнението. 

 
Доказателство: 
 Нека ݎ е корен с кратност ݏ на характеристичния полином, тоест: 

 
௞ݔ െ ܿଵݔ௞ିଵ െ	…	െ ܿ௞ ൌ ሺݔ െ  ሻݔሻ௦ܳሺݎ

 
, където ܳሺݔሻ е полином от степен ݇ െ  .ݎ без корен ,ݏ
 
За произволно ݊ ൒ ݇ имаме: 
 

௡ݔ െ ܿଵݔ௡ିଵ െ	…	െ ܿ௞ݔ௡ି௞ ൌ ݔ௡ି௞ሺݔ െ  ሻݔሻ௦ܳሺݎ
 
 Следователно ݎ е корен с кратност ݏ на ௡ܲሺݔሻ ൌ ௡ݔ െ ܿଵݔ௡ିଵ െ	…	െ ܿ௞ݔ௡ି௞. Очевидно е, че 
ݎ ് 0, така че можем да приложим следствието от Δ-лемата. 
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Δ୔౤
଴ ሺݎሻ ൌ ௡ݎ െ ܿଵݎ௡ିଵ െ	…	െ ܿ௞ݎ௡ି௞ ൌ 0 

 
, откъдето ݎ௡ ൌ ܿଵݎ௡ିଵ ൅	…	൅ ܿ௞ݎ௡ି௞, но това е за произволно ݊ ൒ ݇, така че 

редицата ሼݎ௡ሽ௡ୀ଴ஶ  е решение на рекурентното уравнение. 
 
 Абсолютно аналогично е за ݐ ൌ 1,… , ݏ െ 1: 
 

Δ୔౤
௧ ሺݎሻ ൌ ݊௧ݎ௡ െ ሺ݊ െ 1ሻ௧ܿଵݎ௡ିଵ െ	…	െ ሺ݊ െ ݇ሻ௧ܿ௞ݎ௡ି௞ ൌ 0 

  
, откъдето ݊௧ݎ௡ ൌ ሺ݊ െ 1ሻ௧ܿଵݎ௡ିଵ ൅	…	൅ ሺ݊ െ ݇ሻ௧ܿ௞ݎ௡ି௞, но това е за произволно 

݊ ൒ ݇, така че редицата ሼ݊௧ݎ௡ሽ௡ୀ଴ஶ  е решение на рекурентното уравнение. 
 

∎ 
Тривиално следствие от тези свойства: 

Нека ܽ௡ ൌ ܿଵܽ௡ିଵ ൅	…	൅ ܿ௞ܽ௡ି௞ е рекурентно уравнение от горния тип. Нека ݎଵ, … ,  ௠ саݎ
корени на характеристичния му полином с кратности съответно ݏଵ,… ,  .௠ݏ

 
Тогава всяка линейна комбинация на редиците: 
 

ሼݎଵ
௡ሽ௡ୀ଴

ஶ , ሼ݊ݎଵ
௡ሽ௡ୀ଴

ஶ , … , ሼ݊௦భିଵݎଵ
௡ሽ௡ୀ଴

ஶ ,	 
 

ሼݎଶ
௡ሽ௡ୀ଴

ஶ , ሼ݊ݎଶ
௡ሽ௡ୀ଴

ஶ , … , ሼ݊௦మିଵݎଶ
௡ሽ௡ୀ଴

ஶ ,	 
 

⋮ 
 

ሼݎ௠௡ሽ௡ୀ଴
ஶ , ሼ݊ݎ௠௡ሽ௡ୀ଴

ஶ , … , ሼ݊௦೘ିଵݎ௠௡ሽ௡ୀ଴
ஶ  

 
 е решение на уравнението. 
 
Голямата теорема: 

Нека ܽ௡ ൌ ܿଵܽ௡ିଵ ൅	…	൅ ܿ௞ܽ௡ି௞ е рекурентно уравнение от горния тип с начални условия 
ܽ଴ ൌ ܾ଴,… , ܽ௞ିଵ ൌ ܾ௞ିଵ. 

Нека ݎଵ, … , ,ଵݏ ௠ са корени на характеристичния му полином с кратности съответноݎ … ,  .௠ݏ
Тогава решението на уравнението може да се представи като линейна комбинация на следните 
редици: 
 

ሼݎଵ
௡ሽ௡ୀ଴

ஶ , ሼ݊ݎଵ
௡ሽ௡ୀ଴

ஶ , … , ሼ݊௦భିଵݎଵ
௡ሽ௡ୀ଴

ஶ ,	 
 

ሼݎଶ
௡ሽ௡ୀ଴

ஶ , ሼ݊ݎଶ
௡ሽ௡ୀ଴

ஶ , … , ሼ݊௦మିଵݎଶ
௡ሽ௡ୀ଴

ஶ ,	 
 

⋮ 
 

ሼݎ௠௡ሽ௡ୀ଴
ஶ , ሼ݊ݎ௠௡ሽ௡ୀ଴

ஶ , … , ሼ݊௦೘ିଵݎ௠௡ሽ௡ୀ଴
ஶ  

 
Доказателство: 

Разглеждаме следната матрица: 
 

Μ	 ൌ

ۉ

ۈ
ۇ

1 … 0 1 … 0
ଵݎ … ଵݎ ଶݎ … ௠ݎ
ଵଶݎ … 2௦భିଵݎଵଶ ଶݎ

ଶ … 2௦೘ିଵݎ௠ଶ

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
ଵݎ	
௞ିଵ … ሺ݇ െ 1ሻ௦భିଵݎଵ

௞ିଵ ଶݎ	
௞ିଵ … ሺ݇ െ 1ሻ௦೘ିଵݎ௠௞ିଵی

ۋ
ۊ
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 Ключовото наблюдение е, че редовете ѝ са линейно независими. 
Да допуснем, че са линейно зависими с коефиценти ߙ଴,… ,  .௞ିଵ, поне един от които е ненулевߙ
 
 Разгледждаме полинома ݂ሺݔሻ ൌ ଴ߙ ൅ ݔଵߙ ൅	…	൅  .௞ିଵݔ௞ିଵߙ

От линейната комбинация на редовете, имаме следното за стълбовете: 
 

Δ௙
଴ሺݎଵሻ ൌ 	… 	ൌ Δ௙

௦భିଵሺݎଵሻ ൌ 0 

Δ௙
଴ሺݎଶሻ ൌ 	… 	ൌ Δ௙

௦మିଵሺݎଶሻ ൌ 0 
⋮ 

Δ௙
଴ሺݎ௠ሻ ൌ 	… 	ൌ Δ௙

௦೘ିଵሺݎ௠ሻ ൌ 0 

  
Сега от Δ-лемата имаме: 
 

݂ሺݎଵሻ ൌ ݂ᇱሺݎଵሻ ൌ 	… 	ൌ ݂ሺ௦భିଵሻሺݎଵሻ ൌ 0 
݂ሺݎଶሻ ൌ ݂ᇱሺݎଶሻ ൌ 	… 	ൌ ݂ሺ௦మିଵሻሺݎଶሻ ൌ 0 

⋮ 
݂ሺݎ௠ሻ ൌ ݂ᇱሺݎ௠ሻ ൌ 	… 	ൌ ݂ሺ௦೘ିଵሻሺݎ௠ሻ ൌ 0 

 
От ܲ-лемата следва, че ݂ሺݔሻ има корени ݎଵ с кратност ݏଵ, ݎଶ с кратност ݏଶ ,  ௠ сݎ ,…

кратност ݏ௠, което е невъзможно, тъй като ݂ е нетривиален полином от степен ൑ ݇ െ 1, и няма 
как да има ݏଵ ൅ ଶݏ ൅	…	൅ ௠ݏ ൌ ݇ корена. 
 
 В такъв случай съответната детерминанта е ненулева, така че системата: 
 

Μ.

ۉ

ۈ
ۇ

଴ߣ
ଵߣ
ଶߣ
⋮

ی௞ିଵߣ

ۋ
ۊ
ൌ

ۉ

ۈ
ۇ

ܾ଴
ܾଵ
ܾଶ
⋮

ܾ௞ିଵی

ۋ
ۊ

 

 
има единствено решение за ߣ଴,… ,  .௞ିଵߣ
 
Сега редицата с общ член: 
 

ܿ௡ ൌ ଵݎ଴ߣ
௡ ൅ ଵݎଵ݊ߣ

௡ ൅	…	൅ ௦భିଵ݊ߣ
௦భିଵݎଵ

௡ ൅ ଶݎ௦ߣ
௡ ൅	…	൅  ௠௡ݎ௞ିଵ݊௦೘ିଵߣ

 
отговаря на началните условия и е линейна комбинация на редиците: 
 

ሼݎଵ
௡ሽ௡ୀ଴

ஶ , ሼ݊ݎଵ
௡ሽ௡ୀ଴

ஶ , … , ሼ݊௦భିଵݎଵ
௡ሽ௡ୀ଴

ஶ ,	 
 

ሼݎଶ
௡ሽ௡ୀ଴

ஶ , ሼ݊ݎଶ
௡ሽ௡ୀ଴

ஶ , … , ሼ݊௦మିଵݎଶ
௡ሽ௡ୀ଴

ஶ ,	 
 

⋮ 
 

ሼݎ௠௡ሽ௡ୀ଴
ஶ , ሼ݊ݎ௠௡ሽ௡ୀ଴

ஶ , … , ሼ݊௦೘ିଵݎ௠௡ሽ௡ୀ଴
ஶ  

 
Оттук директно следва, че тя е решение на рекурентното уравнение. 

∎ 
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II. Рекурентни уравнения, съдържащи нехомогенна част 
 
Дадено е рекурентно уравнение от горния тип: 
 

ܽ௡ ൌ ܿଵܽ௡ିଵ ൅	…	൅ ܿ௞ܽ௡ି௞ ൅ ଵߙ
௡

ଵܲሺ݊ሻ ൅	…	൅ ௦௡ߙ ௦ܲሺ݊ሻ 
 
 , където ܿଵ, … , ܿ௞, са комплексни числа, ܿ௞ ് 0, ଵܲ, … , ௦ܲ са комплексни полиноми, от 

степени съответно ߜଵ, … , …,ଵߙ ௦, а коефицентитеߜ ,  ௦ са различни помежду си, ненулевиߙ
комплексни числа. 

 
Ключовото наблюдение е следното: 

Лема: Нека ܲሺݔሻ е комплексен полином от степен ݊ ൒ 1 и ߙ ്  .са ненулеви комплексни числа ߚ
 

Тогава ܲߙሺݔሻ െ ݔሺܲߙ െ 1ሻ е полином от степен ݊ െ 1, а ܲߙሺݔሻ െ ݔሺܲߚ െ 1ሻ е полином 
отново от степен ݊. 

 
Доказателство: 

Проверява се непосредствено, като се разпише полиномът. 
∎ 

Забележка: При ݏ ൌ ሻݔሺܲߙ ,0 െ ݔሺܲߙ െ 1ሻ ൌ 0. 
 
Къде се използва тази лема? 
 Да разгледаме изразите за ܽ௡ и ܽ௡ିଵ. 
 

ܽ௡ ൌ ܿଵܽ௡ିଵ ൅	…	൅ ܿ௞ܽ௡ି௞ ൅ ଵߙ
௡

ଵܲሺ݊ሻ ൅	…	൅ ௦௡ߙ ௦ܲሺ݊ሻ 
 

ܽ௡ିଵ ൌ ܿଵܽ௡ିଶ ൅	…	൅ ܿ௞ܽ௡ି௞ିଵ ൅ ଵߙ
௡ିଵ

ଵܲሺ݊ െ 1ሻ ൅	…	൅ ௦௡ିଵߙ ௦ܲሺ݊ െ 1ሻ 
 
 Умножаваме втория израз с ߙଵ и го вадим от първия. Получаваме: 
 

ܽ௡ ൌ ሺܿଵ ൅ ଵሻܽ௡ିଵߙ ൅	…	൅ ሺܿ௞ െ ଵܿ௞ିଵሻܽ௡ି௞ߙ െ ଵܿ௞ܽ௡ି௞ିଵߙ ൅ ଵߙ
௡ܴଵሺ݊ሻ ൅	ߙଶ

௡ܳଶሺ݊ሻ ൅	…	൅  ௦௡ܳ௦ሺ݊ሻߙ
 
 От лемата имаме, че ܴଵ е полином от степен degሺ ଵܲሻ െ 1, а ܳଶ,… , ܳ௦ са полиноми отново 
от степени съответно degሺ ଶܲሻ , … , degሺ ௦ܲሻ. 
 
 Непосредствено се проверява, че характеристичният полином на новата зависимост е: 
 

ሺݔ௡ െ ܿଵݔ௡ିଵ െ	…	െ ܿ௞ሻሺݔ െ  ଵሻߙ
 
 Правим това ߜଵ ൅ 1 пъти и получаваме рекурентно уравнение с характеристичен полином 
ሺݔ௡ െ ܿଵݔ௡ିଵ െ	…	െ ܿ௞ሻሺݔ െ ଵߙ ଵሻఋೞାଵ и нехомогенна част, несъдържаща изрази сߙ

௡. 
 
Сега правим същото за ߙଶ и така нататък. В крайна сметка получаваме хомогенно 

рекурентно уравнение с характеристичен полином: 
 

ሺݔ௡ െ ܿଵݔ௡ିଵ െ	…	െ ܿ௞ሻሺݔ െ ଵሻఋభାଵߙ … ሺݔ െ  ௦ሻఋೞାଵߙ
 
 За него вече знаем какво да правим. 
 
 Техническите детайли относно горната конструкция оставям на читателя. 
 


