
Ðåøåíèÿ íà çàäà÷èòå îò ïîïðàâêàòà íà êîíòðîëíà ðàáîòà � 1 ïî
ÄÀÀ

I. 1) Îïðåäåëåòå â êîè îò ïåòòå îòíîøåíèÿ O, Ω, Θ, o è ω ñà ôóíêöèèòå f(n) = n5n

è g(n) =
(
3n+

√
n
)
((lgn)!). Ïîïúëíåòå òàáëèöàòà ñ

”
Äà“ èëè

”
Íå“, êàòî îáîñíîâåòå îòãîâîðèòå

ñè.

Ðåøåíèå:
Àêî âçåìåì ëîãàðèòúì îò äâåòå ôóíêöèè, ïîëó÷àâàìå

lg (f(n)) = lgn + n lg 5

lg (g(n)) = n lg 3 +
√

n lg 3 + lg ((lgn)!)

Òúé êàòî lg ((lgn)!) = Θ((lgn)(lg lgn)), ÿñíî å, ÷å àñèìïòîòèêàòà íà lg (g(n)) ñå îïðåäåëÿ îò
ëèíåéíèÿ ÷ëåí. Ñëåäîâàòåëíî lg (f(n)) = Θ(n) è lg (g(n)) = Θ(n). Îò òîâà íå ìîæåì äà íàï-
ðàâèì çàêëþ÷åíèå çà íàðàñòâàíèÿòà íà f(n) è g(n). Èíà÷å êàçàíî, îïèòúò äà ðåøèì çàäà÷àòà
÷ðåç äèðåêòíî ëîãàðèòìóâàíå ñå ïðîâàëè.

Åòî åäíî âúçìîæíî ðåøåíèå. Äà ðàçäåëèì äâåòå ôóíêöèè íà 3n. Ïîëó÷àâàìå

f(n)

3n
= n

(
5

3

)n

g(n)

3n
=

(
3
√

n
)
((lgn)!)

Íåêà f(n)
3n = f1(n) è g(n)

3n = g1(n). Äà âçåìåì ëîãàðèòúì îò äâåòå.

lg f1(n) = lgn + n lg

(
5

3

)
lg g1(n) =

√
n lg 3 + Θ((lgn)(lg lgn))

Î÷åâèäíî lg f1(n) = Θ(n) è lg g1(n) = Θ(
√

n), ñëåäîâàòåëíî lg f1(n) = ω(lg g1(n)), ñëåäîâàòåëíî
f1(n) = ω(g1(n)), ñëåäîâàòåëíî f(n) = ω(g(n)). Îò òîâà ñëåäâà, ÷å f(n) = Ω(g(n)), f(n) 6=
O(g(n)), f(n) 6= o(g(n)) è f(n) 6= Θ(g(n)).

f(n) = O(g(n)) f(n) = Ω(g(n)) f(n) = Θ(g(n)) f(n) = o(g(n)) f(n) = ω(g(n))

Íå Äà Íå Íå Äà

�

2) Äîêàæåòå èëè îïðîâåðãàéòå, ÷å àêî f1(x) = Ω(g1(x)) è f2(x) = Ω(g2(x)), òî f1(x).f2(x) =

Ω(g1(x).g2(x)). Ôóíêöèèòå f1(x), f2(x), g1(x) è g2(x) ñà àñèìïòîòè÷íî ïîëîæèòåëíè.

Ðåøåíèå:
Òâúðäåíèåòî å âÿðíî. Ùîì ÷åòèðèòå ôóíêöèè ñà àñèìïòîòè÷íî ïîëîæèòåëíî, çà âñÿêà èìà
ñòîéíîñò íà àðãóìåíòà, òàêàâà ÷å çà âñè÷êè ñòîéíîñòè íà àðãóìåíòà ïî-ãîëåìè èëè ðàâíè íà
íåÿ, ôóíêöèÿòà å ïîëîæèòåëíà. Íåêà x0 å ìàêñèìóìúò îò òåçè ÷åòèðè ñòîéíîñòè çà x.

Ïî îïðåäåëåíèåòî íà íîòàöèÿòà Ω, ñúùåñòâóâà ñòîéíîñò íà x, äà ÿ íàðå÷åì x1, è ïîëîæè-
òåëíà êîíñòàíòà c1, òàêèâà ÷å çà ∀x ≥ x1, f1(x) ≥ c1.g1(x). Àíàëîãè÷íî, ñúùåñòâóâà ñòîéíîñò



íà x, äà ÿ íàðå÷åì x2, è ïîëîæèòåëíà êîíñòàíòà c2, òàêèâà ÷å çà ∀x ≥ x2, f2(x) ≥ c2.g2(x). Íåêà
x ′ = max {x0, x1, x2}. Î÷åâèäíî å, ÷å ∀x ≥ x ′, f1(x).f2(x) ≥ c1.c2.g1(x).g2(x).

È òàêà, ïîñî÷èõìå ñòîéíîñò íà àðãóìåíòà, à èìåííî x ′, è ïîëîæèòåëíà êîíñòàíòà, à èìåííî
c1.c2, çà êîèòî å èçïúëíåíî ∀x ≥ x ′, f1(x).f2(x) ≥ c1.c2.g1(x).g2(x). Ñúãëàñíî îïðåäåëåíèåòî íà
íîòàöèÿòà Ω, f1(x).f2(x) = Ω(g1(x).g2(x)), �

3) Äîêàæåòå èëè îïðîâåðãàéòå, ÷å àêî f1(x) = Ω(g1(x)) è f2(x) = Ω(g2(x)), òî f1(x) −

f2(x) = Ω(g1(x) − g2(x)). Ôóíêöèèòå f1(x), f2(x), g1(x), g2(x), f1(x) − f2(x) è g1(x) − g2(x) ñà
àñèìïòîòè÷íî ïîëîæèòåëíè.

Ðåøåíèå:
Òâúðäåíèåòî íå å âÿðíî. Çà äà ãî îïðîâåðãàåì å äîñòàòú÷íî äà ïîñî÷èì êîíòðàïðèìåð, à çà
äà íàìåðèì ïîäõîäÿù êîíòðàïðèìåð å äîñòàòú÷íî äà ñå ïîñî÷èì ôóíêöèè f1(x), f2(x), g1(x) è
g2(x), âñÿêà îò êîèòî å ñóìà îò åäèí è ñúùè

”
âîäåù“ ÷ëåí, ïðèìåðíî x2, è îñòàòúê, êîéòî å ïîëî-

æèòåëíà èëè ïîíå íåîòðèöàòåëíà ôóíêöèÿ, íî ïî-áàâíî íàðàñòâàùà îò x2. Çà äà ñà ïîäõîäÿùè
çà íàøåòî äîêàçàòåëñòâî, îñòàòúöèòå òðÿáâà äà ñà òàêèâà, ÷å ïðè èçâàæäàíåòî, îñòàòúêúò íà
g1 ìèíóñ îñòàòúêà íà g2 äà å ïî-áúðçî ðàñòÿùà ôóíêöèÿ îò îñòàòúêúò íà f1 ìèíóñ îñòàòúêà íà
f2. Ïðèìåðíî, íåêà

f1(x) = x2 +
√

x

f2(x) = x2

g1(x) = x2 + x

g2(x) = x2

Î÷åâèäíî ÷åòèðèòå ôóíêöèè ñà àñèìïòîòè÷íî ïîëîæèòåëíè. Ôóíêöèèòå f1(x) − f2(x) =
√

x

è g1(x) − g2(x) = x ñúùî ñà àñèìïòîòè÷íî ïîëîæèòåëíè. Èçïúëíåíî å è f1(x) = Ω(g1(x)) è
f2(x) = Ω(g2(x)). Íî f1(x) − f2(x) 6= Ω(g1(x) − g2(x)), òúé êàòî

√
x 6= Ω(x). �

II. Ðåøåòå ñëåäíèòå òðè ðåêóðåíòíè îòíîøåíèÿ.

1) T(n) = 16T
(

n
4

)
+ n2(lgn)3

2) T(n) = 16T
(

n
4

)
+ (lgn)3

3) T(n) = 2T(n − 1) − T(n − 2) + n3 + 2n

Ðåøåíèå íà 1):
Çàäà÷àòà íå ìîæå äà ñå ðåøè ñ ÌÒ (Master Theorem) âúâ âèäà, â êîéòî òÿ (ÌÒ) å äàäåíà â
ó÷åáíèêà íà Cormen, Leiserson, Rivest. Àêî èçïîëçâàìå òåðìèíîëîãèÿòà íà ÌÒ, a = 16, b = 4,
ñëåäîâàòåëíî logb a = 2, ñëåäîâàòåëíî nlogb a = n2. Ôóíêöèÿòà f(n) = n2(lgn)3 å òàêàâà, ÷å
f(n) 6= Θ(n2), f(n) 6= O(n2−ε) çà êîå äà å ïîëîæèòåëíî ε, è ñúùî òàêà f(n) 6= Ω(n2+ε) çà êîå
äà å ïîëîæèòåëíî ε, ñëåäîâàòåëíî íå ìîæåì äà êëàñèôèöèðàìå ðåêóðñèÿòà â íèòî åäèí îò
òðèòå ñëó÷àè íà ÌÒ. Íî ìîæåì äà ïðèëîæèì ðàçøèðåíèåòî íà ÌÒ, êîåòî òðåòèðà ñëó÷àèòå, â
êîèòî f(n) = Θ(nlogb a lgk n) çà íÿêàêâà ïîëîæèòåëíà êîíñòàíòà k � ðåøåíèåòî çà òåçè ñëó÷àè å
T(n) = Θ(nlogb a lgk+1 n). Òîâà ðàçøèðåíèå íà ÌÒ å äîêàçâàíî è íà óïðàæíåíèÿ, è â ñáîðíèêà ñúñ
çàäà÷è ïîä èìåòî Theorem 2 íà ñòð. 77. Èçïîëâàéêè ãî, ïîëó÷àâàìå, ÷å ðåøåíèåòî íà òåêóùàòà
çàäà÷à å T(n) = n2(lgn)4.

Ðåøåíèå íà 2):

2



ÌÒ å ïðèëîæèìà. Òúé êàòî (lgn)3 = O(n(lg4 16)−ε) çà íÿêàêâî ïîëîæèòåëíî ε, ïðèìåðíî ε = 1,
ðåêóðñèÿòà ïîïàäà â ñëó÷àé 1 íà ÌÒ è ðåøåíèåòî å T(n) = Θ(nlg4 16), òîåñò T(n) = Θ(n2).

Ðåøåíèå íà 3):
Ðåøàâàìå ÷ðåç ìåòîäà ñ õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå. Õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå å

x2 − 2x + 1 = 0

ñ êîðåíè x1 = 1 è x2 = 1. Íåõîìîãåííàòà ÷àñò å n3 + 2n = n3.1n + n0.2n. Îò íåÿ èìàìå äâà
êîðåíà: 1 ñ êðàòíîñò 4 è 2 ñ êðàòíîñò 1 Îáùî çà õîìîãåííàòà è íåõîìîãåííàòà ÷àñò èìàìå êîðåí
1 ñ êðàòíîñò 6 è êîðåí 2 ñ êðàòíîñò 1. Ðåøåíèåòî å

T(n) = A.1n + B.n.1n + C.n2.1n + D.n3.1n + E.n4.1n + F.n5.1n + G.2n

çà íÿêàêâè ïîëîæèòåëíè êîíñòàíòè A, B, C, D, E, F è G. ßñíî å, ÷å

T(n) = Θ(2n)

III. Íàìåðåòå àñèìïòîòè÷íàòà âðåìåâà ñëîæíîñò íà àëãîðèòìèòå, ïðåäñòàâåíè ÷ðåç ñëåäíèòå
ôðàãìåíòè, êàòî ôóíêöèÿ íà n.

1)
int f(int n, int m) {

int i, s = 0;

if (n == 0 || n == 1)

return m;

for(i = 0; i < 5; i++)

{

s += f(n-1, m + i);

s += f(n-2, m + 2*i);

}

s += f(n-2, 2*m)*3;

return s; }

2)
int r(int n) {

int i, s = 2;

if (n == 1)

return 2;

for(i = n; i > 0; i /= 2)

s += 2;

s += r(n/2)*r(n/2);

return s; }

3)
int p(int n) {

int i, j, k, s = 0;

for(i = n/2; i > 0; i--)

for(j = 0; j < i; j++)

for(k = j; k < i; k++)

s ++;

return s; }

Ðåøåíèå íà 1):
Ðåêóðåíòíàòà çàâèñèìîñò, îïèñâàùà àñèìïòîòè÷íàòà âðåìåâà ñëîæíîñò, å

T(n) = 5T(n − 1) + 6T(n − 2) + 1

Òîâà å òàêà, ïîíåæå ïðîìåíëèâàòà, îò êîÿòî çàâèñÿò ðåêóðñèâíèòå âèêàíèÿ, å n. Äðóãàòà ïðî-
ìåíëèâà m íÿìà îòíîøåíèå êúì áúðçîäåéñòâèåòî (ìàêàð ÷å ñúñ ñèãóðíîñò èìà îòíîøåíèå êúì
âúðíàòèÿ ðåçóëòàò). Çàáåëåæåòå, ÷å èìàìå øåñò âèêàíèÿ ñ n − 2 è ïåò ñ n − 1.

Ðåøåíèåòî íà ðåêóðåíòíàòà çàâèñèìîñò å ÷ðåç ìåòîäà íà õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå. Â ñëó-
÷àÿ òî å

x2 − 5x − 6 = 0

ñ êîðåíè x1 = 5+
√

52+24
2

= 5+
√

49
2

= 5+7
2

= 6 è x2 = 5−7
2

= −1. Îò íåõîìîãåííàòà ÷àñò èìàìå îùå
åäèí êîðåí 1 ñ êðàòíîñò 1. Ðåøåíèåòî å

T(n) = A.6n + B.(−1)n + C.1n

3



çà íÿêàêâè ïîëîæèòåëíè êîíñòàíòè A, B è C. ßñíî å, ÷å

T(n) = Θ(6n)

Ðåøåíèå íà 2):
Òúé êàòî àëãîðèòúìúò å ðåêóðñèâåí, òúðñèì ðåêóðåíòíà çàâèñèìîñò, îïèñâàùà âðåìåâàòà ñëîæ-
íîñò. Çàáåëåæåòå, ÷å for öèêúëúò èìà âðåìåâà ñëîæíîñò Θ(lgn) è ñëåä òîâà ñå ïðàâÿò äâå ðå-
êóðñèâíè èçâèêâàíèÿ, âñÿêî âúðõó âõîä, íàïîëîâèíà ïî-ìàëúê (èãíîðèðàìå òîâà äàëè n å ÷åòíî
èëè íå è íå ñå çàíèìàâàìå ñ b c). Ðåêóðåíòíàòà çàâèñèìîñò, îïèñâàùà àñèìïòîòè÷íàòà âðåìåâà
ñëîæíîñò, å

T(n) = 2T
(n

2

)
+ lgn

Òÿ ñå ðåøàâà ñ ÌÒ. Òúé êàòî lgn = O
(
n(log2 2)−ε

)
çà íÿêîå ïîëîæèòåëíî ε, ïðèìåðíî ε = 1

2
,

ðåêóðñèÿòà ïîïàäà â ñëó÷àé 1 íà ÌÒ è ðåøåíèåòî å T(n) = Θ
(
nlog2 2

)
, òîåñò T(n) = Θ(n).

Ðåøåíèå íà 3):

bn
2 c−1∑
i=0

i−1∑
j=0

i−1∑
k=j

1 =

bn
2 c−1∑
i=0

i−1∑
j=0

(i − j) =

bn
2 c−1∑
i=0

( i−1∑
j=0

i︸︷︷︸
i(i−1)

−

i−1∑
j=0

j︸︷︷︸
i(i−1)

2

)
=

1

2

bn
2 c−1∑
i=0

(i2 − i) = Θ(n3)
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