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Çàäà÷à 1: Äîêàæåòå ïî èíäóêöèÿ, ÷å çà âñÿêî ìíîæåñòâî A, áðîÿò íà5 ò.

ïîäìíîæåñòâàòà íà A ñ ÷åòåí áðîé åëåìåíòè å ðàâåí íà áðîÿ íà ïîäìíî-
æåñòâàòà ñ íå÷åòåí áðîé åëåìåíòè.

Â óñëîâèåòî å ïðîïóñíàòî óòî÷íåíèåòî, ÷å A å êðàéíî ìíîæåñòâî.¢¢ NB ¢¢

Ðåøåíèå: Íåêà 2A ñòåïåííîòî ìíîæåñòâî íà A. Äåôèíèðàìå, ÷å:

2A
e = {X | X ∈ 2A è |X| å ÷åòíî ÷èñëî.}

2A
o = {X | X ∈ 2A è |X| å íå÷åòíî ÷èñëî.}

Çàäà÷àòà ñå ñúñòîè â òîâà, äà ñå äîêàæå, ÷å ∀A, |2A
e | = |2A

o |. Äîêàçàòåëñò-
âîòî å ñ èíäóêöèÿ ïî |A|.
Áàçà: |A| = 0, òîåñò |A| = ∅. Èçâåñòíî å, ÷å

2∅ = {∅, {∅}}

Î÷åâèäíî

2∅e = {∅}
2∅o = {{∅}},

òàêà ÷å |2∅e| = |2∅o| å âÿðíî.
Èíäóêòèâíà õèïîòåçà: Íåêà òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà âñÿêî ìíîæåñòâî
A ñ ãîëåìèíà |A| = n. Òîåñò,

∀A, òàêîâà ÷å |A| = n : |2A
o | = |2A

e | (1)

Èíäóêòèâíà ñòúïêà: Ðàçãëåæäàìå ìíîæåñòâî A, òàêîâà ÷å |A| = n+1.
Íåêà a å ïðîèçâîëåí åëåìåíò íà A. Î÷åâèäíî 2A ñå ðàçáèâà íà ñëåäíèòå
÷åòèðè ïîäìíîæåñòâà:

Be = {X ∈ 2A | a ∈ X è |X| å ÷åòíî ÷èñëî}

Bo = {X ∈ 2A | a ∈ X è |X| å íå÷åòíî ÷èñëî}

Ce = {X ∈ 2A | a 6∈ X è |X| å ÷åòíî ÷èñëî}

Co = {X ∈ 2A | a 6∈ X è |X| å íå÷åòíî ÷èñëî}

Î÷åâèäíî

2A
e = Be ∪ Ce

2A
o = Bo ∪ Co
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Òúé êàòî Be ∩ Ce = ∅ è Bo ∩ Co = ∅,

|2A
e | = |Be| + |Ce| (2)

|2A
o | = |Bo| + |Co| (3)

Íåêà A ′ = A \ {a}. Ñúãëàñíî èíäóêòèâíàòà õèïîòåçà (1),

|2A ′

e | = |2A ′

o | (4)

Î÷åâèäíî å, ÷å 2A ′
e = Be è 2A ′

o = Bo. Ñëåäîâàòåëíî,

|Be| = |Bo| (5)

Ùå ïîêàæåì, ÷å |Ce| = |Co|. Çàáåëåæåòå, ÷å

|Be| = |Co| (6)

ïîíåæå èìà áèåêòèâíî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó åëåìåíòèòå èì:

� âñåêè åëåìåíò u íà Be ñå ïîëó÷àâà îò òî÷íî åäèí åëåìåíò v íà Co

÷ðåç
”
äîáàâÿíå“ íà a; ïî-ôîðìàëíî, u = v ∪ {a},

� âñåêè åëåìåíò w íà Co ñå ïîëó÷àâà îò òî÷íî åäèí åëåìåíò z íà Be

÷ðåç
”
ìàõàíå“ íà a; ïî-ôîðìàëíî, w = z \ {a}.

Àíàëîãè÷íî,

|Bo| = |Ce| (7)

ïîíåæå èìà áèåêòèâíî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó åëåìåíòèòå èì:

� âñåêè åëåìåíò u íà Bo ñå ïîëó÷àâà îò òî÷íî åäèí åëåìåíò v íà Ce

÷ðåç
”
äîáàâÿíå“ íà a; ïî-ôîðìàëíî, u = v ∪ {a},

� âñåêè åëåìåíò w íà Ce ñå ïîëó÷àâà îò òî÷íî åäèí åëåìåíò z íà Bo

÷ðåç
”
ìàõàíå“ íà a; ïî-ôîðìàëíî, w = z \ {a}.

Îò (5), (6) è (7) ñëåäâà, ÷å:

|Ce| = |Co| (8)

Îò (5), (8), (2) è (3) ñëåäâà, ÷å |2A
e | = |2A

o |. �

Çàäà÷à 2: Äîêàæåòå, ÷å3 ò.

n∑
k=0

(−1)k

(
n

k

)
= 0
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Ðåøåíèå:

n∑
k=0

(−1)k

(
n

k

)
= ∑

k∈{0,1,...,n}

k ÷åòíî

(−1)k

(
n

k

)+

 ∑
k∈{0,1,...,n}

k íå÷åòíî

(−1)k

(
n

k

) =

 ∑
k∈{0,1,...,n}

k ÷åòíî

(
n

k

)−

 ∑
k∈{0,1,...,n}

k íå÷åòíî

(
n

k

) (9)

Èçâåñòíî å, ÷å
(

n
k

)
å áðîÿò íà ïîäìíîæåñòâàòà, èìàùè k åëåìåíòà, íà êîå

äà å n-åëåìåíòíî ìíîæåñòâî A. Òîãàâà, î÷åâèäíî,∑
k∈{0,1,...,n}

k ÷åòíî

(
n

k

)
å áðîÿò íà ïîäìíîæåñòâàòà íà A ñ ÷åòåí áðîé åëåìåíòè

∑
k∈{0,1,...,n}

k ÷åòíî

(
n

k

)
å áðîÿò íà ïîäìíîæåñòâàòà íà A ñ íå÷åòåí áðîé åëåìåíòè

Ñúãëàñíî Çàäà÷à 1, òåçè äâå ñóìè ñà åäíàêâè. Ñëåäâà, ÷å (9) = 0. �

Çàäà÷à 3: Äîêàæåòå ñ êîìáèíàòîðíè ñðåäñòâà, ÷å7 ò.

n∑
k=0

(
n

k

)2

=

(
2n

n

)

Ðåøåíèå: Íåêà A å ìíîæåñòâî ñ 2n åëåìåíòà. Íåêà âñåêè åëåìåíò îò A

èìà àòðèáóò-öâÿò, êàòî n åëåìåíòà ñà áåëè, à îñòàíàëèòå n, ÷åðíè. Ïî
êîëêî íà÷èíà ìîæåì äà ïîäáåðåì ðàçëè÷íè ïîäìíîæåñòâà íà A ñ ïî n

åëåìåíòà?
Îò åäíà ñòðàíà, òîâà ìîæå äà ñòàíå ïî(

2n

n

)
(10)

íà÷èíà, òúé êàòî òîâà ñà êîìáèíàòîðíè êîíôèãóðàöèè áåç ïîâòîðåíèå
è áåç íàðåäáà � òóê íå îáðúùàìå âíèìàíèå íà öâåòîâåòå íà ïîäáðàíèòå
åëåìåíòè.
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Îò äðóãà ñòðàíà, ìîæåì äà ðàçáèåì ïîäáèðàíèÿòà ïî áðîÿ íà åëåìåí-
òèòå îò åäèíèÿ öâÿò, äà ðå÷åì áåëèÿ. Áåëèòå åëåìåíòè, êîèòî ïîïàäàò â
äàäåíî ïîäáèðàíå, ìîæå äà ñà 0 èëè 1 èëè . . . èëè n. Ñëåäîâàòåëíî, äà
ïîäáåðåì n åëåìåíòà îò îáùî 2n â òàçè çàäà÷à å ñúùîòî êàòî äà ïîäáå-
ðåì k åëåìåíòà èçìåæäó âñè÷êèòå n áåëè è äà ïîäáåðåì n − k åëåìåíòà
èçìåæäó âñè÷êèòå n ÷åðíè. Çà äàäåíî k, òàêîâà ÷å 0 ≤ k ≤ n, áðîÿò íà-
÷èíè äà ïîäáåðåì n åëåìåíòà îò îáùî 2n, òàêà ÷å k èçìåæäó ïîäáðàíèòå
äà ñà áåëè, å, ïî ïðèíöèïà íà ïðîèçâåäåíèåòî:(

n

k

)
︸ ︷︷ ︸

áðîÿò íà÷èíè k åëåìåíòà îò îáùî n äà ñà áåëè

×
(

n

n − k

)
︸ ︷︷ ︸

áðîÿò íà÷èíè îñòàíàëèòå åëåìåíòè äà ñà ÷åðíè

Òúé êàòî k ñå ìåíè îò 0 äî n è ïîäáèðàíèÿòà ñå ðàçáèâàò ïî k (ïðè ðàçëè-
÷åí áðîé áåëè åëåìåíòè â äâå ïîäáèðàíèÿ, òå çàäúëæèòåëíî ñà ðàçëè÷íè),
îáùèÿò áðîé ïîäáèðàíèÿ å:

n∑
k=0

(
n

k

)(
n

n − k

)
Íî çíàåì, ÷å

(
n

n−k

)
=
(

n
k

)
, ñëåäîâàòåëíî îáùèÿò áðîé íà ïîäáèðàíèÿ å:

n∑
k=0

(
n

k

)2

(11)

Èçðàçèòå (10) è (11) áðîÿò åäíî è ñúùî êîëè÷åñòâî, ñëåäîâàòåëíî ñà
ðàâíè. �

Çàäà÷à 4: Ïî êîëêî íà÷èíà ìîãàò äà ñåäíàò îêîëî êðúãëà ìàñà ñ12 ò.

íîìåðèðàíè ñòîëîâå õîðàòà îò n íà áðîé æåíåíè äâîéêè (î÷åâèäíî ñòàâà
äóìà çà 2n äóøè), òàêà ÷å ñúïðóçèòå îò íèòî åäíà äâîéêà äà íå ñåäÿò íà
ñúñåäíè ñòîëîâå?

Ðåøåíèå: Íåêà äâîéêèòå ñúïðóçè ñà c1, c2, . . . , cn. Íåêà Si îçíà÷àâà
ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè âúçìîæíè ñÿäàíèÿ, â êîèòî ñúïðóçèòå îò ci ñåäÿò
íåïîçâîëåíî, òîåñò åäèí äî äðóã, çà íÿêîå i, òàêîâà ÷å 1 ≤ i ≤ n. Íåêà U å
óíèâåðñóìúò â òàçè çàäà÷à, à èìåííî, ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè âúçìîæíè
ñÿäàíèÿ íà òåçè 2n äóøè îêîëî ìàñàòà (áåç îãëåä íà ïðèíàäëåæíîñò êúì
ñúïðóæåñêè äâîéêè). Òúðñåíèÿò îòãîâîð å |S1∩S2∩. . .∩Sn|. Ïî ïðèíöèïà
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íà âêëþ÷âàíåòî è èçêëþ÷âàíåòî,

|S1 ∩ S2 ∩ . . . ∩ Sn| = |U|

−
∑

1≤i≤n

|Si|

+
∑

1≤i<j≤n

|Si ∩ Sj|

− . . .

+ (−1)n|S1 ∩ S2 ∩ . . . ∩ Sn|

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å |U| = (2n)!, òúé êàòî òîëêîâà ñà íà÷èíèòå, 2n ÷îâåêà
äà ñåäíàò íà 2n ðàçëè÷èìè (íîìåðèðàíè) ìåñòà áåç íèêàêâè îãðàíè÷åíèÿ.

Ùå ïîêàæåì, ÷å âñÿêà îò ñóìèòå∑
1≤i1<i2<...<it≤n

|Si1 ∩ Si2 ∩ . . . ∩ Sit |

êúäåòî t å íÿêîå öÿëî ÷èñëî, òàêîâà ÷å 1 ≤ t ≤ n, ïî àáñîëþòíà ñòîéíîñò
å ðàâíà íà(

n

t

)
.2n.(2n − t − 1)!.2t

Òàçè ñóìà å ðàâíà íà áðîÿ íà÷èíè t äâîéêè äà ñà ñåäíàëè íåïîçâîëåíî, ïî
âñè÷êè âúçìîæíè íà÷èíè äà áúäàò ïîäáðàíè t äâîéêè îò {c1, c2, . . . , cn}.
Èìàìå ñëåäíèòå ÷åòèðè íåçàâèñèìè ñúîáðàæåíèÿ.

� Ïî

(
n

t

)
íà÷èíà ìîæåì äà ïîäáåðåì t äâîéêè îò îáùî n.

� Ïî 2n íà÷èíà ìîæåì äà èçáåðåì äâà ñòîëà çà ïúðâàòà äâîéêà îò
òåçè t äâîéêè.

� Çà îñòàíàëèòå t − 1 äâîéêè, ïî (2n − t − 1)! íà÷èíà ìîæåì äà ðàç-
ïîëîæèì õîðàòà îò òåçè t − 1 äâîéêè, òàêà ÷å õîðàòà îò âñÿêà îò
òåçè äâîéêè äà ñà ñúñåäè, è îñòàíàëèòå õîðà (òåçè, êîèòî íå ñà â
íèòî åäíà îò âúïðîñíèòå t äâîéêè) ïî îñòàâàùèòå (ñëåä ñÿäàíåòî íà
ïúðâàòà äâîéêà) ñòîëîâå. Ïðè÷èíàòà òîâà äà å òàêà å, ÷å ãëåäàìå íà
òåçè t−1 äâîéêè êàòî íà

”
áëîêîâå“, òîåñò åäíà òàêàâà äâîéêà å åäèí

îáåêò, à âñåêè ÷îâåê, êîéòî íå å â íÿêîÿ äâîéêà, å ñàìîñòîÿòåëåí
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îáåêò. Îáùî îáåêòèòå ñà íà áðîé

2n − 2︸ ︷︷ ︸
òîëêîâà ñà õîðàòà çà íàñòàíÿâàíå ñëåä ñÿäàíåòî íà ïúðâàòà äâîéêà

− 2(t − 1)︸ ︷︷ ︸
îò òåõíèÿ áðîé âàäèì áðîÿ íà õîðàòà â t−1 äâîéêè

+ t − 1︸ ︷︷ ︸
òîëêîâà ñà îáåêòèòå îò âèä

”
äâîéêà“

= 2n − t − 1

Ñëåäîâàòåëíî, çàäà÷àòà ïî êîëêî íà÷èíà ìîãàò äà ñåäíàò òåçè t−1

äâîéêè íåïîçâîëåíî íà îñòàâàùèòå ìåñòà (ñëåä ñÿäàíåòî íà ïúð-
âàòà äâîéêå) å ñúùàòà êàòî çàäà÷àòà, ïî êîëêî íà÷èíà ìîæåì äà
ðàçïîëîæèì 2n − t − 1 îáåêòà â ðåäèöà.

� Çà âñÿêà îò äîñåãà íàïðàâåíèòå ïîäáîðêè íà ìåñòà çà ñÿäàíå íà t

äâîéêè ïî âñè÷êè âúçìîæíè íåïîçâîëåíè íà÷èíè, çà âñÿêà äâîéêà
ìîæåì äà ðàçïîëîæèì õîðàòà îò íåÿ ïî 2 íà÷èíà íà äâàòà èçáðàíè
ñòîëà. Îáùî òîâà ñà 2t âúçìîæíè íà÷èíà.

Ñëåä êàòî óñòàíîâèõìå, ÷å∑
1≤i1<i2<...<it≤n

|Si1 ∩ Si2 ∩ . . . ∩ Sit | =

(
n

t

)
.2n.(2n − t − 1)!.2t

îòãîâîðúò ñëåäâà äà å

|S1 ∩ S2 ∩ . . . ∩ Sn| = (2n)! +

n∑
t=1

(−1)t.

(
n

t

)
.2n.(2n − t − 1)!.2t

=

n∑
t=0

(−1)t.

(
n

t

)
.2n.(2n − t − 1)!.2t

= 2n

(
n∑

t=0

(−1)t.

(
n

t

)
.(2n − t − 1)!.2t

)

Çàäà÷à 5: Êîëêî ñà âúçìîæíèòå ðúöå â áðèäæà ñ ðàçïðåäåëåíèå íà5 ò.

öâåòîâåòå 5, 4, 4, 0? Äàéòå îòãîâîð-÷èñëî.

Ðåøåíèå: Çà ôèêñèðàíî ðàçïðåäåëåíèå íà öâåòîâåòå îò äàäåí áðîé †,
áðîÿò íà âúçìîæíèòå ðúöå å:(

13

5

)
×
(

13

4

)
×
(

13

4

)
×
(

13

0

)
= 657 946 575

†Ïðèìåðíî, 5 êóïè, 4 ïèêè, 4 ñïàòèè, 0 êàðè.
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Òîâà å òàêà, ïîíåæå ïî
(

13
k

)
íà÷èíà ìîæåì äà ïîäáåðåì k êàðòè îò 13-òå

êàðòè îò äàäåí öâÿò.

Òîâà íå å îêîí÷àòåëíèÿò îòãîâîð. Îêîí÷àòåëíèÿò îòãîâîð å ïðîèçâåäå-
íèåòî îò 657 946 575 è áðîÿò íà÷èíè, ïî êîèòî ìîæåì äà èçáåðåì îò êîé
öâÿò äà èìà 5 êàðòè, îò êîé 4 è ò.í. Òîçè áðîé å(

4

1

)
×
(

3

1

)
= 12

òúé êàòî ïî
(

4
1

)
íà÷èíà ìîæå äà èçáåðåì îò êîé öâÿò äà èìà 5 êàðòè è

ïî
(

3
1

)
íà÷èíà, îò îñòàâàùèòå 3 öâÿòà, îò êîé äà èìà 0 êàðòè; ñëåä êàòî

ñìå èçáðàëè îò êîé öâÿò äà èìà 5 è îò êîé, 0 êàðòè, çà öâåòîâåòå ñ ïî
4 êàðòè èçáîðúò å ñàìî åäèí. Äðóã íà÷èí äà ñå èçâåäå òîâà

”
12“ å ÷ðåç

ôîðìóëàòà çà ìóëòèíîìèàëíèÿ êîåôèöèåíò:

4!

1!.2!.1!
= 12

È òàêà, îòãîâîðúò å

657 946 575× 12 = 7 895 358 900 �

Çàäà÷à 6: Íà ïðàçíè÷íî òúðæåñòâî èäâàò 100 ãîñòè. Ðàçèãðàâà ñå áëà-
ãîòâîðèòåëíà òîìáîëà ïî ñëåäíèòå ïðàâèëà. Âñåêè ãîñòåíèí çàïèñâà èìå-
òî ñè (äà ïðèåìåì, ÷å âñè÷êè èìåíà ñà ðàçëè÷íè) âúðõó êàðòîí÷å, ïóñêà
êàðòîí÷åòî â êóòèÿ è ïëàùà íÿêàêâà ñóìà çà ó÷àñòèåòî â òîìáîëàòà. Â
êðàÿ íà òúðæåñòâîòî ñå âàäÿò ïî ñëó÷àåí íà÷èí åäíî ñëåä äðóãî òðè
êàðòîí÷åòà îò êóòèÿòà. Âåäíúæ èçòåãëåíî, íèêîå êàðòîí÷å íå ñå ñëàãà
îòíîâî â êóòèÿòà. Òîçè, ÷èåòî èìå å èçòåãëåíî ïúðâî, ïîëó÷àâà íàãðàäà
îò p1 ëåâà; âòîðèÿò ïîëó÷àâà íàãðàäà îò p2 ëåâà, à òðåòèÿò, îò p3 ëå-
âà. Ïî êîëêî ðàçëè÷íè íà÷èíà ìîãàò äà áúäàò ðàçäàäåíè íàãðàäèòå íà
ãîñòèòå, àêî

à) p1 = 200 ëâ, p2 = 100 ëâ, p3 = 50 ëâ.2 ò.

á) p1 = p2 = p3 = 100 ëâ.2 ò.

Ðåøåíèå íà à): Òîâà êàêâè òî÷íî ñà íàãðàäèòå å áåç çíà÷åíèå. Òîâà,
êîåòî èìà çíà÷åíèå å, ÷å íàãðàäèòå ñà ðàçëè÷íè. Çàäà÷àòà ñå ñâåæäà
äî ïðåáðîÿâàíå íà ðàçëè÷íèòå êîìáèíàòîðíè êîíôèãóðàöèè ñ äúëæè-
íà 3 (çàùîòî íàãðàäèòå ñà 3 íà áðîé), ñ íàðåäáà (çàùîòî íàãðàäèòå
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ñà ðàçëè÷íè) è áåç ïîâòîðåíèå (çàùîòî åäíî èìå íå ìîæå äà áúäå èç-
òåãëåíî ïîâå÷å îò åäèí ïúò), íàä îïîðíî ìíîæåñòâî ñúñ 100 åëåìåíòà.
KÍ(100, 3) = 100× 99× 98 = 970 200.

Ïî-ïðîñòî êàçàíî, íàé-ãîëÿìàòà íàãðàäà ìîæå äà îòèäå ïðè 100 ÷î-
âåêà, ñðåäíàòà, ïðè 99, à íàé-ìàëêàòà, ïðè 98.

Ðåøåíèå íà á): Çàäà÷àòà ñå ñâåæäà äî ïðåáðîÿâàíå íà ðàçëè÷íèòå êîì-
áèíàòîðíè êîíôèãóðàöèè ñ äúëæèíà 3, áåç íàðåäáà (çàùîòî íàãðàäèòå
ñà åäíàêâè) è áåç ïîâòîðåíèå (çàùîòî åäíî èìå íå ìîæå äà áúäå èç-
òåãëåíî ïîâå÷å îò åäèí ïúò), íàä îïîðíî ìíîæåñòâî ñúñ 100 åëåìåíòà.
K(100, 3) =

(
100
3

)
= 161 700.

Ïî-ïðîñòî êàçàíî, çàäà÷àòà å ñúùàòà êàòî
”
Ïî êîëêî íà÷èíà ìîæå äà

áúäàò ïîäáðàíè 3 ÷îâåêà îò 100?“.
�

Çàäà÷à 7: Íà ïðàçíè÷íî òúðæåñòâî èäâàò 100 ãîñòè. Ðàçèãðàâà ñå áëà-
ãîòâîðèòåëíà òîìáîëà ïî ñëåäíèòå ïðàâèëà. Âñåêè ãîñòåíèí çàïèñâà èìå-
òî ñè (äà ïðèåìåì, ÷å âñè÷êè èìåíà ñà ðàçëè÷íè) âúðõó êàðòîí÷å, ïóñêà
êàðòîí÷åòî â êóòèÿ è ïëàùà íÿêàêâà ñóìà çà ó÷àñòèåòî â òîìáîëàòà. Â
êðàÿ íà òúðæåñòâîòî ñå âàäÿò ïî ñëó÷àåí íà÷èí åäíî ñëåä äðóãî òðè êàð-
òîí÷åòà îò êóòèÿòà. Âåäíúæ èçòåãëåíî, âñÿêî êàðòîí÷å ñå ñëàãà îòíîâî
â êóòèÿòà. Òîçè, ÷èåòî èìå å èçòåãëåíî ïúðâî, ïîëó÷àâà íàãðàäà îò p1

ëåâà; âòîðèÿò ïîëó÷àâà íàãðàäà îò p2 ëåâà, à òðåòèÿò, îò p3 ëåâà. Ïî
êîëêî ðàçëè÷íè íà÷èíà ìîãàò äà áúäàò ðàçäàäåíè íàãðàäèòå íà ãîñòèòå,
àêî

à) p1 = 200 ëâ, p2 = 100 ëâ, p3 = 50 ëâ.2 ò.

á) p1 = p2 = p3 = 100 ëâ.2 ò.

Ðåøåíèå íà à): Çàäà÷àòà ñå ñâåæäà äî ïðåáðîÿâàíå íà ðàçëè÷íèòå êîì-
áèíàòîðíè êîíôèãóðàöèè ñ äúëæèíà 3 (çàùîòî íàãðàäèòå ñà 3 íà áðîé),
ñ íàðåäáà (çàùîòî íàãðàäèòå ñà ðàçëè÷íè) è ñ ïîâòîðåíèå (çàùîòî åäíî
èìå ìîæå äà áúäå èçòåãëåíî ïîâå÷å îò åäèí ïúò), íàä îïîðíî ìíîæåñòâî
ñúñ 100 åëåìåíòà. KÍ,Ï(100, 3) = 1003 = 1 000 000.

Ïî-ïðîñòî êàçàíî, íàé-ãîëÿìàòà íàãðàäà ìîæå äà îòèäå ïðè 100 ÷î-
âåêà, ñðåäíàòà, ñúùî ïðè 100, è íàé-ìàëêàòà, ñúùî ïðè 100.

Ðåøåíèå íà á): Çàäà÷àòà ñå ñâåæäà äî ïðåáðîÿâàíå íà ðàçëè÷íèòå êîì-
áèíàòîðíè êîíôèãóðàöèè ñ äúëæèíà 3 (çàùîòî íàãðàäèòå ñà 3 íà áðîé),
áåç íàðåäáà (çàùîòî íàãðàäèòå ñà åäíàêâè), ñ ïîâòîðåíèå (çàùîòî åäíî
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èìå ìîæå äà áúäå èçòåãëåíî ïîâå÷å îò åäèí ïúò), íàä îïîðíî ìíîæåñòâî
ñúñ 100 åëåìåíòà. KÍ,Ï(100, 3) =

(
100+3−1

3

)
= 171 700.

�

Çàäà÷à 8: Äà ñå îòêðèå Õàìèëòîíîâ öèêúë â ñëåäíèÿ ãðàô ñ 20 âúðõà5 ò.

è 30 ðåáðà:

Ôèã. 1

Ðåøåíèå: Ðåøåíèåòî å ïîêàçàíî íà Ôèãóðà 2 íà ñëåäâàùàòà ñòðàíèöà.
�
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Ôèã. 2: Õàìèëòîíîâ öèêúë â ãðàôà îò Ôèãóðà 1.
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Çàäà÷à 9: Âúçìîæíî ëè å â ãðóïà îò 11 ÷îâåêà, âñåêè äà ïîçíàâà5 ò.

òî÷íî òðèìà äóøè (îñâåí ñåáå ñè, åñòåñòâåíî)? Çà öåëèòå íà òàçè çàäà÷à,
ïîçíàíñòâîòî å ñèìåòðè÷íî: çà âñåêè äâàìà äóøè X è Y, X ïîçíàâà Y
òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî Y ïîçíàâà X.

Ðåøåíèå: Íå å âúçìîæíî. Çàäà÷àòà ìîæå äà áúäå ìîäåëèðàíà ñ ãðàô.
Íåêà ìíîæåñòâîòî îò òåçè õîðà å H = {h1, h2, . . . , h11}. Äà ïîñòðîèì ãðàô
G(H, E), êàòî ðåáðàòà ñå ïîñòàâÿò ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

∀i, j, òàêèâà ÷å 1 ≤ i < j ≤ 11, (hi, hj) ∈ E ⇔ hi ñå ïîçíàâà ñ hj

Áðîÿò íà ïîçíàòèòå íà ÷îâåê hi â ãðóïàòà å ðàâåí íà ñòåïåíòà íà hi â
G, çà 1 ≤ i ≤ 11. Çàäà÷àòà å åêâèâàëåíòíà íà çàäà÷àòà, ìîæå ëè â G

âñåêè âðúõ äà èìà ñòåïåí 3. Èçâåñòíî å, ÷å â êîé äà å ãðàô, âúðõîâåòå
îò íå÷åòíà ñòåïåí ñà ÷åòåí áðîé, ñëåäîâàòåëíî íå å âúçìîæíî âñåêè îò
11-òå âúðõà äà å îò íå÷åòíà ñòåïåí, ñëåäîâàòåëíî íå å âúçìîæíî âñåêè
÷îâåê îò ãðóïàòà äà ïîçíàâà òî÷íî òðèìà äóøè îò ñúùàòà ãðóïà. �

Çàäà÷à 10: Íåêà Jn = {1, 2, . . . , n}, çà âñÿêî öÿëî ïîëîæèòåëíî n. Íåêà15 ò.

äåôèíèðàìå, ÷å
”
ãðàô-ìðåæà m× n“ å îáèêíîâåí ãðàô G(V, E), êúäåòî

ìíîæåñòâîòî îò âúðõîâåòå å V = Jm × Jn, à ìíîæåñòâîòî îò ðåáðàòà å

E = {(u× v, p× q) | u ∈ Jn, v ∈ Jm, p ∈ Jn, q ∈ Jm, |u − p| + |v − q| = 1}

Íàìåðåòå è äîêàæåòå íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà òîâà, äà èìà
Õàìèëòîíîâ öèêúë â ãðàô-ìðåæà 3× n.

Ðåøåíèå: Åòî íÿêîëêî ïðèìåðà çà ãðàôè-ìðåæè:

G1

G2

G3

G1 e ãðàô-ìðåæà 2× 4, G2 å ãðàô-ìðåæà 1× 3, à G3 å ãðàô-ìðåæà 3× 6.
Çà êðàòêîñò ùå îçíà÷àâàìå ãðàôà-ìðåæà 3× n ñ Gn.

Íàáëþäåíèå 1. Àêî â Gn çà n ≥ 2 èìà Õàìèëòîíîâ öèêúë c, òî ñëåä-
íèòå äâà ïúòÿ:

� (1, 2), (1, 1), (2, 1), (3, 1), (3, 2) è

� (1, n − 1), (1, n), (2, n), (3, n), (3, n − 1)
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ñà ÷àñòè îò c, òîåñò ïîäïîñëåäîâàòåëíîñòè íà c. �

Âúïðîñíèòå ïúòèùà íÿìàò îáùè âúðõîâå òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî
n ≥ 4, íî òîâà äàëè èìàò îáùè âúðõîâå èëè íå å áåç çíà÷åíèå çà âàëèä-
íîñòòà íà òâúðäåíèåòî. Åòî íàãëåäíî êàêâî ñå òâúðäè â íàáëþäåíèåòî �
ïúòèùàòà, ìàðêèðàíè â ÷åðâåíî, ñà çàäúëæèòåëíî ÷àñò îò Õàìèëòîíîâèÿ
öèêúë, àêî èçîáùî èìà òàêúâ:

Òåîðåìà 1. Íåîáõîäèìîòî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå Gn äà èìà Õàìèëòî-
íîâ öèêúë å n äà å ÷åòíî ÷èñëî.

Äîêàçàòåëñòâî:
Òúé êàòî òâúðäåíèåòî å îò âèäà

”
X å íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå

çà Y“, íåîáõîäèìî å äîêàçàòåëñòâî îò äâå ÷àñòè.
Äîêàçàòåëñòâî, I ÷àñò: Ùå äîêàæåì, ÷å àêî n å ÷åòíî ÷èñëî, òî â Gn

èìà Õàìèëòîíîâ öèêúë. Äîêàçàòåëñòâîòî å ñ èíäóêöèÿ ïî n.
Áàçàòà å n = 2. Î÷åâèäíî, G2 èìà Õàìèëòîíîâ öèêúë:

Äà äîïóñíåì, ÷å G2k çà íÿêîå k ∈ N èìà Õàìèëòîíîâ öèêúë è äà ðàçãëå-
äàìå G2(k+1) = G2k+2 :

1

2

3
1 2 3 4 2k + 22k

2k + 12k − 1
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Çàáåëåæåòå, ÷å âúðõîâåòå îò âèäà (x, y), êúäåòî x ∈ {1, 2, 3} è y ∈ {1, 2, . . . , 2k}

èíäóöèðàò ïîäãðàô G2k â G2k+2. Íà ñëåäíèÿ ÷åðòåæ èëþñòðèðàìå òîçè
ôàêò, ìàðêèðàéêè âúðõîâåòå íà èíäóöèðàíèÿ G2k â æúëòî.

1

2

3
1 2 3 4 2k + 22k

2k + 12k − 1

G2kG2k+2

Ñúãëàñíî èíäóêöèîííàòà õèïîòåçà, â òîçè èíäóöèðàí G2k èìà Õàìèëòî-
íîâ öèêúë c. Ñúãëàñíî Íàáëþäåíèå 1, ìàðêèðàíèòå â ðîçîâî ïúòèùà íà
ñëåäíèÿ ÷åðòåæ ñà ÷àñòè îò c:

1

2

3
1 2 3 4 2k + 22k

2k + 12k − 1

G2kG2k+2

Äà ïðåìàõíåì ðåáðîòî ((1, 2k), (2, 2k)) îò c:

1

2

3
1 2 3 4 2k + 22k

2k + 12k − 1

G2kG2k+2

Ïîëó÷àâàìå Õàìèëòîíîâ ïúò p ñ êðàèùà (1, 2k) è (2, 2k).
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Äà äîáàâèì êúì p îöâåòåíèòå â ñèíüî ðåáðà è âúðõîâå:

1

2

3
1 2 3 4 2k + 22k

2k + 12k − 1

G2kG2k+2

Ïîñòðîèõìå Õàìèëòîíîâ öèêúë â G2k+2.

Äîêàçàòåëñòâî, II ÷àñò: Ùå äîêàæåì, ÷å àêî â Gn èìà Õàìèëòîíîâ
öèêúë, òî n å ÷åòíî ÷èñëî. Íåêà â â Gn èìà Õàìèëòîíîâ öèêúë. Ñúãëàñíî
Íàáëþäåíèå 1, ðåáðàòà, ìàðêèðàíè â ðîçîâî, ñà â òîçè öèêúë:

1

2

3
1 2 3 4 n − 1 n

Äà ñè ïðåäñòàâèì âúçìîæíèòå ïðîäúëæåíèÿ çà Õàìèëòîíîâèÿ öèêúë.
Âðúõ (3, 2) èìà äâà ñúñåäà, êúì êîèòî ìîæåì äà ïðîäúëæèì, à èìåííî
(2, 2) è (3, 3).

Ñëó÷àé À): ðåáðîòî ((3, 2), (2, 2)) å â Õàìèëòîíîâèÿ öèêúë:

1

2

3
1 2 3 4 n − 1 n
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Îòòóê èìàìå çàäúëæèòåëíî ïðîäúëæåíèå:

1

2

3
1 2 3 4 n − 1 n

È îùå:

1

2

3
1 2 3 4 n − 1 n

Àêî îò âðúõ (2, 3) ïðîäúëæèì íå êúì (3, 3), à êúì (2, 4), òî âðúõ (3, 3)

íèêîãà íå ìîæå äà áúäå äîñòèãíàò îò öèêúëà. Ñëåäîâàòåëíî, ðåáðîòî
((2, 3), (3, 3)) å â öèêúëà:

1

2

3
1 2 3 4 n − 1 n
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Çàäúëæèòåëíî ðåáðîòî ((3, 3), (3, 4)) å â öèêúëà:

1

2

3
1 2 3 4 n − 1 n

Àêî îò âðúõ (3, 4) ïðîäúëæèì êúì (3, 5), òî âðúõ (2, 4) íèêîãà íå ìîæå
äà áúäå äîñòèãíàò îò öèêúëà. Ñëåäîâàòåëíî, ðåáðîòî ((3, 4), (2, 4)) å â
öèêúëà:

1

2

3
1 2 3 4 n − 1 n

È òàêà íàòàòúê. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ñëåä êàòî âåäíúæ íàïðàâèì èçáîð
îò (3, 2) äà ïðîäúëæèì êúì (2, 2), Õàìèëòîíîâèÿò öèêúë å åäèíñòâåíî
âúçìîæåí:

1

2

3
1 2 3 4 n − 1 n

è ÷å n òðÿáâà äà å ÷åòíî ÷èñëî, òúé êàòî áðîÿò íà ðåáðàòà
”
ïî õîðèçîí-

òàë“ å íå÷åòåí, à ÷åòíîñòòà íà n å îáðàòíà íà òàçè íà áðîÿ íà ðåáðàòà
ïî õîðèçîíòàë.
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Ñëó÷àé Á): ðåáðîòî ((3, 2), (3, 3)) å â Õàìèëòîíîâèÿ öèêúë:

1

2

3
1 2 3 4 n − 1 n

×ðåç ðàçñúæäåíèÿ, íàïúëíî àíàëîãè÷íè íà Ñëó÷àé À) äîñòèãàìå äî èç-
âîäà, ÷å ñëåä êàòî íàïðàâèì èçáîðà îò (3, 2) äà ïðîäúëæèì êúì (3, 3),
Õàìèëòîíîâèÿò öèêúë å åäèíñòâåíî âúçìîæåí:

1

2

3
1 2 3 4 n − 1 n

È â òîçè ñëó÷àé n å ÷åòíî ÷èñëî, ïî ñúùèòå ñúîáðàæåíèÿ êàòî ïðåäè.
�
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