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Çàäà÷à 1: Äàäåíè ñà ìíîæåñòâàòà:1 ò.

U = {a, 1, b, 2, c, 3, d, 4}

A = {a, c, 1, d}

B = {2, b, c, 1}

Äà ñå íàìåðè áðîÿò íà åëåìåíòèòå, ïðèíàäëåæàùè íà âñÿêî îò ìíîæåñ-
òâàòà:

X = 2(A∩B
U

)\(A∪B
U

)

Y = 2(A∩B
U

) × 2(A∪B
U

)

Ðåøåíèå:

A ∩ B = {1, c}

A ∪ B = {1, 2, a, b, c, d}

A ∩ B
U

= {2, 3, 4, a, b, d}

A ∪ B
U

= {3, 4}

(A ∩ B
U
) \ (A ∪ B

U
) = {2, a, b, d}

|X| =
∣∣∣2(A∩B

U
)\(A∪B

U
)
∣∣∣ = 24 = 16

|Y| =
∣∣∣2(A∩B

U
) × 2(A∪B

U
)
∣∣∣ =

∣∣∣2(A∩B
U

)
∣∣∣ .

∣∣∣2(A∪B
U

)
∣∣∣ = 26.22 = 28 = 256
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Çàäà÷à 2: Ïî êîëêî íà÷èíà ìîæå äà ñå îöâåòÿò êâàäðàò÷åòàòà íà2 ò.

ïðàâîúãúëíà ìðåæà m× n (m ðåäà è n êîëîíè) â k öâÿòà

a) áåç îãðàíè÷åíèÿ;0.5 ò.

á) ñ åäèíñòâåíîòî îãðàíè÷åíèå, ÷å âúâ âñåêè ðåä íÿìà ñúñåäíè êâàä-0.75 ò.

ðàò÷åòà ñ åäíàêúâ öâÿò;

â) ñ åäèíñòâåíîòî îãðàíè÷åíèå, ÷å âúâ âñåêè ðåä å èçïîëçâàí âñåêè îò0.75 ò.

öâåòîâåòå.

Ðåøåíèå:

à) kmn, ïîíåæå èìà îáùî mn êâàäðàò÷åòà, à âñÿêî îò òÿõ ìîæå äà
áúäå îöâåòåíî ïî k íà÷èíà íåçàâèñèìî îò äðóãèòå êâàäðàò÷åòà.

á) Îöâåòÿâàíåòî íà ïðîèçâîëåí ðåä å íåçàâèñèìî îò îöâåòÿâàíèÿòà íà
äðóãèòå ðåäîâå. Ñëåäîâàòåëíî, àêî N å áðîÿò íà íà÷èíèòå äà áúäå
îöâåòåí ïðîèçâîëåí ðåä, îòãîâîðúò Nm.

Äà ðàçãëåäàìå îöâåòÿâàíåòî íà ðåä i, êúäåòî i å ïðîèçâîëíî ÷èñëî,
òàêîâà ÷å 1 ≤ i ≤ m. Äà ðàçãëåäàìå êîå äà å êâàäðàò÷å â ðåä i, ïðè-
ìåðíî êâàäðàò÷å (i, 1). Çà íåãî èìàìå k âúçìîæíîñòè çà îöâåòÿâàíå
çàðàäè íàëè÷èåòî íà k âúçìîæíè öâÿòà. Çà ñúñåäíîòî ìó êâàäðàò-
÷å (i, 2) èìàìå k − 1 âúçìîæíîñòè ïîðàäè îãðàíè÷åíèåòî äà íå ñå
èçïîëçâàò åäíàêâè öâåòîâå íà ñúñåäíè êâàäðàò÷åòà. Àíàëîãè÷íî, çà
êâàäðàò÷åòà (i, 3), (i, 4), . . . , (i, n) èìàìå k − 1 âúçìîæíîñòè. Êàòî
öÿëî, çà ðåä i âúçìîæíèòå ðàçëè÷íè îöâåòÿâàíèÿ ñà k(k − 1)n−1.
Ñëåäîâàòåëíî, N = k(k − 1)n−1 è îòãîâîðúò å km(k − 1)m(n−1).

â) Îöâåòÿâàíåòî íà ïðîèçâîëåí ðåä å íåçàâèñèìî îò îöâåòÿâàíèÿòà íà
äðóãèòå ðåäîâå. Ñëåäîâàòåëíî, àêî N(k, n) å áðîÿò íà íà÷èíèòå äà
áúäå îöâåòåí ïðîèçâîëåí ðåä, îòãîâîðúò N(k, n)m.

Äà ðàçãëåäàìå îöâåòÿâàíåòî íà ðåä i, êúäåòî i å ïðîèçâîëíî ÷èñëî,
òàêîâà ÷å 1 ≤ i ≤ m. Íåêà U å ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè âúçìîæíè
îöâåòÿâàíèÿ íà ðåä i ñ k öâÿòà áåç îãðàíè÷åíèÿ. |U| = kn. Íåêà Sj å
ìíîæåñòâîòî îò âúçìîæíèòå îöâåòÿâàíèÿòà íà ðåä i, â êîèòî öâÿò
j íå ñå èçïîëçâà, çà âñè÷êè j, òàêèâà ÷å1 ≤ j ≤ k. Íåêà Sj1,j2 å ìíî-
æåñòâîòî îò âúçìîæíèòå îöâåòÿâàíèÿòà íà ðåä i, â êîèòî öâåòîâå
j1 è j2 íå ñå èçïîëçâàò, çà âñè÷êè j1 è j2, òàêèâà ÷å 1 ≤ j1 < j2 ≤ k.
Äà íàïðàâèì ñëåäíàòà äåôèíèöèÿ, êîÿòî ñå ÿâÿâà îáîáùåíèå íà
ïðåäíèòå äâå äåôèíèöèè çà ïðîèçâîëåí áðîé öâåòîâå.

Îïðåäåëåíèå 1. Çà âñè÷êè öåëè ïîëîæèòåëíè j1, j2, . . . , jt, òà-

êèâà ÷å 1 ≤ j1 < j2 < . . . < jt ≤ k, ìíîæåñòâîòî îò âúçìîæíèòå

îöâåòÿâàíèÿ íà ðåä i, â êîèòî öâåòîâå j1, j2, . . . , jt íå ñå èçïîëç-

âàò, å Sj1,j2,...,jt . �
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Ïî ïðèíöèïà íà âêëþ÷âàíåòî è èçêëþ÷âàíåòî,

N(k, n) = |U|

−
∑

1≤j1≤k

|Sj1 |︸ ︷︷ ︸
ïîíå åäèí öâÿò íå ñå èçïîëçâà

+
∑

1≤j1<j2≤k

|Sj1 ∩ Sj2 |︸ ︷︷ ︸
ïîíå äâà öâÿòà íå ñå èçïîëçâàò

−
∑

1≤j1<j2<j3≤k

|Sj1 ∩ Sj2 ∩ Sj3 |︸ ︷︷ ︸
ïîíå òðè öâÿòà íå ñå èçïîëçâàò

. . .

+ (−1)t
∑

1≤j1<j2<...<jt≤k

|Sj1 ∩ Sj2 ∩ . . . ∩ Sjt |︸ ︷︷ ︸
ïîíå t öâÿòà íå ñå èçïîëçâàò

. . .

+ (−1)k−1
∑

1≤j1<j2<...<jk−1≤k

|Sj1 ∩ Sj2 ∩ . . . ∩ Sjk−1
|︸ ︷︷ ︸

ïîíå k−1 öâÿòà íå ñå èçïîëçâàò, òîåñò èçïîëçâà ñå ñàìî 1 öâÿò

+ (−1)k |Sj1 ∩ Sj2 ∩ . . . ∩ Sjk |︸ ︷︷ ︸
k öâÿòà íå ñå èçïîëçâàò, òîåñò íÿìà îöâåòÿâàíå èçîáùî; òîâà òðÿáâà äà å 0.

Òâúðäèì, ÷å çà âñÿêî t, òàêîâà ÷å 1 ≤ t ≤ k,

|Sj1 ∩ Sj2 ∩ . . . ∩ Sjt | =

(
k

t

)
(k − t)n (1)

Òîâà å òàêà, çàùîòî çà äà îïðåäåëèì íà÷èíèòå äà ñå îöâåòè ðåä i,
òàêà ÷å t öâÿòà äà íå ñå ïîëçâàò, å äîñòàòú÷íî äà íàìåðèì áðîÿ
íà íà÷èíèòå äà ñå ïîäáåðàò t öâÿòà îò k�òîçè áðîé å

(
k
t

)
�è áðîÿò

íà÷èíè äà ñå îöâåòè ðåäà ñ îñòàíàëèòå k − t öâÿòà�òîçè áðîé å
(k − t)n. Èçðàç (1) ñëåäâà âåäíàãà ïî ïðèíöèïà íà óìíîæåíèåòî.

Òîãàâà

N(k, n) = kn −

k∑
t=1

(−1)t

(
k

t

)
(k − t)n =

k∑
t=0

(−1)t

(
k

t

)
(k − t)n

=

k−1∑
t=0

(−1)t

(
k

t

)
(k − t)n, òúé êàòî (−1)k

(
k

k

)
(k − k)n = 0
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Çàäà÷à 3: Íåêà Γ å ìíîæåñòâîòî îò êðàéíèòå íåîðèåíòèðàíè ãðàôè,1 ò.

÷èèòî âúðõîâå ñà ïîíå 3 è âñåêè îò âúðõîâåòå å ñ ÷åòíà ñòåïåí. Äà ñå
äîêàæå èëè îïðîâåðãàå, ÷å âñåêè ãðàô G ∈ Γ èìà ïîíå òðè âúðõà ñ ðàâíè
ñòåïåíè.

Ðåøåíèå: Òâúðäåíèåòî å âÿðíî. Ùå èçïîëçâàìå ñëåäíàòà íîòàöèÿ.

Íîòàöèÿ 1. Íåêà G(V, E) å ïðîèçâîëåí íåîðèåíòèðàí ãðàô. Çà âñåêè

âðúõ u ∈ V, ñ
”
d(u)“ îçíà÷àâàìå ñòåïåíòà íà u â G. Ñ

”
D(G)“ îçíà÷à-

âàìå ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ñòåïåíè íà âúðõîâå â G:

D(G) = {d(u) | u ∈ V}

Çà âñÿêî k ∈ D(G), èçïîëçâàìå
”
#k(G)“, çà äà îçíà÷èì áðîÿ íà âúðõî-

âåòå îò ñòåïåí k â G. È íàêðàÿ,

#max(G) = max {#k(G) | k ∈ D(G)} �

Î÷åâèäíî å, ÷å |D(G)| è #max(G) íàëàãàò èçâåñòíî îãðàíè÷åíèå îòãîðå
âúðõó áðîÿ íà âúðõîâåòå, à èìåííî,

|V | ≤ |D(G)|.(#max(G)) (2)

Èçâåñòíî å, ÷å çà ïðîèçâîëåí íåîðèåíòèðàí ãðàô G(V, E),

D(G) ⊆ {0, 1, 2, . . . , n − 1}, êúäåòî n = |V |.

Íî çà ïðîèçâîëåí G(V, E) ∈ Γ , àêî n = |V |, òî

D(G) ⊆ {0, 2, 4, . . . , n − 2} ïðè n ÷åòíî

D(G) ⊆ {0, 2, 4, . . . , n − 1} ïðè n íå÷åòíî

Î÷åâèäíî å, ÷å |{0, 2, 4, . . . , n − 2}| = n
2
è |{0, 2, 4, . . . , n − 1}| = n+1

2
.

Ñëåäîâàòåëíî,

|D(G)| ≤ n

2
ïðè n ÷åòíî

|D(G)| ≤ n + 1

2
ïðè n íå÷åòíî

Ëåìà 1. Çà ïðîèçâîëåí ãðàô G(V, E) ∈ Γ , àêî G íÿìà èçîëèðàíè âúðõîâå,

òî G èìà ïîíå òðè âúðõà îò åäíà è ñúùà ñòåïåí.
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Äîêàçàòåëñòâî:

Íåêà n = |V |. Òúé êàòî G íÿìà èçîëèðàíè âúðõîâå, òî 0 6∈ D(G), ñëåäî-
âàòåëíî:

|D(G)| ≤ n

2
− 1 ïðè n ÷åòíî

|D(G)| ≤ n + 1

2
− 1 ïðè n íå÷åòíî

Äà äîïóñíåì, ÷å #max(G) ≤ 2. Òîãàâà, ñúãëàñíî (2),

|V | ≤ 2
(n

2
− 1

)
= n − 2 ïðè n ÷åòíî

|V | ≤ 2

(
n + 1

2
− 1

)
= n − 1 ïðè n íå÷åòíî

È â äâàòà ñëó÷àÿ�êîãàòî n å ÷åòíî è êîãàòî n å íå÷åòíî�äîñòèãàìå äî
ïðîòèâîðå÷èå. �

Çà äà äîâúðøèì äîêàçàòåëñòâîòî, îñòàâà äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àèòå, â êîèòî
ãðàôúò îò Γ èìà èçîëèðàíè âúðõîâå. Àêî òåçè èçîëèðàíè âúðõîâå ñà òðè
èëè ïîâå÷å, äîêàçàòåëñòâîòî å ãîòîâî, â òàêúâ ñëó÷àé ãðàôúò èìà ïîíå
òðè âúðõà îò åäíà è ñúùà ñòåïåí ïî ïîñòðîåíèå. Îñòàâà äà ðàçãëåäàìå
ñëó÷àèòå, â êîèòî ãðàôúò èìà åäèí èëè äâà èçîëèðàíè âúðõà.

Ïúðâî äà ðàçãëåäàìå ïðîèçâîëåí ãðàô G(V, E) ∈ Γ , êîéòî èìà òî÷íî åäèí
èçîëèðàí âðúõ u. Ðàçãëåæäàìå ãðàôà G ′(V \ {u}, E). Àêî äîïóñíåì, ÷å
|V | ≤ 3, òî G ′ èìà íàé-ìíîãî äâà âúðõà. Òå òðÿáâà äà èìàò ñòåïåíè ïîíå 2

çàðàäè ïðèíàäëåæíîñòòà íà G êúì Γ . Òîâà îáà÷å å íåâúçìîæíî, òúé êàòî
â îáèêíîâåí ãðàô (íå ìóëòèãðàô) ñ íàé-ìíîãî äâà âúðõà, ìàêñèìàëíàòà
âúçìîæíà ñòåïåí íà âðúõ å 1. Ñëåäîâàòåëíî |V | > 3. Íî òîâà îçíà÷àâà,
÷å G ′ èìà ïîíå òðè âúðõà. Î÷åâèäíî å, ÷å G ′ èìà âúðõîâå ñàìî îò ÷åòíè
ñòåïåíè, òúé êàòî G èìà âúðõîâå ñàìî îò ÷åòíè ñòåïåíè ïî ïîñòðîåíèå.
Òîãàâà G ′ ∈ Γ è ìîæåì äà ïðèëîæèì Ëåìà 1 êúì G ′. Ñúãëàñíî Ëåìà 1,
G ′ èìà ïîíå òðè âúðõà îò åäíà è ñúùà ñòåïåí. Òîãàâà è G èìà ïîíå òðè
âúðõà îò åäíà è ñúùà ñòåïåí.

Íàêðàÿ ðàçãëåæäàìå ïðîèçâîëåí ãðàô G(V, E) ∈ Γ , êîéòî èìà òî÷íî äâà
èçîëèðàíè âúðõà u è w. Ðàçãëåæäàìå ãðàôà G ′(V \ {u,w}, E). Àêî äî-
ïóñíåì, ÷å |V | ≤ 4, òî G ′ èìà íàé-ìíîãî äâà âúðõà. Òå òðÿáâà äà èìàò
ñòåïåíè ïîíå 2 çàðàäè ïðèíàäëåæíîñòòà íà G êúì Γ . Òîâà îáà÷å å íå-
âúçìîæíî, òúé êàòî â îáèêíîâåí ãðàô (íå ìóëòèãðàô) ñ íàé-ìíîãî äâà
âúðõà, ìàêñèìàëíàòà ñòåïåí å 1. Ñëåäîâàòåëíî |V | > 4. Íî òîâà îçíà÷àâà,
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÷å G ′ èìà ïîíå òðè âúðõà. Î÷åâèäíî å, ÷å G ′ èìà âúðõîâå ñàìî îò ÷åòíè
ñòåïåíè, òúé êàòî G èìà âúðõîâå ñàìî îò ÷åòíè ñòåïåíè ïî ïîñòðîåíèå.
Òîãàâà G ′ ∈ Γ è ìîæåì äà ïðèëîæèì Ëåìà 1 êúì G ′. Ñúãëàñíî Ëåìà 1,
G ′ èìà ïîíå òðè âúðõà îò åäíà è ñúùà ñòåïåí. Òîãàâà è G èìà ïîíå òðè
âúðõà îò åäíà è ñúùà ñòåïåí.
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