
Ðåøåíèÿ íà äâå çàäà÷è îò òåîðèÿòà íà

ôîðìàëíèòå åçèöè

11 ÿíóàðè 2010 ã.

Çàäà÷à 1. Äà ñå êîíñòðóèðà êîíòåêñòíî ñâîáîäíà ãðàìàòèêà çà åçèêà

L = {α ∈ {a, b} |#a(α) 6= #b(α)}.

Ðåøåíèå: Î÷åâèäíî, L = L1 ∪ L2, êúäåòî:

L1 = {α ∈ {a, b} |#a(α) > #b(α)}

L2 = {α ∈ {a, b} |#a(α) < #b(α)}

Àêî êîíñòðóèðàìå êîíòåêñòíî ñâîáîäíè ãðàìàòèêè Γ1 = (N1, {a, b}, S1, P1)

è Γ2 = (N2, {a, b}, S2, P2) çà L1 è L2 ñúîòâåòíî, òàêèâà ÷å N1 ∩N2 = ∅, òî,
ñúãëàñíî äîáðå èçâåñòåí ðåçóëòàò çà ÊÑ ãðàìàòèêà íà îáåäèíåíèå íà ÊÑ
åçèöè, òúðñåíàòà ãðàìàòèêà å:

Γ =
(
N1 ∪N2 ∪ {S}, {a, b}, S, P1 ∪ P2 ∪ {S → S1 | S2}

)
.

Ùå êîíñòðóèðàìå è âåðèôèöèðàìå ñàìî Γ1, çà Γ2 êîíñòðóêöèÿòà è âåðè-
ôèêàöèÿòà ñà àíàëîãè÷íè.

Ïúðâî çàáåëÿçâàìå, ÷å a ∈ L1. Îñâåí òîâà, àêî β ∈ L1, òî aβ ∈ L1 è
βa ∈ L1. Ïîðàäè òåçè ñúîáðàæåíèÿ, ñëåäíèòå ïðîäóêöèè ñà â P1:

S1 → a | aS1 | S1a (1)

Òåçè ïðîäóêöèè ãåíåðèðàò ñàìî a-òà èçìåæäó òåðìèíàëèòå. Çà äà ìîæå
ãðàìàòèêàòà äà ãåíåðèðà è b-òà, äîáàâÿìå è ïðîäóêöèèòå:

S1 → S1S1b | S1bS1 | bS1S1 (2)

Çà òÿõ ïîëçâàìå ñëåäíèòå ñúîáðàæåíèÿ. Àêî β ∈ L1, òî bββ ∈ L1, βbβ ∈
L1 è ββb ∈ L1. Îáåäèíÿâàéêè (1) è (2), ïîëó÷àâàìå:

S1 → a | aS1 | S1a | S1S1b | S1bS1 | bS1S1 (3)
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Åäíà îò ïðîäóêöèèòå S1 → aS1 è S1 → S1a å èçëèøíà, êàêòî ùå ñòàíå
ÿñíî íàäîëó. Íåêà:

S1 → a | aS1 | S1S1b | S1bS1 | bS1S1 (4)

Äà íàðå÷åì òàçè ãðàìàòèêà Γ1. Ùå äîêàæåì ôîðìàëíî, ÷å L(Γ1) = L1.
Äîêàçàòåëñòâîòî å îò äâå ÷àñòè.

×àñò I: L(Γ1) ⊆ L1. Òîåñò, ∀β ∈ {a, b}∗ : β ∈ L(Γ1) ⇒ β ∈ L1. Äîêàçà-
òåëñòâîòî å ïî èíäóêöèÿ ïî |β|.

Áàçà: Íàé-êúñèÿò ñòðèíã â L(Γ1) å a. Çà β = a èìïëèêàöèÿòà î÷åâèäíî
å â ñèëà.

Èíäóêòèâíà õèïîòåçà: Äîïóñêàìå, ÷å èìïëèêàöèÿòà å â ñèëà çà âñåêè
ñòðèíã îò L(Γ1) ñ äúëæèíà ≤ n.

Èíäóêòèâíà ñòúïêà: Ðàçãëåæäàìå ïðîèçâîëåí β ∈ L(Γ1), òàêúâ ÷å |β| =

n + 1. Ùîì β ∈ L(Γ1), òî β èìà äåðèâàöèÿ â Γ1:

S1 ` x1 ` x2 ` . . . ` xt ` β

Ñúãëàñíî (4), ñúùåñòâóâàò ñëåäíèòå ÷åòèðè âúçìîæíîñòè çà x1
†.

1. x1 = aS1, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å β = ay çà íÿêîé ñòðèíã y ∈ L(G1). Òúé
êàòî |y| = |β|−1, òî |y| = n. Ùîì |y| = n è y ∈ L(G1), èíäóêòèâíàòà
õèïîòåçà å ïðèëîæèìà ñïðÿìî y è ñúãëàñíî íåÿ â Γ1 èìà äåðèâàöèÿ
S1 � y. Òîãàâà â Γ1 èìà ñëåäíàòà äåðèâàöèÿ íà β:

S1 ` aS1 � ay

2. x1 = bS1S1, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å β = ayz çà íÿêîè ñòðèíãîâå y, z ∈
L(G1). Òúé êàòî |y| < |β| è |z| < |β|, òî |y| ≤ n è |z| ≤ n. Ùîì
|y| ≤ n è |z| ≤ n è y ∈ L(G1) è z ∈ L(G1), èíäóêòèâíàòà õèïîòåçà å
ïðèëîæèìà ñïðÿìî y è z è ñúãëàñíî íåÿ â Γ1 èìà äåðèâàöèè S1 � y

è S1 � z. Òîãàâà â Γ1 èìà ñëåäíàòà äåðèâàöèÿ íà β:

S1 ` aS1S1 � ayS1 � ayz

3. x1 = S1bS1. Äîêàçàòåëñòâîòî å àíàëîãè÷íî íà 2.

4. x1 = S1S1b. Äîêàçàòåëñòâîòî å àíàëîãè÷íî íà 2.

†Íå ìîæå x1 äà å a, ïîíåæå ñå ïðåäïîëàãà, ÷å |β| íå å ôèêñèðàíî ÷èñëî.
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×àñò II: L1 ⊆ L(Γ1). Òîåñò, ∀β ∈ {a, b}∗ : β ∈ L1 ⇒ β ∈ L(Γ1). Äîêàçà-
òåëñòâîòî å ïî èíäóêöèÿ ïî |β|.

Áàçà: Íàé-êúñèÿò ñòðèíã â L1 å a. Î÷åâèäíî, a èìà äåðèâàöèÿ â Γ1.

Èíäóêòèâíà õèïîòåçà: Äîïóñêàìå, ÷å èìïëèêàöèÿòà å â ñèëà çà âñåêè
ñòðèíã îò L1 ñ äúëæèíà ≤ n.

Èíäóêòèâíà ñòúïêà: Ðàçãëåæäàìå ïðîèçâîëåí β ∈ L1, òàêúâ ÷å |β| =

n + 1. Âúâåæäàìå ñëåäíàòà äåôèíèöèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. ∀α ∈ {a, b}∗, d(α)
def
= #a(α) −#b(α). �

Î÷åâèäíî å, ÷å èçïîëçâàéêè ôóíêöèÿòà d(), L1 ìîæå äà áúäå äåôè-
íèðàí àëòåðíàòèâíî òàêà:

L1 = {α ∈ {a, b}∗ | d(α) > 0}.

Ðàçãëåæäàìå ñëåäíèòå òðè âúçìîæíîñòè çà β, êîèòî íå ñà âçàèìíî èçê-
ëþ÷âàùè ñå, íî ñà èç÷åðïàòåëíè.

1. β = bx çà íÿêîé ñòðèíã x ∈ L1. Ùîì β ∈ L1, òî d(β) > 0. Îò
òîâà ñëåäâà, ÷å d(x) > 1. Ùå ïîêàæåì, ÷å x å êîíêàòåíàöèÿ îò äâà
íåïðàçíè ñòðèíãà y1 è y2:

x = y1y2,

òàêèâà ÷å d(y1) > 0 è d(y2) > 0. Äà ðàçãëåäàìå âñè÷êè ïðåôèêñè íà
x, çàïî÷âàéêè ñ ε è çàâúðøâàéêè ñúñ ñàìèÿ x. Î÷åâèäíî, d(ε) = 0.
Êàêòî âå÷å óñòàíîâèõìå, d(x) > 1. Òúé êàòî d ñå ìåíè òî÷íî ñ
åäèíèöà íàãîðå èëè íàäîëó çà âñåêè ñëåäâàù ñèìâîë íà x, êîãàòî
ñêàíèðàìå x îòëÿâî íàäÿñíî, òî ñúùåñòâóâà ïðåôèêñ íà x, çà êîéòî
å âÿðíî, ÷å ðàçëèêàòà ìåæäó áðîÿ íà íóëèòå è íà åäèíèöèòå â íåãî
å òî÷íî 1. Íåùî ïîâå÷å, òîçè ïðåôèêñ íå å ïðàçåí è íå ñúâïàäà ñ x.
Äåôèíèðàìå, ÷å òîçè ïðåôèêñ å y1, à îñòàíàëàòà ÷àñò îò x å y2.
Î÷åâèäíî d(y1) = 1. Íî d(x) > 1, ñëåäîâàòåëíî d(y2) > 0.

Êîíñòðóèðàõìå òúðñåíèòå y1 è y2. Ùîì d(y1) > 0, òî y1 ∈ L1.
Àíàëîãè÷íî, y2 ∈ L1. Îò òîâà, ÷å y1 å íåïðàçåí, íåñúâïàäàù ñ x,
ïðåôèêñ íà x ñëåäâà, ÷å |y1| ≤ n è |y2| ≤ n. À îò òîâà ñëåäâà, ÷å
èíäóêòèâíàòà õèïîòåçà å ïðèëîæèìà çà y1 è y2 è ñúãëàñíî íåÿ, â
Γ1 èìà äåðèâàöèè S1 � y1 è S1 � y2. Òîãàâà çà β èìà äåðèâàöèÿ:

S1 ` bS1S1 � by1S1 � by1y2
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2. β = xb. Äîêàçàòåëñòâîòî å àíàëîãè÷íî íà äîêàçàòåëñòâîòî â ïðåä-
íèÿ ñëó÷àé. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å d(x) > 1 è îòòàì ñëåäâà, ÷å x å
êîíêàòåíàöèÿ îò äâà ñòðèíãà, âñåêè îò êîèòî å îò L1 è èìà äúëæè-
íà ≤ n. Äåðèâàöèÿòà â òîçè ñëó÷àé å:

S1 ` S1S1b � β

3. β = axa. Àêî β íÿìà ñèìâîëè b, î÷åâèäíî äåðèâàöèÿòà å:

S1 ` aS1 ` aaS1 ` . . . ` aa . . . a︸ ︷︷ ︸
|β|−1 ïúòè

S1 ` aa . . . a︸ ︷︷ ︸
|β| ïúòè

Äà ðàçãëåäàìå ïîäñëó÷àÿ, â êîéòî β ñúäúðæà b. Öåëòà íè å äà
äîêàæåì, ÷å ñúùåñòâóâàò ïðåôèêñ y è ñóôèêñ z íà β, òàêèâà ÷å
y ∈ L1, z ∈ L1 è β = ybz. Äîêàæåì ëè òîâà, ìîæåì äà èçïîëçâàìå
èíäóêòèâíàòà õèïîòåçà çà y è z è äà êîíñòðóèðàìå äåðèâàöèÿ íà β,
êîÿòî çàïî÷âà ñ S1 ` S1bS1

‡. Íåêà t = #b(β). Íåêà ui å ïðåôèêñúò
íà β âëÿâî îò (áåç äà âêëþ÷âà) i-òîòî îòëÿâî íàäÿñíî b, çà 1 ≤ i ≤ t.
Íåêà vi å ñóôèêñúò íà β âäÿñíî îò (áåç äà âêëþ÷âà) i-òîòî îòëÿâî
íàäÿñíî b 1 ≤ i ≤ t. Ïðèìåðíî, àêî β = aaaababaabaaaa, òî
t = 3, à u1, v1, . . . , u3, v3 ñà:

aaaa︸ ︷︷ ︸
u1

babaabaaaa︸ ︷︷ ︸
v1

aaaaba︸ ︷︷ ︸
u2

baabaaaa︸ ︷︷ ︸
v2

aaaababaa︸ ︷︷ ︸
u3

baaaa︸ ︷︷ ︸
v3

.

Çàáåëåæåòå, ÷å d(u1) > 0, ïîíåæå u1 ñå ñúñòîè îò åäíî èëè ïîâå÷å
a-òà. Ñúùî òàêà, d(vt) > 0.

Àêî d(ut) > 0, òî ìîæå äà ïîëîæèì y = ut è z = vt; ùîì d(ut) > 0

è d(vt) > 0, òî ut ∈ L1 è vt ∈ L1. Äà äîïóñíåì, ÷å d(ut) ≤ 0. Íåêà
m å ìèíèìàëíîòî ÷èñëî-èíäåêñ, òàêîâà ÷å d(um) ≤ 0. Òàêîâà m

î÷åâèäíî ñúùåñòâóâà. Íåùî ïîâå÷å, m ≥ 2, ïîíåæå, êàêòî îòáåëÿ-
çàõìå, d(u1) > 0. Êëþ÷îâîòî íàáëþäåíèå å, ÷å

∀i, 2 ≤ i ≤ t : d(ui) ≥ d(ui−1) + 1 (5)

‡Çàáåëåæåòå, ÷å òâúðäåíèåòî, ÷å èìà òàêèâà y è z, íå å òðèâèàëíî. Òåçè y è z ñå

îïðåäåëÿò åäíîçíà÷íî îò òîâà, êîé ñèìâîë b, èçìåæäó âñè÷êè b â β, å ìåæäó òÿõ.

Ïðèìåðíî, áè áèëî ãðåøêà äà êàæåì, ÷å âúïðîñíîòî b å íàé-ëÿâîòî b â β: òîãàâà ìîæå

äåêîìïîçèöèÿòà ñïðÿìî íåãî äà íÿìà æåëàíèòå ñâîéñòâà; ðàçãëåäàéòå β = aaaabbb.
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ïîíåæå #b(ui) = #b(ui−1) + 1. Îò (5) è òîâà, ÷å d(um) ≤ 0 ñëåäâà,
÷å d(um−1) = 1. Íî òîãàâà d(vm−1) > 0, çàùîòî ñúãëàñíî êîíñòðóê-
öèÿòà íè, β = um−1bvm−1.

Ïîëàãàìå y = um−1 è z = vm−1. Êàêòî âå÷å êàçàõìå, ñ òîâà äîêàçà-
òåëñòâîòî å ïî÷òè ãîòîâî. Îñòàâà äà çàáåëåæèì, ÷å ùîì d(y) > 0,
d(z) > 0, |y| < |β| è |z| < |β|, òî èíäóêòèâíàòà õèïîòåçà å ïðèëîæè-
ìà ñïðÿìî y è z è ñúùåñòâóâàò äåðèâàöèè S1 � y è S1 � z, îòêúäåòî
èìà ñëåäíàòà äåðèâàöèÿ çà β:

S1 ` S1bS1 � ybS1 � ybz. �

Çàäà÷à 2. Äà ñå êîíñòðóèðà êîíòåêñòíî ñâîáîäíà ãðàìàòèêà Γ çà åçèêà

L = {α ∈ {a, b} |#a(α) = 2#b(α)}.

Ðåøåíèå: Íåêà Γ = (N, {a, b}, S, P). Ïúðâî âúâåæäàìå ôóíêöèÿ d().

Îïðåäåëåíèå 2. ∀α ∈ {a, b}∗, d(α)
def
= 2#b(α) −#a(α). �

Èìàéêè ïðåäâèä Îïðåäåëåíèå 2, ìîæåì äà ïðåäåôèíèðàìå L òàêà:

L = {α ∈ {a, b}∗ | d(α) = 0}.

Àêî ñêàíèðàìå êîé äà å ñòðèíã îò {a, b}∗ îòëÿâî íàäÿñíî, òî ôóíêöèÿòà
d() èëè íàðàñòâà ñ 2, ïðè ïðî÷èò íà b, èëè íàìàëÿâà ñ 1, ïðè ïðî÷èò
íà a.

Äà äåôèíèðàìå ñëåäíèòå åçèöè:

L1 = {α ∈ {a, b}∗ | d(α) = 1}

L2 = {α ∈ {a, b}∗ | d(α) = −1}

L3 = {α ∈ {a, b}∗ | d(α) = −2}

L4 = {α ∈ {a, b}∗ | d(α) = 2}

Àêî äåôèíèðàìå äîïúëíèòåëíî, ÷å
”
áàëàíñèðàí ñòðèíã“ å òàêúâ, â êîéòî

áðîÿò íà b-òàòà å ðàâåí íà äâà ïúòè áðîÿ íà a-òàòà, òî íèòî åäèí îò L1,
L2, L3, L4 íå ñúäúðæà áàëàíñèðàíè ñòðèíãîâå è îñâåí òîâà:

� íà âñåêè ñòðèíã îò L1 ìó ëèïñâà åäíî a, çà äà ñòàíå áàëàíñèðàí,

� âñåêè ñòðèíã îò L2 èìà èçëèøúê îò åäíî a, çà äà áúäå áàëàíñèðàí,

� íà âñåêè ñòðèíã îò L3 ìó ëèïñâà åäíî b, çà äà áúäå áàëàíñèðàí;
àëòåðíàòèâíî êàçàíî, èìà èçëèøúê îò äâå a-òà,
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� âñåêè ñòðèíã îò L4 èìà èçëèøúê îò åäíî b, çà äà áúäå áàëàíñèðàí;
àëòåðíàòèâíî êàçàíî, ëèïñâàò ìó äâå a-òà.

Èäåÿòà å âñåêè îò òåçè ïåò åçèêà äà áúäå èçðàçåí ÷ðåç íÿêîè îò îñòàíà-
ëèòå ÷åòèðè, òîåñò äà ñå íàìåðè âçàèìíà ðåêóðñèÿ, êàòî òàçè ðåêóðñèÿ
èìà è íåîáõîäèìîòî ãðàíè÷íî óñëîâèå (

”
ñïèðà÷êà“). Ñëåä êàòî ïîñòèã-

íåì òîâà, íà âñåêè îò ïåòòå åçèêà ñúïîñòàâÿìå ïî åäèí íåòåðìèíàë è

”
ïðåâåæäàìå“ äèðåêòíî ðåêóðñèâíèòå çàâèñèìîñòè â ïðîäóêöèè ñ òåçè
íåòåðìèíàëè. À èìåííî, êîíñòðóèðàìå N = {S, S1, S2, S3, S4}, êàòî íà L ñú-
ïîñòàâÿìå ñòàðòîâèÿ íåòåðìèíàë S, à íà Li ñúïîñòàâÿìå Si, çà 1 ≤ i ≤ 4.

Çàáåëåæåòå, ÷å ïðè ÊÑ ãðàìàòèêè, âñåêè íåòåðìèíàë ñúîòâåòñòâà íà íÿ-
êàêúâ åçèê. Ñòàðòîâèÿò íåòåðìèíàë î÷åâèäíî ñúîòâåòñòâà íà åçèêà íà
ãðàìàòèêàòà, íî âñåêè äðóã íåòåðìèíàë ñúùî òàêà ñúîòâåòñòâà íà íÿêà-
êúâ åçèê (êîéòî åçèê å íåòðèâèàëåí ïðè óñëîâèå, ÷å âúïðîñíèÿò íåòåðìè-
íàë ñå ñðåùà â ëÿâàòà ñòðàíà íà ïîíå åäíà ïðîäóêöèÿ, êîåòî å íîðìàëíàòà
ñèòóàöèÿ; àêî äàäåí íåòåðìèíàë íå ñå ñðåùà â ëÿâàòà ñòðàíà íà íèêîÿ
ïðîäóêöèÿ, òî òîé å áåçñìèñëåí). Ïî îòíîøåíèå íà äàäåíà ãðàìàòèêà,
åçèêúò, ñúîòâåòñòâàù íà êîé äà å íåèí íåòåðìèíàë A, å åçèêúò, êîéòî å
ãåíåðèðàí îò òàçè ãðàìàòèêà, àêî ñòàðòîâèÿò íåòåðìèíàë å A.

Òâúðäèì, ÷å:

L = ε ∪ aL1 ∪ bL3 (6)

Òîâà òâúðäåíèå å î÷åâèäíî, àêî ñúîáðàçèì, ÷å âñåêè íåïðàçåí ñòðèíã â
L çàïî÷âà èëè ñ a, èëè ñ b. Îò (6) èìàìå ñëåäíèòå ïðîäóêöèè â Γ :

S → ε | aS1 | bS3 (7)

Òâúðäèì, ÷å:

L1 = aL4 ∪ bL2 (8)

Òîâà òâúðäåíèå å î÷åâèäíî, àêî ñúîáðàçèì, ÷å ïðàçíèÿò ñòðèíã íå ïðè-
íàäëåæè íà L1, à âñåêè ñòðèíã α ∈ L1 çàïî÷âà èëè ñ a, èëè ñ b. Â ïúðâèÿ
ñëó÷àé â îñòàíàëàòà ÷àñò íà α èìà íåäîñòèã íà äâå a-òà, â ñìèñúë ÷å
áðîÿò íà a-òàòà â íåÿ å ðàâåí íà óäâîåíèÿ áðîé íà b-òàòà ìèíóñ äâå. Âúâ
âòîðèÿ ñëó÷àé â îñòàíàëàòà ÷àñò íà α èìà èçëèøúê îò åäíî a â ñìèñúë,
÷å áðîÿò íà a-òàòà å ðàâåí íà óäâîåíèÿ áðîé íà b-òàòà ïëþñ åäíî. Îò (8)
èìàìå ñëåäíèòå ïðîäóêöèè â Γ :

S1 → aS4 | bS2 (9)
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Òâúðäèì, ÷å:

L2 = aL ∪ bL2L2L2 (10)

Òîâà òâúðäåíèå å î÷åâèäíî, àêî ñúîáðàçèì, ÷å ïðàçíèÿò ñòðèíã íå ïðè-
íàäëåæè íà L2, à âñåêè ñòðèíã α ∈ L2 çàïî÷âà èëè ñ a, èëè ñ b. Â ïúðâèÿ
ñëó÷àé îñòàíàëàòà ÷àñò íà α å áàëàíñèðàíà. Âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé â îñòàíà-
ëàòà ÷àñò íà α èìà èçëèøúê îò òðè a-òà â ñìèñúë, ÷å áðîÿò íà a-òàòà å
ðàâåí íà óäâîåíèÿ áðîé íà b-òàòà ïëþñ òðè. Âñåêè ñòðèíã ñ òàêúâ èçëè-
øúê îò òðè a-òà ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî êîíêàòåíàöèÿ íà òðè ñòðèíãà
îò L2. Îò (10) èìàìå ñëåäíèòå ïðîäóêöèè â Γ :

S2 → aS | bS2S2S2 (11)

Òâúðäèì, ÷å:

L3 = L2L2 (12)

Çà äà ñå óáåäèì, ÷å å òàêà, äà ðàçãëåäàìå êîé äà å ñòðèíã α ∈ L3 è âñè÷êè
íåãîâè ïðåôèêñè, çàïî÷âàéêè îò ε è äîñòèãàéêè äî ñàìèÿ α. Äà ðàçãëå-
äàìå ôóíêöèÿòà d() âúðõó òåçè ïðåôèêñè: d(ε) = 0, . . . , d(α) = −2.
Êàêòî îòáåëÿçàõìå, ïðè ñêàíèðàíå îò ëÿâî íàäÿñíî, àêî d() íàìàëÿâà,
òÿ íàìàëÿâà ñ åäèíèöà. Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà ïðåôèêñ β ′ íà α, òà-
êúâ ÷å d(β ′) = −1. Íåùî ïîâå÷å, àêî îñòàíàëàòà ÷àñò íà α å β ′′, òîåñò
α = β ′β ′′, òî d(β ′′) = −1. Îò (12) èìàìå ñëåäíàòà ïðîäóêöèè â Γ :

S3 → S2S2 (13)

Ùî ñå îòíàñÿ äî L4, ðåøåíèåòî íå å àíàëîãè÷íî íà ðåøåíèåòî çà L3,
òúé êàòî ïðè ñêàíèðàíå îòëÿâî íàäÿñíî ôóíêöèÿòà d() êîãàòî íàðàñòâà,
íàðàñòâà ñ äâå. Òàêà ÷å ðåøåíèåòî íå å ïðîñòî L4 = L1L1: ïðèìåðíî,
b ∈ L4, íî b 6∈ L1L1. Çà äà èçðàçèì L4 ÷ðåç äðóãè åçèöè, äà çàïî÷íåì ñ
åëåìåíòàðíîòî ñúîáðàæåíèå, ÷å ïðàçíèÿò ñòðèíã íå ïðèíàäëåæè íà L4,
à âñåêè ñòðèíã α ∈ L4 çàïî÷âà èëè ñ a, èëè ñ b. Âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé
îñòàíàëàòà ÷àñò íà α å áàëàíñèðàíà, à â ïúðâèÿ ñëó÷àé òÿ èìà íåäîñòèã
îò òðè a-òà.

L4 = aL ′ ∪ bL, (14)

êúäåòî

L ′ = {α ∈ {a, b}∗ | d(α) = 3}
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Íî åçèêúò L ′ íå å èçìåæäó ïåòòå âå÷å âúâåäåíè åçèêà è ñëåäâà äà ãî
èçðàçèì ÷ðåç íÿêîè îò òÿõ, çà äà íå âúâåæäàìå íåòåðìèíàë è çà íåãî.
Îñâåí òîâà, èçðàçÿâàíåòî íà L ′ íå å ïðîñòî L ′ = L1L1L1: ïðèìåðíî, bba ∈
L ′, íî bba 6∈ L1L1L1.

Äà ðàçãëåäàìå êîé äà å ñòðèíã β ∈ L ′ è âñè÷êè íåãîâè ïðåôèêñè,
çàïî÷âàéêè îò ε è äîñòèãàéêè äî ñàìèÿ β. Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà d()

âúðõó òåçè ïðåôèêñè: d(ε) = 0, . . . , d(β) = 3. ßñíî å, ÷å β å êîíêàòåíàöèÿ
íà äâà íåïðàçíè ñòðèíãà β = β ′β ′′, çà êîèòî ïîíå åäíî îò ñëåäíèòå äâå
òâúðäåíèÿ å âÿðíî:

� d(β ′) = 1 è d(β ′′) = 2,

� d(β ′) = 2 è d(β ′′) = 1.

Òîãàâà

L ′ = L1L4 ∪ L4L1 (15)

Îò (14) è (15) èìàìå ñëåäíèòå ïðîäóêöèè â Γ :

S4 → aS1S4 | aS4S1 | bS (16)

Îêîí÷àòåëíîòî ðåøåíèå ñå ïîëó÷àâà, êîãàòî êîìáèíèðàìå (7), (9), (11),
(13) è (16):

S → ε | aS1 | bS3

S1 → aS4 | bS2

S2 → aS | bS2S2S2

S3 → S2S2

S4 → aS1S4 | aS4S1 | bS

�
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