
Ðåøåíèÿ íà çàäà÷èòå îò êîíòðîëíà ðàáîòà � 1 ïî ÄÀÀ

I. 1) Îïðåäåëåòå â êîè îò ïåòòå îòíîøåíèÿ O, Ω, Θ, o è ω ñà ôóíêöèèòå f(x) è g(x)
â ñëåäíèòå äâà ñëó÷àÿ. Âúâ âñåêè îò ñëó÷àèòå, ïîïúëíåòå òàáëèöàòà ñ

”
Äà“ èëè

”
Íå“, êàòî

îáîñíîâåòå îòãîâîðèòå ñè.

à) f(x) = 22
bxc
, g(x) = 22

dxe
, x ∈ R+

Ðåøåíèå:
Çàáåëåæåòå, ÷å ∀x ∈ N+,

bxc = dxe ⇒ 22bxc
= 22dxe

Äà äîïóñíåì, ÷å f(x) = o(g(x)). Ïî îïðåäåëåíèå òîâà îçíà÷àâà, ÷å çà âñÿêà êîíñòàíòà c > 0

ñúùåñòâóâà ñòîéíîñò íà x0 íà àðãóìåíòà, òàêàâà ÷å çà âñÿêî x ≥ x0, f(x) < c.g(x). Ñëåäîâàòåëíî
çà c = 2 èìà íÿêàêâà ñòîéíîñò íà àðãóìåíòà x ′, òàêàâà ÷å çà âñÿêî x ≥ x ′, f(x) < 2g(x). Íî

dx ′e ≥ x ′

ñëåäîâàòåëíî

f(dx ′e) < 2g(dx ′e)

Îò äðóãà ñòðàíà,

dx ′e ∈ N+ ⇒ f(dx ′e) = g(dx ′e)

Èçâåäîõìå, ÷å

f(dx ′e) = g(dx ′e) è f(dx ′e) < 2g(dx ′e)

Òîâà å íåâúçìîæíî çà ïîëîæèòåëíè ðåàëíè ÷èñëà, êàêâèòî ñà f(x ′) è g(x ′). Ñëåäîâàòåëíî äî-
ïóñêàíåòî íè å ïîãðåøíî, ñëåäîâàòåëíî

f(x) 6= o(g(x))

Àíàëîãè÷íî ñå äîêàçâà, ÷å

f(x) 6= ω(g(x))

Ùå ïîêàæåì, ÷å

f(x) 6= Θ(g(x))

Çà öåëòà ùå ðàçãëåäàìå ñàìî ñòîéíîñòèòå íà àðãóìåíòà îò âèäà n+ 1
2
, êúäåòî n ∈ N+. Íî òîãàâà

bxc =

⌊
n+

1

2

⌋
= n ⇒ 22bxc

= 22n

dxe =

⌈
n+

1

2

⌉
= n+ 1 ⇒ 22bxc

= 22n+1



Çíàåì, ÷å 22n
= o

(
22n+1

)
çà öåëè ïîëîæèòåëíè n, êîéòî ôàêò ñå èçâåæäà òàêà

22n+1

= 22.2n

=
(
22n)2

= ω
(
22n)

, òúé êàòî 22n

å íåîãðàíè÷åíî íàðàñòâàùà ôóíêöèÿ

Äîêàçàõìå, ÷å f(x) = o(g(x)), êîãàòî x ∈ {n + 1
2
|n ∈ N+}. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å f(x) 6= Θ(g(x))

êîãàòî x ∈ {n+ 1
2
|n ∈ N+}. Îòòóê ñëåäâà, ÷å f(x) 6= Θ(g(x)) êîãàòî x ∈ R+, òúé êàòî {n+ 1

2
|n ∈

N+} ⊂ R+.

Ñåãà ùå äîêàæåì, ÷å

f(x) = O(g(x))

Äåéñòâèòåëíî,

∀x ∈ R+, bxc ≤ dxe ⇒
∀x ∈ R+, 2bxc ≤ 2dxe ⇒
∀x ∈ R+, 22bxc≤ 22dxe ⇒ ∃c > 0, c = const, òàêàâà ÷å ∀x ∈ R+, 22bxc ≤ c.22dxe

È íàêðàÿ ùå ïîêàæåì, ÷å

f(x) 6= Ω(g(x))

Ìîæåì äà ãî íàïðàâèì àíàëîãè÷íî íà äîêàçàòåëñòâîòî, ÷å f(x) 6= Θ(g(x)). À ìîæå è ïî-ïðîñòî:
èçâåñòíî å, ò.å. ïðàâåíî å íà óïðàæíåíèå, ÷å çà âñåêè äâå àñèìïòîòè÷íî ïîëîæèòåëíè ôóíêöèè
φ(x) è ψ(x),

φ(x) = Θ(ψ(x)) ⇔ φ(x) = O(ψ(x)) è φ(x) = Ω(ψ(x))

Òúé êàòî âå÷å äîêàçàõìå, ÷å f(x) = O(g(x)), àêî å èçïúëíåíî è f(x) = Ω(g(x)) ùå ñëåäâà, ÷å
f(x) = Θ(g(x)). À âå÷å äîêàçàõìå, ÷å f(x) 6= Θ(g(x)). Ñëåäîâàòåëíî f(x) 6= Ω(g(x)).

f(x) = O(g(x)) f(x) = Ω(g(x)) f(x) = Θ(g(x)) f(x) = o(g(x)) f(x) = ω(g(x))

Äà Íå Íå Íå Íå

�

á) f(x) =

(
2x

x

)
, g(x) = 22x, x ∈ N+

Ðåøåíèå:
Ïðèëàãàìå èçâåñòíàòà ôîðìóëà çà áèíîìíèÿ êîåôèöèåíò è ñëåä òîâà àïðîêñèìàöèÿòà íà Ñòèð-
ëèíã áåç ìíîæèòåëÿ

(
1+Θ

(
1
x

))
:(

2x

x

)
=

(2x)!

x!x!
=

√
2π2x

(2x)2x

e2x√
2πxxx

ex .
√
2πxxx

ex

=
1√
πx

22x x2x

e2x

1
x2x

e2x

=
22x

√
πx

Òîãàâà

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= lim

x→∞
22x

√
πx

1

22x
= 0
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ñëåäîâàòåëíî å èçïúëíåíî f(x) = o(g(x)). Òîâà èìïëèöèðà f(x) = O(g(x)), à îñòàíàëèòå îòíî-
øåíèÿ íå ñà èçïúëíåíè.

f(x) = O(g(x)) f(x) = Ω(g(x)) f(x) = Θ(g(x)) f(x) = o(g(x)) f(x) = ω(g(x))

Äà Íå Íå Äà Íå

2) Äîêàæåòå, ÷å 2 lg2 n = O(
√
n), êàòî èçïîëçâàòå îïðåäåëåíèåòî íà íîòàöèÿòà O è

ñàìî íåãî. Òîåñò, èçâúðøåòå äîêàçàòåëñòâîòî, ïîêàçâàéêè êîíêðåòíè ñòîéíîñòè íà êîíñòàíòèòå
â îïðåäåëåíèåòî.

Ðåøåíèå:
Èñêà ñå äà áúäå äîêàçàíî, ÷å ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà c ≥ 0 è ñòîéíîñò íà àðãóìåíòà n0, òàêèâà
÷å çà âñÿêî n ≥ n0,

2 lg2 n ≤ c
√
n (1)

Äà ïîëîæèì 4
√
n = m, òîåñò n = m4 è

√
n = m2. Òîãàâà (1) ñòàâà

2
(
lg (m4)

)2 ≤ cm2 ⇔ 32 lg2m ≤ cm2 (2)

Ùå ïîêàæåì, ÷å c = 32 å âúçìîæíà ñòîéíîñò çà äîêàçàòåëñòâîòî. Íåêà c = 32. Òîãàâà (2) ñòàâà

32 lg2m ≤ 32m2 ⇔ lg2m ≤ m2 ⇔ lgm ≤ m (3)

Ùå äîêàæåì, ÷å ñúùåñòâóâà ñòîéíîñò íà àðãóìåíòà, à èìåííî m0 = 4, òàêàâà ÷å ∀m ≥ m0,
íåðàâåíñòâî (3) å èçïúëíåíî. Äîêàçàòåëñòâîòî å ïî èíäóêöèÿ. Áàçàòà å m = 4 � î÷åâèäíî
lg 4 ≤ 4. Äîïóñêàìå, ÷å çà íÿêîå m > 4

lgm ≤ m ⇔ (lgm) + 1 ≤ m+ 1 (4)

è èñêàìå äà äîêàæåì, ÷å

lg (m+ 1) ≤ m+ 1 (5)

Íî

lg (m+ 1) ≤ (lgm) + 1 ⇔ (6)

lg

(
m+ 1

m

)
≤ 1 ⇔

lg

(
1+

1

m

)
≤ lg 2 ⇔

1+
1

m
≤ 2 (7)

Òúé êàòî (7) å î÷åâèäíî âÿðíî çàm > 4, ñëåäâà, ÷å (6) å âÿðíî. Îò (6) è (4) î÷åâèäíî ñëåäâà (5).
Ñëåäîâàòåëíî, c = 32 è m0 = 4 ñà òúðñåíèÿò îòãîâîð çà (2). Âðúùàéêè ñå êúì îðèãèíàëíàòà
ïðîìåíëèâà n, òúðñåíèÿò îòãîâîð å c = 32 è n0 = 44 = 256.

II. Ðåøåòå ñëåäíèòå òðè ðåêóðåíòíè îòíîøåíèÿ.
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1) T(n) = 2T
(

n
2

)
+
√
n lgn 2) T(n) = n2T

(
n
2

)
+ 1 3) T(n) = 3T(n−1)−2T(n−2)+n2n

Ðåøåíèå íà 1):
Èçïîëçâàìå ÌÒ (Master Theorem). Ñúùåñòâóâà ε > 0, çà êîåòî

n
1
2 lgn = O

(
n(log2 2)−ε

)
(8)

Ïðèìåðíî çà ε = 1
3
, (8) ñòàâà

n
1
2 lgn = O

(
n

2
3

) ⇔ lgn = O
(
n

1
6

)
êîåòî î÷åâèäíî å èñòèíà, èìàéêè ïðåäâèä äîêàçàíèÿ ôàêò, ÷å ëîãàðèòìè÷íàòà ôóíêöèÿ ðàñ-
òå àñèìïòîòè÷íî ïî-áàâíî îò åí-íà-êàêâàòî-è-äà-å-ïîëîæèòåëíà-ñòåïåí. Ïîðàäè èñòèííîñòòà
íà (8), ñëó÷àé 1 íà ÌÒ å ïðèëîæèì, ñëåäîâàòåëíî

T(n) = Θ(n)

Ðåøåíèå íà 2):
ÌÒ íå å ïðèëîæèìà. Ðåøàâàìå ÷ðåç èòåðèðàíå (ðàçãúâàíå).

T(n) = n2 T
(n
2

)
+ 1

= n2

(
n2

4
T

(n
4

)
+ 1

)
+ 1

=
n4

22
T

( n
22

)
+ n2 + 1

=
n4

22

(
n2

24
T

( n
23

)
+ 1

)
+ n2 + 1

=
n6

26
T

( n
23

)
+
n4

22
+ n2 + 1

=
n6

26

(
n2

26
T

( n
24

)
+ 1

)
+
n4

22
+ n2 + 1

=
n8

212
T

( n
24

)
+
n6

26
+
n4

22
+ n2 + 1

=
n8

212

(
n2

28
T

( n
25

)
+ 1

)
+
n6

26
+
n4

22
+ n2 + 1

=
n10

220
T

( n
25

)
+
n8

212
+
n6

26
+
n4

22
+ n2 + 1

=
n10

220
T

( n
25

)
+
n8

212
+
n6

26
+
n4

22
+
n2

20
+
n0

20

=
n10

25.4
T

( n
25

)
+
n8

24.3
+
n6

23.2
+
n4

22.1
+
n2

21.0
+

n0

20.(−1)

= . . .

=
n2i

2i(i−1)
T

(n
2i

)
︸ ︷︷ ︸

A

+
n2(i−1)

2(i−1)(i−2)
+

n2(i−2)

2(i−2)(i−3)
. . .+

n8

24.3
+
n6

23.2
+
n4

22.1
+
n2

21.0
+

n0

20.(−1)︸ ︷︷ ︸
B
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Ìàêñèìàëíàòà ñòîéíîñò íà i å imax = lgn. Ïúðâî ùå èç÷èñëèì A ïðè i = lgn, èìàéêè ïðåäâèä,
÷å T(1) å íÿêàêâà êîíñòàíòà c.

A =
n2 lgn

2lg
2 n−lgn

T(1) =
c2lgnn2 lgn

2lg
2 n

=
c.n.n2 lgn

2lg
2 n

Íî

2lg
2 n = 2lgn. lgn = 2lg (nlg n) = nlgn (9)

Ñëåäîâàòåëíî

A =
c.n.n2 lgn

nlgn
= Θ(n1+lgn) (10)

Äà ðàçãëåäàìå B. Î÷åâèäíî ìîæå äà ãî ïðåäñòàâèì êàòî ñóìà òàêà:

B =

lgn∑
j=1

n2((lgn)−j)

2((lgn)−j)((lgn)−j−1)

=

lgn∑
j=1

1

n2j

n2 lgn

2(lg2 n−j lgn−j lgn+j2−lgn+j)

=

lgn∑
j=1

1

n2j

(
n2 lgn

) (
22j lgn

) (
2lgn

)(
2lg

2 n
) (
2j2+j

) (11)

Íî

22j lgn = 2lg (n2j) = n2j (12)

è

2lgn = n (13)

Ïðèëàãàìå (9), (12) è (13) âúðõó (11) è ïîëó÷àâàìå

B =

lgn∑
j=1

1

n2j

(
n2 lgn

) (
n2j

)
(n)

(nlgn)
(
2j2+j

)
=

lgn∑
j=1

n1+lgn

2j2+j

=
(
n1+lgn

) lgn∑
j=1

1

2j2+j

≤
(
n1+lgn

) ∞∑
j=1

1

2j2+j

≤ n1+lgn òúé êàòî çíàåì, ÷å
∞∑
j=1

1

2j
= 1

= Θ
(
n1+lgn

)
(14)
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Îò (10) è (14) ñëåäâà, ÷å

T(n) = Θ
(
n1+lgn

)
Ðåøåíèå íà 3):
Ðåøàâàìå ÷ðåç ìåòîäà ñ õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå. Õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå å

x2 − 3x+ 2 = 0

ñ êîðåíè x1 = 1 è x2 = 2. Íåõîìîãåííàòà ÷àñò å n2n. Îò íåÿ èìàìå îùå åäèí êîðåí 2 ñ êðàòíîñò
1 + 1 = 2. Îáùî çà õîìîãåííàòà è íåõîìîãåííàòà ÷àñò èìàìå êîðåí 1 ñ êðàòíîñò 1 è êîðåí 2 ñ
êðàòíîñò 3. Ðåøåíèåòî å

T(n) = A.1n + B.2n + C.n.2n +D.n2.2n

çà íÿêàêâè ïîëîæèòåëíè êîíñòàíòè A, B, C è D. ßñíî å, ÷å

T(n) = Θ(n2.2n)

III. Íàìåðåòå àñèìïòîòè÷íàòà âðåìåâà ñëîæíîñò íà àëãîðèòìèòå, ïðåäñòàâåíè ñúñ ñëåäíèòå
ôðàãìåíòè, êàòî ôóíêöèÿ íà n.

1)
int f(int n) {

s = 0;

for(i = 1; i <= n/3; i++)

for(j = i; j <= i + n/3; j++)

for(k = i; k <= i + n/4; k++)

s++;

return s; }

2)
int r(int n, int m) {

int i, s = 0;

if (n < 2) return n*m + 1;

for(i = 0; i < 3; i ++)

s += r(n-1,m+i)*r(n-2,m-i);

s += r(n-1,m);

return s; }

3)
int p(int n) {

int i, j, s = 0;

for(i = n; i > 0; i /= 2)

for(j = 0; j < i; j ++)

s ++;

return s; }

Ðåøåíèå íà 1):

n
3∑

i=1

i+ n
3∑

j=i

i+ n
4∑

k=i

1 =

n
3∑

i=1

i+ n
3∑

j=i

(n
4

+ 1
)

=

n
3∑

i=1

(n
4

+ 1
) i+ n

3∑
j=i

1 =

n
3∑

i=1

(n
4

+ 1
) (n

3
+ 1

)
= Θ(n3)

Ðåøåíèå íà 2):
Ðåêóðåíòíàòà çàâèñèìîñò, îïèñâàùà àñèìïòîòè÷íàòà âðåìåâà ñëîæíîñò, å

T(n) = 4T(n− 1) + 3T(n− 2) + 1

Òîâà å òàêà, ïîíåæå ïðîìåíëèâàòà, îò êîÿòî çàâèñÿò ðåêóðñèâíèòå âèêàíèÿ, å n. Äðóãàòà ïðî-
ìåíëèâà m íÿìà îòíîøåíèå êúì áúðçîäåéñòâèåòî (ìàêàð ÷å ñúñ ñèãóðíîñò èìà îòíîøåíèå êúì
âúðíàòèÿ ðåçóëòàò). Çàáåëåæåòå, ÷å èìàìå òðè âèêàíèÿ ñ n − 2 è ÷åòèðè ñ n − 1. Òîâà, ÷å
r(n − 1,m + i) ñå óìíîæàâà, à íå ñå ñúáèðà, ñ r(n − 2,m − i) íÿìà çíà÷åíèå çà áðîÿ íà èçâèê-
âàíèÿòà.
Ðåøåíèåòî íà ðåêóðåíòíàòà çàâèñèìîñò å ÷ðåç ìåòîäà íà õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå. Â ñëó-
÷àÿ òî å

x2 − 4x− 3 = 0
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ñ êîðåíè x1 = 2+
√
7 è x2 = 2−

√
7. Îò íåõîìîãåííàòà ÷àñò èìàìå îùå åäèí êîðåí 1 ñ êðàòíîñò 1.

Ðåøåíèåòî å

T(n) = A.1n + B.(2−
√
7)n + C.(2+

√
7)n

çà íÿêàêâè ïîëîæèòåëíè êîíñòàíòè A, B è C. Äåéñòâèòåëíî, 2 −
√
7 < 0, íî |2 −

√
7| < 1, òàêà

÷å

lim
n→∞(2−

√
7)n = 0

ñëåäîâàòåëíî C.(2+
√
7)n îïðåäåëÿ àñèìïòîòè÷íîòî ïîâåäåíèå (çíàåì, ÷å C > 0). ßñíî å, ÷å

T(n) = Θ
(
(2+

√
7)n

)
Ðåøåíèå íà 3):
Î÷åâèäíî ïðè i = n, j ïðîáÿãâà âñè÷êè öåëè ÷èñëà ìåæäó 0 è n − 1 âêëþ÷èòåëíî, òîåñò n íà
áðîé, ñëåä êîåòî i ñòàâà n

2
è j ïðîáÿãâà âñè÷êè öåëè ÷èñëà ìåæäó 0 è n

2
− 1 âêëþ÷èòåëíî, òîåñò

n
2
íà áðîé, è ò.í., êàòî çà âñÿêî ïðèñâîÿâàíå íà ñòîéíîñò íà j, îïåðàöèÿòà s + + ñå âúðøè âúâ

âðåìå Θ(1). Îáùî âðåìåâàòà ñëîæíîñò å îò ïîðÿäúêà íà n + n
2

+ n
4

+ . . . + 1 ≤ 2n, òîåñò Θ(n).
Ôîðìàëíî ïî-ïðåöèçíî èçâåæäàíå å

lgn∑
k=0

n
2t∑

t=1

1 =

lgn∑
k=0

n

2t
= n

lgn∑
k=0

1

2t
≤ n

∞∑
k=0

1

2t
= 2n = Θ(n)
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