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Ãëàâà 1

Âúâåäåíèå

Çàïî÷íàõ òåçè çàïèñêè ïðè ïîäãîòîâêàòà ìè çà èçïèòà çà ãë. àñèñòåíò êúì Ôàêóëòåòà ïî Ìà-
òåìàòèêà è Èíôîðìàòèêà (ÔÌÈ) íà Ñîôèéñêèÿ óíèâåðñèòåò ïðåç ïðîëåòòà íà 2012ã.

Ùå ñå îïèòàì äà ãè ðàçøèðÿ ïî âðåìå íà ïðåïîäàâàíåòî ìè â êóðñà 'Ñúçäàâàíå è èçñëåäâàíå íà
àëãîðèòìè' (òîâà å èìåòî, êîåòî ìè õàðåñâà, îôèöèàëíîòî èìå å 'Äèçàéí è àíàëèç íà àëãîðèòìè',
ñúêðàòåíî ÄÀÀ).

Ïî-ãîëÿìàòà ÷àñò îò ìàòåðèàëà å ïðåðàçêàç íà ÷àñòè îò êíèãèòå ïîñî÷åíè â áèáëèîãðàôèÿòà.
Íàáëÿãàì íà òåìè, êîèòî íå ñà èçëîæåíè èëè ñà ñëàáî çàñòúïåíè â ó÷åáíèöèòå, ïóáëèêóâàíè íà
áúëãàðñêè åçèê.

Íàäÿâàì ñå çàïèñêèòå äà áúäàò ïîëåçíè íà ñòóäåíòèòå, êîèòî èçó÷àâàò êóðñà ÄÀÀ è íà âñè÷êè,
êîèòî èçïèòâàò åñòåòè÷åñêà íàñëàäà îò çàíèìàíèÿòà ñ àëãîðèòìè.

Ñêåëåòà
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1.1 Îáîçíà÷åíèÿ

Ñúâåòâàìå ÷èòàòåëÿ ïúðâî äà ïðî÷åòå ó÷åáíèêà íà Ê. Ìàíåâ [1], çà äà å çàïîçíàò ñ òåðìèíèòå
è îáîçíà÷åíèÿòà, îáè÷àéíè ïðè îïèñâàíå íà äèñêðåòíè ñòðóêòóðè è àëãîðèòìè.

Åòî êðàòêî èçáðîÿâàíå íà ìàòåìàòè÷åñêè ïîíÿòèÿ è îáëàñòè, êîèòî ïîëçâàìå:

Ìíîæåñòâà è îïåðàöèè âúðõó ìíîæåñòâà, äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå, ðåëàöèè, ðåëàöèè íà åêâè-
âàëåíòíîñò è íà ÷àñòè÷íà íàðåäáà, ôóíêöèè íàä ìíîæåñòâà.

Êîìáèíàòîðèêà. Èçáðîèòåëíà êîìáèíàòîðèêà. Îñíîâíè êîìáèíàòîðíè êîíôèãóðàöèè.

Ãðàôè, ìóëòèãðàôè è õèïåðãðàôè. Ïúòèùà, ïðîñòè ïúòèùà, êîíòóðè è öèêëè â ãðàôè. Ñèëíà è
ñëàáà ñâúðçàíîñò íà îðèåíòèðàíè ãðàôè. Äîïúëíåíèÿ íà ãðàôè. Îöâåòÿâàíå íà ãðàôè. Äúðâåòà.
Îéëåðîâè öèêëè è Õàìèëòîíîâè öèêëè.
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1.2 Èíñòðóìåíòè çà àíàëèç íà àëãîðèòìèòå

1.2.1 Àñèìïòîòè÷íè íîòàöèè

Ôóíêöèèòå ïî-äîëó ñà àñèìïòîòè÷íî ïîëîæèòåëíè, ïðèìåðíî ∃n0∀n, n > n0 → g(n) > 0

Θ(g(n)) = {f(n) : ∃n0,∃c1 > 0,∃c2 > 0, ∀n, n > n0 → c1g(n) ≤ f(n) ≤ c2g(n)}
O(g(n)) = {f(n) : ∃n0,∃c > 0,∀n, n > n0 → f(n) ≤ cg(n)}
Ω(g(n)) = {f(n) : ∃n0,∃c > 0,∀n, n > n0 → cg(n) ≤ f(n)}
o(g(n)) = {f(n) : ∀c > 0, ∃n0,∀n, n > n0 → f(n) ≤ cg(n)}
ω(g(n)) = {f(n) : ∀c > 0, ∃n0,∀n, n > n0 → cg(n) ≤ f(n)}
Ïîäðîáíî è ÿñíî èçëîæåíèå íà ñâîéñòâàòà íà àñèìïòîòè÷íèòå íîòàöèè å äàäåíî â êíèãàòà ñ

ðåøåíè çàäà÷è íà Ìèíêî Ìàðêîâ [2].

Àñèìïòîòè÷íèòå íîòàöèè ñà ìåòîä çà ïðèáëèæåíî áîðàâåíå ñ ôóíêöèè. Èäåÿòà å äà ñ÷èòàìå äâå
ôóíêöèè ïðèáëèçèòåëíî ðàâíè, àêî ñå ðàçëè÷àâàò ñ ìíîæèòåë íÿêàêâà êîíñòàíòà ïðè íàðàñòâàíå
íà àðãóìåíòà.

Òîâà ïðèáëèæåíî ïðåäñòàâÿíå å óäîáíî ïðè îöåíêà íà ñëîæíîñòòà íà àëãîðèòìèòå.

Êîíñòàíòàòà, êîÿòî èãíîðèðàìå èìà ñìèñúëà íà ðàçëèêà â õàðäóåðíàòè ïëàòôîðìè íà êîèòî
èçïúëíÿâàìå åäèí è ñúù àëãîðèòúì.

Äðóãà èíòåðïðåòàöèÿ å, ÷å òàçè êîíñòàíòà ñêðèâà ðàçëèêàòà â åôåêòèâíîñòòà íà êîìïèëàòîðà
ïðè ïðåâîäà íà åäíà ïðîãðàìà îò åçèê íà âèñîêî íèâî êúì ìàøèíåí êîä.

1.2.2 Ìàñòúð òåîðåìà

Íåêà å äàäåíî ðåêóðåíòíî îòíîøåíèå T (n) = aT (n/b) + f(n), a ≥ 1, b > 1. Â ñëåäíèòå 3 ñëó÷àÿ
îòíîøåíèåòî èìà ðåøåíèå:

1) f(n) = O(nlogb a−ε) çà íÿêîå ε > 0. Òîãàâà T (n) = Θ(nlogb a).

2) f(n) = Θ(nlogb a). Òîãàâà T (n) = Θ(nlogb a lg n).

3) f(n) = Ω(nlogb a+ε) çà íÿêîå ε > 0. Íåêà ∃c < 1,∃n0, n > n0 → af(n/b) < cf(n). Òîãàâà
T (n) = Θ(f(n)).

Äîêàçàòåëñòâîòî èçñëåäâà íèâàòà â ðåêóðñèâíîòî äúðâî, ïîðîäåíî îò T (n). Èçáðîÿâàò ñå âúç-
ëèòå è äîïúëíèòåëíàòà ðàáîòà, çàäàäåíà îò f(n).

1.2.3 Ëèíåéíè ðåêóðåíòíè îòíîøåíèÿ ñ êðàéíà èñòîðèÿ

Õîìîãåííî ðåêóðåíòíî îòíîøåíèå: an = c1an−1 + c2an−2 + · · ·+ ckan−k.

Õàðàêòåðèñòè÷íî óðàâíåíèå çà îòíîøåíèåòî: xk − c1x
k−1 − c2x

k−2 − · · · − ck = 0

Íåêà α1, α2, . . . , αs ñà ðàçëè÷íèòå êîðåíè íà óðàâíåíèåòî ñ êðàòíîñòè ki,
∑

i ki = k.

Òîãàâà îáùîòî ðåøåíèå ñå çàäàâà îò ôîðìóëàòà:

an =

s∑
i=1

Pi(n)αni

êúäåòî Pi(n) ñà ïîëèíîìè îò ñòåïåí < ki. Îáùî òå èìàò òî÷íî k êîåôèöåíòà, êîèòî ìîãàò äà ñå
îïðåäåëÿò àêî çíàåì ïúðâèòå k ÷ëåíà íà ðåäèöàòà (a0, a1, a2, . . . ).
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Äîêàçàòåëñòâîòî ìîæå äà ñå èçâúðøè òàêà:

1) Ïðîâåðÿâàìå, ÷å àêî α å êîðåí íà óðàâíåíèåòî, an = αn å ðåøåíèå íà ðåêóðåíòíîòî îòíîøå-
íèå.

2) Àêî α å êðàòåí êîðåí, òîãàâà è an = nαn å ðåøåíèå, çàùîòî α å êîðåí íà óðàâíåíèåòî çà
ïðîèçâîäíàòà íà õàðàêòåðèñòè÷íèÿ ïîëèíîì. Ïðàâèì òàçè ñìåòêà çà ìíîãîêðàòåí êîðåí.

3) Îò 1) è 2) ïîëó÷àâàìå âñè÷êè áàçîâè ðåøåíèÿ njαni , j < ki. Òåçè ðåøåíèÿ ñà k íà áðîé è ñà
ëèíåéíî íåçàâèñèìè, à îáùîòî ðåøåíèå å òÿõíà ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ. Êîåôèöåíòèòå â ëèíåéíàòà
êîìáèíàöèÿ ñå îïðåäåëÿò åäíîçíà÷íî îò ïúðâèòå k ÷ëåíà. Ëèíåéíàòà íåçàâèñèìîñò çà ðàçëè÷íè
ðåøåíèÿ ñëåäâà îò ñâîéñòâàòà íà ìàòðèöàòà íà Âàíäåðìîíä, (ïðè êðàòíè êîðåíè ïàê ñå ïîëó÷àâà
ëèíåéíà íåçàâèñèìîñò).
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1.3 Ñòðóêòóðè îò äàííè

Ñòåê, îïàøêà, ñïèñúê.

Ñòðóêòóðèòå îò äàííè ñà áëîêîâå çà åôåêòèâíà ðåàëèçàöèÿ íà àëãîðèòìè. Îáèêíîâåíî íÿìàò
ñàìîñòîÿòåëíî çíà÷åíèå.

Êîãàòî ãè ïîëçâàìå, ãè ðàçãëåæäàìå êàòî ÷åðíà êóòèÿ ñ ïðåäâàðèòåëíî óãîâîðåíè ìåòîäè çà
äîñòúï (èíòåðôåéñè). Òàêàâà àáñòðàêòíà ñòðóêòóðà ìîæå äà èìà ðàçëè÷íè êîíêðåòíè ðåàëèçà-
öèè.

Ïðè ðåàëèçàöèÿòà èì ïúê îïðåäåëÿìå âúòðåøíàòà ñòðóêòóðà è åôåêòèâíîñòòà íà îòäåëíèòå
àëãîðèòìè çà ñòðóêòóðàòà.

1.3.1 Ïðèîðèòåòíà îïàøêà: ïèðàìèäà

Ïðèîðèòåòíàòà îïàøêà å àáñòðàêòíà ñòðóêòóðà, â êîÿòî âêàðâàìå îáåêòè îò òèïà x =< key, value >,
à èçâëè÷àìå åêñòðåìàëåí îáåêò. Òóê ùå îáñúæäàìå èçâëè÷àíå íà îáåêò ñ ìàêñèìàëåí êëþ÷, àë-
ãîðèòìèòå ïðè ðàáîòà ñ ìèíèìàëåí ñà àíàëîãè÷íè.

Ìåòîäèòå çà ðàáîòà ñ ïðèîðèòåòíà îïàøêà ñà:
1. Insert(x) âêàðâà íîâ îáåêò â îïàøêàòà
2. Extract_max èçâàæäà îáåêòà ñ ìàêñèìàëåí êëþ÷
3. Get_max âðúùà îáåêòà ñ ìàêñèìàëåí êëþ÷ (áåç äà ãî âàäè îò ñòðóêòóðàòà)
4. Modify(i, new_key) ïðîìåíÿ êëþ÷à íà îáåêò, êîéòî ñå íàìèðà íà ïîçèöèÿ i.

Ïîñëåäíèÿò ìåòîä èçèñêâà ïî-ñëîæíè âðúçêè ìåæäó îñíîâíèÿò àëãîðèòúì è ñòðóêòóðàòà.

Ïðè íàèâíèòå ðåàëèçàöèè åäíàòà îò äâåòå îñíîâíè îïåðàöèè å ñúñ ñëîæíîñò O(n), êúäåòî n å
áðîÿò íà îáðàáîòåíèòå îáåêòè.

Íàé-÷åñòî èçïîëçâàíàòà åôåêòèâíà ðåàëèçàöèÿ å (äâîè÷íà) ïèðàìèäà (binary heap).

Ïëúòíî äâîè÷íî äúðâî ùå íàðè÷àìå òàêîâà êîðåíîâî äâîè÷íî äúðâî, ïðè êîåòî âñåêè ñëîé
îñâåí ïîñëåäíèÿò å íàñèòåí, à â ïîñëåäíèÿ ñà çàïúëíåíè ëåâèòå âúðõîâå. Òàêîâà äúðâî ñ n âúðõà
ñå ðàçïîëàãà â îáèêíîâåí ìàñèâ A[1..n] òàêà: êîðåíúò å â A[1], íàñëåäíèöèòå ìó ñà â A[2], A[3],
òåõíèòå íàñëåäíèöè â A[4], . . . , A[7] è ò.í.

Â ïëúòíî äâîè÷íî äúðâî íîìåðàòà íà ðîäíèíèòå íà âðúõ i ñå èç÷èñëÿâàò òàêà: ðîäèòåëÿò ìó å
P (i) = b i2c, ëåâèÿò ìó ñèí å L(i) = 2i, à äåñíèÿò R(i) = 2i+ 1.

Ñëîé ñ íîìåð k (êîðåíà å â ñëîé 0, äåöàòà ìó â ñëîé 1) ñå ñúñòîè îò âñè÷êè âúðõîâå, ÷èèòî
íîìåðà ñå çàïèñâàò ñ k + 1 öèôðè â äâîè÷åí çàïèñ: êîðåíúò èìà íîìåð 1, äåöàòà ìó 10 è 11,
òåõíèòå äåöà 100, 101, 110, 111 è ò.í.

1.3.2 Íåïðåñè÷àùè ñå ìíîæåñòâà

Íåêà X = {x1, x2, . . . , xn} å ìíîæåñòâî îò îáåêòè, a S = {S1, S2, . . . , Sk} å äèíàìè÷íî ðàçáèâàíå
íà X íà íåïðåñè÷àùè ñå ïîäìíîæåñòâà. Ìíîæåñòâàòà îò ðàçáèâàíåòî ùå îòúæäåñòâÿâàìå ñ íÿêîé
òåõåí åëåìåíò (ïðåäñòàâèòåë) yi ∈ Si.
Ðàçãëåæäàìå ñëåäíèòå îïåðàöèè íàä îáåêòè îò X:

Make_set(x) ñúçäàâà ìíîæåñòâî â ðàçáèâàíåòî ñ åäèíñòâåí åëåìåíò è ïðåäñòàâèòåë x.
Find_set(x) âðúùà ïðåäñòàâèòåë íà ìíîæåñòâî îò ðàçáèâàíåòî, êîåòî ñúäúðæà x.
Union(x, y) îáåäèíÿâà ìíîæåñòâàòà, ñúäúðæàùè x è y.

Ïðåäïîëàãàìå, ÷å ñå èçâúðøâàò m èçâèêâàíèÿ íà íÿêîÿ îò 3-òå îïåðàöèè, êàòî ïúðâî ñå âè-
êà n ïúòè Make_set(x), çà äà ñå ñúçäàäå íà÷àëíî ðàçáèâàíå, à ñëåä òîâà â ïðîèçâîëåí ðåä ñå
âèêàò äðóãèòå 2 îïåðàöèè. Î÷åâèäíî Union(x, y) ìîæå äà ñå èçïúëíè ñàìî n − 1 ïúòè, ïîñëå â
ðàçáèâàíåòî èìà ñàìî åäíî ìíîæåñòâî.
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Ðåàëèçàöèè:

1) Ñïèñúöè. Çà âñÿêî Si ïðàâèì ëèíååí ñïèñúê îò îáåêòèòå ìó, îò âñåêè îáåêò èìà ëèíê êúì
íà÷àëîòî, îò íà÷àëîòî èìà ëèíê êúì êðàÿ. Ïðè òàêàâà ñòðóêòóðà Find_set(x) è Make_set(x)
ùå ñå èçïúëíÿâàò çà Θ(1). Àêî ðåàëèçèðàìå Union(x, y) òàêà, ÷å äà çàëåïâà ïî-êúñèÿ ñïèñúê êúì
ïî-äúëãèÿ, âñåêè îáåêò ùå áúäå ïðåìåñòâàí íàé-ìíîãî lg(n) ïúòè (ìíîæåñòâîòî ìó ùå íàðàñòâà
ïîíå äâîéíî). Àìîðòèçèðàíàòà ñóìà íà òåçè ðàçìåñòâàíèÿ å O(n lg(n)) çà âñè÷êèòå îïåðàöèè
Union(x, y). Îáùàòà ñëîæíîñò ïðè m èçâèêâàíèÿ íà 3-òå îïåðàöèè ùå áúäå O(m+ n lg(n)).

2) Êîðåíîâè äúðâåòà. Çà âñÿêî Si ïðàâèì êîðåíîâî äúðâî îò îáåêòèòå ìó, êîðåíúò å ïðåäñ-
òàâèòåë íà ìíîæåñòâîòî è ñî÷è ñåáå ñè, ïîääúðæàìå àòðèáóò ðàíã r(Si), êîéòî èìà ñìèñúë íà
äúëáî÷èíà íà êîðåíîâîòî äúðâî. Ïðè ñëèâàíå íà äúðâåòà êîðåíà íà äúðâîòî ñ ïî-ìàëúê ðàíã íà-
ñî÷âàìå êúì êîðåíà íà äðóãîòî. Òàêà îñèãóðÿâàìå ìàêñèìàåí ðàñòåæ íà ðàíãà äî lg(n). Äðóãàòà
òåõíèêà å êîìïðåñèÿ íà ïúòèùàòà - ïðè èçïúëíåíèå íà Find_set(x) ïðè îáõîæäàíåòî íà ïúòÿ îò
x äî êîðåíà ïðåíàñî÷âàìå âñè÷êè îáåêòè ïî òîçè ïúò äà ñî÷àò êúì êîðåíà:

Find_set(x)
1) if x 6= x.parrent
2) x.parrent← Find_set(x.parrent)
3) âúðíè x.parrent

Ïîëçâàíåòî íà ðàíãîâå è êîìïðåñèðàíå íà ïúòèùà çàåäíî äàâàò àìîðòèçèðàíî âðåìå ïðè m
èçâèêâàíèÿ íà 3-òå îïåðàöèè O(mα(n)), êúäåòî α(n) ðàñòå ìíîãî áàâíî, òÿ å ñõîäíà ñ îáðàòíà
ôóíêöèÿ íà Àêåðìàí è çà âñè÷êè îáîçðèìè ñëó÷àè α(n) < 5.



Ãëàâà 2

Àëãîðèòìè âúðõó ãðàôè

2.1 Ïðåäñòàâÿíèÿ íà ãðàôè

5. Àëãîðèòìè âúðõó ãðàôè. Ïðåäñòàâÿíèÿ íà ãðàôè � ñðàâíèòåëåí àíàëèç. Îáõîæ-
äàíå íà ãðàôè â øèðèíà è â äúëáî÷èíà. Èç÷èñëèòåëíè ïðîáëåìè, ñâåæäàùè ñå äî
îáõîæäàíå â øèðèíà èëè â äúëáî÷èíà.

Íåêà G(V,E) å ãðàô è |V | = n, |E| = m.

G å ïëúòåí (dense), êîãàòî m = Ω(n2). G å ðàçðåäåí (sparse), êîãàòî m = O(n). Ìîæå äà èìà è
ìåæäèííè ñúñòîÿíèÿ. Ìíîãî àëãîðèòìè âúðõó ãðàôè ñà íàé-åôåêòèâíè â ñëó÷àÿ íà ïëúòåí èëè
ðàçðåäåí ãðàô.

Ïðåäñòàâÿíå íà ðåáðàòà E:
1) Ìàòðèöà íà ñúñåäñòâà (äîáðî ïðè ïëúòåí ãðàô).
2) Ñïèñúöè íà ñúñåäñòâà Adj(v), v ∈ V (äîáðî ïðè ðàçðåäåí ãðàô).

Ñðàâíÿâàíå íà äâåòå ïðåäñòàâÿíèÿ - çàåìàíà ïàìåò, ñêîðîñò íà îïåðàöèèòå, âêàðâàíå íà òåãëîâà
ôóíêöèÿ è äðóãè àòðèáóòè â ïðåäñòàâÿíåòî è ïð.

2.2 Îáõîæäàíå íà ãðàôè

Îáõîæäàíå íà ãðàô å àëãîðèòìè÷íà ñõåìà çà ñèñòåìàòè÷íî ïîñåùàâàíå íà âñè÷êè âúðõîâå íà
ãðàôà è åâåíòóàëíî îáõîæäàíå íà ðåáðàòà ìó. Ìîæå äà èìà ñàìîñòîÿòåëíî çíà÷åíèå, àêî äèðåêòíî
ðåøàâà ïîñòàâåíàòà çàäà÷à, à ìîæå äà å ÷àñò îò ïî-ñëîæåí àëãîðèòúì.

2.2.1 Îáõîæäàíå â øèðèíà

Îáõîæäàíå â øèðèíà (Breadth-�rst search, BFS):

Òàçè ñõåìà ðàçáèâà ãðàôà íà íèâà (ñëîåâå) íà äîñòèæèìîñò ñïðÿìî ïðåäâàðèòåëíî èçáðàí âðúõ
s. Ïðèëàãà ñå êàêòî çà îðèåíòèðàí, òàêà è çà íåîðèåíòèðàí ãðàô.

Çà âñåêè âðúõ v ïîääúðæàìå àòðèáóòèòå öâÿò (áÿë, ñèâ, ÷åðåí) v.c, ðàçñòîÿíèå îò èçòî÷íèêà
v.d è ïðåäøåñòâåíèê π[v]. Àëãîðèòúìúò èçïîëçâà îáèêíîâåíà îïàøêà Q.

Ñúùåñòâåíè çà ðàáîòàòà íà àëãîðèòúìà ñà öâåòîâåòå (áåç ÷åðíèÿ) è îïàøêàòà Q. Ðàçñòîÿíèÿòà
v.d è êîðåíîâîòî äúðâî π ñà ïîëåçíè ðåçóëòàòè.

Àëãîðèòúì BFS(G(V,E), s):
1) for v ∈ V do v.c← white; v.d←∞; π[v]← NIL
2) s.c← gray; s.d← 0
3) Q.Init;Q.EnQueue(s)
4) while Q 6= ∅
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5) u← Q.DeQueue
6) for v ∈ Adj(u)
7) if v.c = white
8) v.c← gray; v.d← u.d+ 1; π[v]← u
9) Q.EnQueue(v)
A) u.c← black

Èíâàðèàíòà: Â öèêúëà íà ðåä 4) âñè÷êè ñèâè âúðõîâå ñà òî÷íî âúðõîâåòå îò îïàøêàòà Q.

Äîêàçàòåëñòâî: Âñåêè âðúõ ïðåìèíàâà ïðåç ñúñòîÿíèÿ áÿë→ ñèâ→ ÷åðåí, êàòî òåçè ïðåõîäè
ñà ñèíõðîíèçèðàíè ñ âêàðâàíåòî è èçêàðâàíåòî îò îïàøêàòà.

Ñêîðîñò: Âñåêè âðúõ ñå âêàðâà íàé-ìíîãî âåäíúæ â îïàøêàòà è ïîñëå ñå âàäè, à ðåáðàòà,
èçëèçàùè îò íåãî ñå îáðàáîòâàò âåäíúæ íà ðåä 6), ñëåäîâàòåëíî ñêîðîñòòà å Θ(n+m).

Ïàìåò: Çà ðàáîòàòà ñè àëãîðèòúìúò èçïîëçâà Θ(n) êëåòêè äîïúëíèòåëíà ïàìåò çà ñúõðàíåíèå
íà 3-òå àòðèáóòà íà âúðõîâåòå (öâåòà å çàäúëæèòåëåí!).

Ðàçñòîÿíèÿ: Âåðíè ñà ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ:
1) Ñòîéíîñòòà íà v.d ðàñòå ìîíîòîííî ïî ðåäà íà ïúõàíå â îïàøêàòà Q. (èíäóêöèÿ ïî îïàøêàòà).
2) Âúâ âñåêè ìîìåíò vr.d ≤ vl.d+ 1, êúäåòî vl å ïúðâèÿò, à vr å ïîñëåäíèÿò âðúõ â îïàøêàòà.
3) v.d å íàé-êðàòêèÿò ïúò îò s äî âñåêè âðúõ v ïðè åäèíè÷íè äúëæèíè íà ðåáðàòà, à π å êîðåíîâî
äúðâî, ïðåäñòàâÿùî íàé-êðàòêèòå ïúòèùà (èíäóêöèÿ ïî v.d).

Óïîòðåáà:

Ëåêà ìîäèôèêàöèÿ íà BFS ðàçïîçíàâà äàëè âõîäíèÿò ãðàô G å äâóäåëåí (äâóöâåòåí) è ðàçäåëÿ
âúðõîâåòå íà 2-òà äÿëà.

Ïîëçâà ñå â áúðçèòå âàðèàíòè íà òúðñåíå íà ìàêñèìàëåí ïîòîê çà ïîñòðîÿâàíå íà ñëîåñòà
ìðåæà.

Ïðè åäèíè÷íè äúëæèíè íà ðåáðàòà BFS å íàé-áúðçèÿò àëãîðèòúì çà íàìèðàíå íà íàé-êðàòêè
ïúòèùà îò èçòî÷íèê s äî äðóãèòå âúðõîâå.

2.2.2 Îáõîæäàíå â äúëáî÷èíà

Îáõîæäàíå â äúëáî÷èíà (Depth-�rst search, DFS):

Îáèêíîâåíî òàçè ñõåìà ñå ïîëçâà âúðõó îðèåíòèðàí ãðàô ñ íÿêîëêî ñèëíî ñâúðçàíè êîìïîíåíòè.
Çàòîâà òèïè÷íàòà ðåàëèçàöèÿ ñòðîè ãîðà îò äúðâåòà íà äîñòèæèìîñò. Ïðèñúùè àòðèáóòè íàDFS
ñà öâåòúò, π (òîâà ìàé íå ñå ïîëçâà ?) è 2 âðåìåíà çà âñåêè âðúõ v - âðåìå íà îòêðèâàíå v.d è
âðåìå íà çàêðèâàíå v.f .

Àëãîðèòúì DFS(G(V,E)):
1) for v ∈ V do v.c← white; π[v]← NIL
2) time← 0
3) for v ∈ V if v.c = white
4) DFS_visit(G(V,E), v)

DFS_visit(G(V,E), u)
1) time← time+ 1
2) u.c← gray; u.d← time
3) for v ∈ Adj(u) if v.c = white
4) π[v]← u
5) DFS_visit(G(V,E), v)
6) time← time+ 1
7) u.c← black; u.f ← time

Òàçè ðåàëèçàöèÿ èçïîëçâà ðåêóðñèÿ, íî áè òðÿáâàëî äà ìîæå êàòî BFS äà ñå íàïðàâè â öèêúë,
ñàìî ÷å äà èçïîëçâà ñòåê âìåñòî îïàøêà.
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Èíâàðèàíòà: Âñè÷êè ñèâè âúðõîâå ñà òî÷íî âúðõîâåòå îò ñòåêà íà ðåêóðñèâíèòå èçâèêâàíèÿ
íà DFS_visit.

Äîêàçàòåëñòâî: Âñåêè âðúõ ïðåìèíàâà ïðåç ñúñòîÿíèÿ áÿë→ ñèâ→ ÷åðåí, êàòî òåçè ïðåõîäè
ñà ñèíõðîíèçèðàíè ñ âëèçàíåòî è èçëèçàíåòî â ðåêóðñèâíî èçâèêâàíå.

Ñêîðîñò: Çà âñåêè âðúõ ñå âèêà òî÷íî âåäíúæ DFS_visit (êîãàòî å áÿë), à ðåáðàòà, èçëèçàùè
îò íåãî ñå îáðàáîòâàò âåäíúæ â öèêúëà 3-5) íà DFS_visit, ñëåäîâàòåëíî ñêîðîñòòà å Θ(n+m).

Ïàìåò: Çà ðàáîòàòà ñè àëãîðèòúìúò èçïîëçâà Θ(n) êëåòêè äîïúëíèòåëíà ïàìåò çà ñúõðàíåíèå
íà àòðèáóòèòå íà âúðõîâåòå è ñòåêà íà DFS_visit (öâåòà å çàäúëæèòåëåí!).

Êëàñèôèêàöèÿ íà ðåáðàòà:
A) Äúðâåíî å ðåáðî îò òåêóùèÿ êúì áÿë âðúõ, ïî òåçè ðåáðà âúðâè ðåêóðñèÿòà.
B) Îáðàòíî å ðåáðî îò áÿë êúì ñèâ âðúõ, òåçè ðåáðà çàòâàðÿò öèêëè.
C) Ðåáðî íàïðåä ñâúðçâà âðúõ ñ íåãîâ íàñëåäíèê â ïîääúðâî íà àëãîðèòúìà.
D) Ðåáðî íàñòðàíè ïîêðèâà îñòàíàëèòå ñëó÷àè - ìîæå äà å âðúçêà êúì íÿêîé äðóã âðúõ â
ïîääúðâîòî íà àëãîðèòúìà, èëè âðúçêà êúì âå÷å èçñëåäâàíî ïîääúðâî.

Ðåáðàòà îò âèä C) è D) ñâúðçâàò òåêóùèÿò âðúõ ñ ÷åðåí âðúõ.

Ëåìà çà ñêîáèòå: Çà âñåêè äâà âúðõà u, v ∈ V ñëåäíàòà âåðèãà íåðàâåíñòâà å íåâúçìîæíà:
u.d < v.d < u.f < v.f , èëè êàçàíî íåôîðìàëíî, âðåìåíàòà íà îòêðèâàíå è çàêðèâàíå íà âðúõ ñà
êàòî ñêîáè â ïðàâèëíî íàïèñàí àðèòìåòè÷åí èçðàç.

Äîêàçàòåëñòâîòî ñëåäâà îò ðåêóðñèâíàòà ïðèðîäà íà àëãîðèòúìà, êàòî äîïóñêàìå u.d < v.d
è ðàçãëåæäàìå 2 ïîäñëó÷àÿ - v.d < u.f , â êîéòî ñëåäâà v.f < u.f , ùîòî v å íàñëåäíèê íà u è
ãî èçñëåäâàìå èçöÿëî ïðåäè äà ñìå çàâúðøèëè èçñëåäâàíåòî íà u. Äðóãèÿò ñëó÷àé - v.d > u.f
äèðåêòíî íàðóøàâà âúïðîñíàòà âåðèãà íåðàâåíñòâà.

Ëåìà çà áåëèÿò ïúò: Îò u äî v èìà ïúò â ãîðàòà, êîÿòî ñòðîè DFS ⇐⇒ â ìîìåíòà u.d íà
äîñòèãàíå íà u èìà ïúò îò áåëè âúðõîâå îò u äî v.

Äîêàçàòåëñòâî: → ñëåäâà îò ëîãèêàòà íà àëãîðèòúìà, ← äîêàçâàìå îò ïðîòèâíîòî, âçåìàìå v
äà å íàé-áëèçêèÿ äî u, äî êîéòî íå äîñòèãà ïúò â ãîðàòà è ìèñëèì êàêâî ñòàâà, êîãàòî DFS
äîñòèãíå âúðõà ïðåäøåñòâàù v ïî áåëèÿ ïúò.

Ëåìà çà íåîðèåíòèðàíèÿò ãðàô:
Àêî ãðàôúò å íåîðèåíòèðàí, DFS îòêðèâà ñàìî ðåáðà îò âèäà A) è B).

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà ((u, v) ∈ E) ∧ (u.d < v.d). Îò ëåìàòà çà ñêîáèòå ñëåäâà, ÷å v.f < u.f .
Àêî àëãîðèòúìúò ñðåùíå íàé-íàïðåä ðåáðîòî (u, v), òðÿáâà v äà å áÿë (èíà÷å ùå ñå îêàæå, ÷å ïî
âðåìå íà èçñëåäâàíåòî íà v å áèëî îáðàáîòåíî ðåáðîòî (v, u)) - ñëó÷àé A). Àêî ïúê íàé íàïðåä ñå
îáðàáîòè (v, u), u å ñèâ - ñëó÷àé B).

Ñëåäñòâèå: Ìàëêà ìîäèôèêàöèÿ íà DFS íàìèðà öèêúë â íåîðèåíòèðàí ãðàô çà âðåìå O(n).
Òðèêúò å äà óñåòèì, ÷å íàé-ìíîãî n ðåáðà ùå èçñëåäâàìå äî íàìèðàíåòî íà öèêúëà.

DAG íàðè÷àìå îðèåíòèðàí ãðàô áåç öèêëè. Âñåêè DAG ïðåäñòàâÿ ÷àñòè÷íà íàðåäáà, êîÿòî
ìîæå äà ñå ðàçøèðè äî ïúëíà íàðåäáà. Òàêîâà ðàçøèðÿâàíå íàðè÷àìå òîïîëîãè÷íî ñîðòèðàíå.

Ëåìà DAG:
Ãðàôúò G å DAG ⇐⇒ DFS ïóñíàò âúðõó G íå îòêðèâà ðåáðà îò âèäà B).

Äîêàçàòåëñòâî:
→ àêî èìà îáðàòíî ðåáðî, ùå èìà è öèêúë â G.
← àêî èìà öèêúë â G, ïðîñëåäÿâàìå êàê DFS èçñëåäâà âúðõîâåòå ìó è ùå ïîëó÷èì îáðàòíî
ðåáðî.

Àëãîðèòúì TopologicalSort(G(V,E))
1) l← NIL (l å îáèêíîâåí ñïèñúê)
2) Èçâèêâàìå DFS, ïðè âñÿêî èç÷èñëÿâàíå íà v.f ïúõàìå v â íà÷àëîòî íà l.
3) l ñúäúðæà òîïîëîãè÷íà íàðåäáà íà âúðõîâåòå íà G.

Êîðåêòíîñò: Íåêà TopologicalSort èçñëåäâà ðåáðî (u, v). Îò ëåìà DAG ñëåäâà, ÷å òî íå å



ÃËÀÂÀ 2. ÀËÃÎÐÈÒÌÈ ÂÚÐÕÓ ÃÐÀÔÈ 12

îáðàòíî, òîåñò v å èëè áÿë èëè ÷åðåí âðúõ. Àêî v å áÿë, ùå áúäå ðåêóðñèâíî èçñëåäâàí è îò
ëåìàòà çà ñêîáèòå ùå èìàìå u.d < v.d < v.f < u.f . Àêî ïúê å ÷åðåí, òîé å âå÷å ïðèêëþ÷åí, à
u å îùå ñèâ, ñëåäîâàòåëíî v.f < u.f . È çà äâàòà ñëó÷àÿ ïîëó÷àâàìå (u, v) ∈ E → v.f < u.f ,
ñëåäîâàòåëíî ñïèñúêúò l çàäàâà ïúëíàòà íàðåäáà (â íåãî ñà âñè÷êè âúðõîâå v â íàìàëÿù ðåä íà
v.f).

Îçíà÷àâàìå u v, êîãàòî èìà ïúò îò u äî v.

Âúðõîâåòå u è v ñà ñèëíîñâúðçàíè, êîãàòî u  v è v  u. Ñèëíàòà ñâúðçàíîñò å ðåëàöèÿ íà
åêâèâàëåíòíîñò, ùå íàðè÷àìå êëàñîâåòå �è íà åêâèâàëåíòíîñò ñèëíî ñâúðçàíè êîìïîíåíòè (strongly
connected component, SCC) íà ãðàôà G.

Àêî êîíäåíçèðàìå ñèëíîñâúðçàíèòå êîìïîíåíòè íà ãðàô G, ïîëó÷åíèÿò ãðàô å DAG (òóé å
î÷åâèäíî).

Îáúðíàò (òðàíñïîíèðàí) ãðàô íà G(V,E) ùå íàðè÷àìå ãðàôúò GT (V,ET ), çà êîéòî ðåáðàòà ñà
íàîáðàòíî: ET = {(u, v) : (v, u) ∈ E}.
Ñïèñúêúò íà ñúñåäñòâà íà GT (V,ET ) ìîæå äà ñå ïîñòðîè çà âðåìå Θ(n+m), à ñèëíîñâúðçàíèòå

êîìïîíåíòè íà G è GT ñà åäíè è ñúùè.

Àëãîðèòúì SCCsearch(G(V,E):
1) Ïóñêàìå DFS âúðõó G è ïðàâèì ñïèñúê l çà V â íàìàëÿù ðåä ïî v.f .
2) Ïîñòðîÿâàìå GT (V,ET ).
3) Ïóñêàìå DFS âúðõó GT (V,ET ), êàòî â îñíîâíèÿò ìó öèêúë âàäèì âúðõîâåòå îò l.
4) Âñÿêî ïîääúðâî â ïîëó÷åíàòà ãîðà íà äîñòèæèìîñò å ñèëíî ñâúðçàíà êîìïîíåíòà.

Ïî äîëó ïðåäïîëàãàìå, ÷å àòðèáóòèòå v.d è v.f ñå îòíàñÿò çà ïúðâîòî èçïúëíåíèå íà DFS â
àëãîðèòúìà SCCsearch(G(V,E).

Íåêà d(C) = min{v.d : v ∈ C}, f(C) = max{v.f : v ∈ C}, êúäåòî C ⊆ V .
Ëåìà çà êîìïîíåíòèòå:

Íåêà C è C ′ ñà ðàçëè÷íè ñèëíî ñâúðçàíè êîìïîíåíòè íà G è ðåáðîòî (u, v) èçëèçà îò C è âëèçà
â C ′. Òîãàâà f(C) > f(C ′).

Äîêàçàòåëñòâî: Ðàçãëåæäàìå 2 ñëó÷àÿ.

Àêî àëãîðèòúìúò ïúðâî äîñòèãà âðúõ x ∈ C, òîé ùå îáèêîëè è äâåòå êîìïîíåíòè C è C ′ äîêàòî
èçñëåäâà x (òóé ñëåäâà îò ëåìàòà çà áåëèÿ ïúò è çà ñêîáèòå è îò äåôèíèöèÿòà íà SCC), çíà÷è
âñè÷êè v.f, v ∈ C ′ ùå ñå îêàæàò ïî-ìàëêè îò x.f , ñëåäîâàòåëíî f(C) > f(C ′).

Àêî ïúê ïúðâèÿò DFS äîñòèãà íàé-íàïðåä y ∈ C ′, òîé ùå çàâúðøè èçñëåäâàíåòî íà y, à âñè÷êè
âúðõîâå îò C ùå ñà îùå áåëè, çàùîòî íÿìà ïúò îò y äî C (êîíäåíçèðàíèÿò ãðàô å DAG). ×àê
ñëåä òîâà ùå ïî÷íå èçñëåäâàíå íà C, çíà÷è ïàê f(C) > f(C ′).

Ñëåäñòâèå GT : Â îáúðíàòèÿò ãðàô GT (V,ET ) å âÿðíî îáðàòíîòî íåðàâåíñòâî. Â íåãî SCC ñà
ñúùèòå êàòî â G, íî ðåáðàòà â êîíäåíçèðàíèÿò ãðàô ñà íàîáðàòíî.

Êîðåêòíîñò íà SCCsearch: Ðàçãëåæäàìå ðàáîòàòà íà ðåä 3), òàì âòîðèÿò DFS ðàáîòè âúðõó
GT (V,ET ), çàïî÷âàéêè îò âúðõà ñ ìàêñèìàëíî v.f , òîåñò îò êîìïîíåíòà C1, îò êîÿòî íå èçëèçàò
ðåáðà êúì äðóãè êîìïîíåíòè â îáúðíàòèÿò ãðàô (Ñëåäñòâèå GT ). Òàêà àëãîðèòúìúò ùå ñúçäàäå
ïîääúðâî, ñúäúðæàùî òî÷íî âúðõîâåòå îò C1. Â îñòàâàùèÿò ãðàô ñà çàïàçåíè ñúùèòå óñëîâèÿ,
çàùîòî âúðõîâåòå îò C1 ñà ÷åðíè è íÿìà äà ñå ðàçãëåæäàò ïîâå÷å, à â l îñòàâàùèòå âúðõîâå
ñòîÿò íàðåäåíè ïî íàìàëÿâàíå íà v.f . Ñëåäîâàòåëíî íà ñëåäâàùàòà ñòúïêà ùå áúäå îòäåëåíà
íîâà êîìïîíåíòà C2 è ò.í. Ñòðîãîòî äîêàçàòåëñòâî å ñ èíäóêöèÿ ïî áðîÿò k íà îòäåëåíèòå ñèëíî
ñâúðçàíè êîìïîíåíòè.

Ñëîæíîñò íà SCCsearch: Θ(m+ n)
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2.3 Ìèíèìàëíî ïîêðèâàùî äúðâî

Íåêà G(V,E) å íåîðèåíòèðàí ãðàô ñ òåãëîâà ôóíêöèÿ w : E → R. Íåêà |V | = n, |E| = m.

Èñêàìå äà íàìåðèì ìèíèìàëíîòî (ñïðÿìî òåãëîâàòà ôóíêöèÿ w) ïîêðèâàùî äúðâî T (V,ET ) çà
G.

Ùå êàçâàìå ÷å A ⊆ E å õóáàâî ìíîæåñòâî îò ðåáðà, àêî A å ïîäìíîæåñòâî íà íÿêîå ìèíèìàëíî
ïîêðèâàùî äúðâî.

Ùå êàçâàìå, ÷å ðåáðîòî (u, v) ðàçøèðÿâà õóáàâîòî ìíîæåñòâî A, àêî A ∪ {(u, v)} å õóáàâî
ìíîæåñòâî îò ðåáðà.

Ëåìà MST_cut 2.1. Íåêà A å õóáàâî ìíîæåñòâî, S∪T = V, S∩T = ∅ å ðàçðåç íà G, çà êîéòî
u ∈ S, v ∈ T → (u, v) /∈ A. Íåêà (u′, v′) å íàé-ëåêîòî ðåáðî, êîåòî ñâúðçâà S è T . Òîãàâà (u′, v′)
ðàçøèðÿâà ìíîæåñòâîòî A.

Äîêàçàòåëñòâî: Äîïóñêàìå ïðîòèâíîòî, äîáàâÿìå ðåáðîòî (u′, v′) êúì MST-òî, êîåòî ïîêðèâà A,
ïðàâèì öèêúë è ñìÿíà íà ðåáðî ïðåç ðàçðåçà ñ (u′, v′) è ïîëó÷àâàìå ïî-ëåêî äúðâî.

Àëãîðèòúì 2.1 Áàçîâ àëãîðèòúì çà íàìèðàíå íà MST

1: procedure MST (G(V,E), w) . G å íåîðèåíòèðàí ãðàô ñ òåãëà
2: A← ∅
3: while |A| < |V | − 1 do
4: òúðñèì ðåáðî (u, v) êîåòî ðàçøèðÿâà A
5: A← A ∪ {(u, v)}
6: return A

Êîðåêòíîñò: Èíâàðèàíòà íà öèêúëà: A å õóáàâî ìíîæåñòâî îò ðåáðà.

Èñêàíåòî íîâîòî ðåáðî äà å ðàçøèðÿâàùî ãàðàíòèðà ëèïñàòà íà öèêúë. Ïðè âñÿêî äîáÿâÿíå
áðîÿò íà íåñâúðçàíèòå êîìïîíåíòè ùå íàìàëÿâà ñ 1, ò.å òî÷íî n−1 ïúòè ùå èìà ïîíå 2 êîìïîíåíòà
è ùå ìîæå, ñúãëàñíî ìåõàíèçìà íà ëåìà 2.1 äà ñå íàìåðè ðàçøèðÿâàùî ðåáðî è äîáàâÿíåòî ìó
äà çàïàçè âåðíîñòòà íà èíâàðèàíòàòà.

Íàêðàÿ À ùå ñòàíå äúðâî è âñè÷êî å íàðåä !
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2.3.1 Àëãîðèòúì íà Êðóñêàë

Òîçè àëãîðèòúì èçáèðà íàé-ëåêîòî ðåáðî, êîåòî ðàçøèðÿâà A. Çà äà ðàáîòè åôåêòèâíî, àë-
ãîðèòúìúò ïîëçâà ñòðóêòóðà 'íåïðåñè÷àùè ñå ìíîæåñòâà', êàòî îáåêòèòå â íåÿ ñà âúðõîâåòå íà
ãðàôà, à ìíîæåñòâàòà îò ðàçáèâàíåòî ñà äúðâåòàòà â ãîðàòà A:

Àëãîðèòúì 2.2 Êðóñêàë: íàìèðà ìèíèìàëíî ïîêðèâàùî äúðâî

1: procedure MST_Kruskal(G(V,E), w) . G å íåîðèåíòèðàí ãðàô ñ òåãëà
2: A← ∅
3: for v ∈ V do Make_set(v)

4: Sort(E) order by w(e)
5: for (u, v) ∈ E do
6: if Find_set(u) 6= Find_set(v) then
7: A← A ∪ {(u, v)}
8: Union(u, v)

9: return A

Ñëîæíîñò: Ïðè ïîëçâàíå íà åôåêòèâíà ñòðóêòóðà, ñëîæíîñòòà íà öèêúëà â ðåäîâå 6-8 åO(mα(n)),
êúäåòî α(n) ðàñòå ìíîãî áàâíî (çà ïðàêòè÷åñêè âúçìîæíèòå çàäà÷è α(n) < 5). Ñëîæíîñòòà íà
ñîðòèðîâêàòà â ðåä 4 å O(m lg(m)) ≈ O(m lg(n)), êîåòî äîìèíèðà àëãîðèòúìà.
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2.3.2 Àëãîðèòúì íà Ïðèì-ßðíèê

Òîçè àëãîðèòúì å îïèñàí íàé-íàïðåä â ÷åøêî íàó÷íî ñïèñàíèå îò Vojt�ech Jarn��k ïðåç 1930.
Ïî-êúñíî íåçàâèñèìî å îïèñàí îò Robert C. Prim ïðåç 1957 è îòíîâî îò Edsger Dijkstra ïðåç 1959.

Òîçè àëãîðèòúì ñòðîèA ñâúðçàíî (ðàñòÿùî äúðâî) è èçáèðà íàé-ëåêîòî ðåáðî, êîåòî å â ðàçðåçà,
îáðàçóâàí îò âúðõîâåòå â A: VA è îñòàíàëèòå âúðõîâå VĀ = V \ VA.
Çà âñåêè âðúõ îò v ∈ VĀ èìà ñìèñúë äà ñëåäèì ñàìî íàé-ëåêîòî ðåáðî, êîåòî èäâà îò äúð-

âîòî TA(VA, A), çàùîòî îñòàíàëèòå ïî-òåæêè ðåáðà íÿìà äà áúäàò èçáðàíè. Äà îçíà÷èì ñ QA
ìíîæåñòâîòî îò òåçè ðåáðà, òå ñà íàé-ìíîãî n íà áðîé.

Êîãàòî ãðàôúò G(V,E) å ïëúòåí, íàé-åôåêòèâíàòà ðåàëèçàöèÿ å äà ïðåäñòàâèì QA ÷ðåç ìàñèâ.
Ïúðâèÿò âðúõ â äúðâîòî ìîæåì äà èçáåðåì ïðîèçâîëíî, îçíà÷àâàìå ãî ñ r. Çà âñåêè âðúõ v ùå
ïîääúðæàìå 3 àòðèáóòà: v.key ùå å òåæåñòòà íà íàé-ëåêîòî ðåáðî, ñâúðçâàùî v ñúñ ñòðîÿùîòî
ñå äúðâî, v.π ùå å âúðõúò îò äúðâîòî, çà êîéòî ìèíèìóìà ñå äîñòèãà èëè NIL, à v.marked ùå å
true àêî âúðõúò å âå÷å âêëþ÷åí â äúðâîòî è false, àêî îùå íå å.

Òàêà äâîéêàòà < v, v.π > ïðåäñòàâÿ ðåáðî îò QA.

Â êðàÿ íà àëãîðèòúìà äúðâîòî ùå ñå ñúñòîè îò ðåáðàòà A = {(v, v.π)|v ∈ V \ {r}}, à òåãëîòî íà
ðåáðî (v, v.π) ùå áúäå v.key.

Àëãîðèòúì 2.3 Ïðèì-ßðíèê: íàìèðà ìèíèìàëíî ïîêðèâàùî äúðâî

1: procedure MST_PrimA(G(V,E), w, r) . G å íåîðèåíòèðàí ãðàô ñ òåãëà
2: for v ∈ V do . Íà÷àëíè ïðèñâîÿâàíèÿ
3: v.key ←∞
4: v.π ← NIL
5: v.marked← false . Âñè÷êè âúðõîâå ñà èçâúí äúðâîòî

6: r.key ← 0 . Çàïî÷âàìå äà ñòðîèì äúðâîòî îò âðúõ r
7: cnt← 0
8: while cnt < n do . cnt áðîè âúðõîâåòå â äúðâîòî
9: u← minv.key {v : v.marked = false} . u å íà íàé-ëåêîòî ðåáðî â ñðåçà

10: u.marked← true . Âêëþ÷âàìå u â äúðâîòî
11: for v ∈ {x|((u, x) ∈ E) ∧ (x.marked = false) ∧ (w(u, x) < x.key)} do
12: v.key ← w(u, v)
13: v.π ← u

Ñëîæíîñò: Î÷åâèäíî O(n2).



ÃËÀÂÀ 2. ÀËÃÎÐÈÒÌÈ ÂÚÐÕÓ ÃÐÀÔÈ 16

Êîãàòî ãðàôúò íå å ïëúòåí, ïî-åôåêòèâíî å äà ïðåäñòàâèì QA ÷ðåç ïðèîðèòåòíà îïàøêà (ïè-
ðàìèäà):

Àëãîðèòúì 2.4 Ïðèì-ßðíèê: íàìèðà ìèíèìàëíî ïîêðèâàùî äúðâî

1: procedure MST_PrimB(G(V,E), w, r) . G å íåîðèåíòèðàí ãðàô ñ òåãëà
2: for v ∈ V do . Íà÷àëíè ïðèñâîÿâàíèÿ
3: v.key ←∞
4: v.π ← NIL
5: r.key ← 0 . Çàïî÷âàìå äà ñòðîèì äúðâîòî îò âðúõ r
6: for v ∈ V do
7: Q.Insert(< v.key, v.π, v >)

8: while Q 6= ∅ do
9: u← Q.Extract_min

10: for v ∈ {x|((u, x) ∈ E) ∧ (x ∈ Q) ∧ (w(u, x) < x.key)} do
11: v.key ← w(u, v)
12: v.π ← u
13: Q.Move_up(< v.key, v.π >)

Ñëîæíîñò: Àêî ïîëçâàìå äâîè÷íà ïèðàìèäà ïðè ðåàëèçàöèÿòà íà Q, ðåä 7 ùå ñå èçïúëíè çà
O(n lg(n)), öèêúëúò çàïî÷âàù îò ðåä 8 ùå ñå èçïúëíè n ïúòè, ñëåäîâàòåëíî ðåä 9 ùå èìà ñóìàðíà
ñëîæíîñò O(n lg(n)), à ðåäîâåòå 11-13 ùå ñå èçïúëíÿò ïî âåäíúæ çà âñÿêî ðåáðî íà G. Åäíîêðàòíî
èçïúëíåíèå íà ðåä 13 ñòàâà çà âðåìå O(lg(n)), à âñè÷êè èçïúëíåíèÿ íà ðåä 13 ùå äàäàò ñëîæíîñò
O(m lg(n)), êîåòî äîìèíèðà öÿëàòà ñëîæíîñò è å ñúùîòî êàòî â îïèñíàòà ïî-ãîðå ðåàëèçàöèÿ íà
àëãîðèòúìà íà Êðóñêàë.

Àêî ïîëçâàìå ïèðàìèäà íà Ôèáîíà÷è, âñè÷êè èçïúëíåíèÿ íà ðåä 13 ùå äàäàò ñëîæíîñò Θ(m)
è òîãàâà îöåíêàòà çà ñëîæíîñòòà íà àëãîðèòúìà ñòàâà O(m + n lg(n)). Òàçè ñòðóêòóðà å ñëîæíà
è ìàé íå ñå èçïîëçâà íà ïðàêòèêà.
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2.3.3 Âòîðî íàé-ëåêî äúðâî

Èñêàìå âñè÷êè òåãëà äà ñà ðàçëè÷íè. Äîêàçâàìå ñëåäíàòà ïîðåäèöà òâúðäåíèÿ:

1) Íåêà T å ìèíèìàëíîòî ïîêðèâàùî äúðâî çà ãðàôà G. T å åäèíñòâåíî.

Äîêàçàòåëñòâî: Äîïóñêàìå ÷å íå å åäèíñòâåíî, íåêà T å ïîñòðîåíî îò àëãîðèòúì (ïðèìåðíî íà
Êðóñêàë), à T ′ å äðóãî ìèíèìàëíî è (u, v) ∈ T −T ′. Ðàçãëåæäàìå ðàçðåçà, ïðè êîéòî àëãîðèòúìà
äîáàâÿ ðåáðîòî (u, v). Â òîçè ðàçðåç âñè÷êè ðåáðà ñà ïî-òåæêè îò (u, v) è ùå ìîæåì â T ′+{(u,v)}
äà ìàõíåì ïî-òåæêî ðåáðî (ïðîöåäóðàòà îò òåîðåìà MST_cut) è äà ïîëó÷èì ïî-ëåêî äúðâî îò
T ′. Âòîðîòî äúðâî ìîæå äà íå å åäèíñòâåíî - ëåñíî ñå ïðàâè ïðèìåð.

2) ∃(u, v) ∈ T, ∃(x, y) /∈ T, T ′ = T − {(u, v)}+ {(x, y)} å âòîðî äúðâî.
Äîêàçàòåëñòâî: íåêà T ′ å âòîðî äúðâî è (u, v) ∈ T − T ′. Â T ′ + {(u, v)} èìà öèêúë è ðåáðî

(x, y) â òîçè öèêúë, òàêîâà ÷å (x, y) ∈ T ′ − T . w(x, y) > w(u, v), ùîòî T å ìèíèìàëíî. Íåêà
T ′′ = T ′−{(x, y)}+{(u, v)}. Î÷åâèäíî w(T ′′) < w(T ′), äåìåê T ′′ å ìèíèìàëíî. Àìà T å åäèíñòâåíî,
ñëåäîâàòåëíî T = T ′′ è ñå ðàçëè÷àâà îò T ′ ñàìî ñ åäíî ðåáðî.

3) Àëãîðèòúìà çà íàìèðàíå íà T ′ ñå îñíîâàâà íà ñâîéñòâîòî 2).

Ïúðâî ïîñòðîÿâàìå ìèíèìàëíîòî äúðâî T , ïîñëå çà âñÿêî ðåáðî (x, y) /∈ T òúðñèì íàé-òåæêîòî
ðåáðî â ìàðøðóòà, ñâúðçâàù x è y â T , äà ãî îçíà÷èì ñ e(x,y). Òúðñèì (x0, y0), çà êîåòî ñå äîñòèãà
min(x,y)[w(x, y)− w(e(x,y))]. Òúðñåíîòî âòîðî ìèíèìàëíî äúðâî å T

′ = T − {e(x0,y0)} + {(x0, y0)}.
Âñè÷êè ñìåòêè ìîæåì äà íàïðàâèì çà âðåìå O(n2).
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2.4 Îïòèìàëíè ïúòèùà â ãðàôè

2.4.1 Íàé-êúñ ïúò, àëãîðèòúì íà Äåéêñòðà

2.4.2 Àëãîðèòúì íà Ôëîéä-Óîðøåë

2.4.3 Íàé-íàäåæäíè è íàé-øèðîêè ïúòèùà

Íåêà òåãëîâàòà ôóíêöèÿ w : E → [0, 1] ïðåäñòàâÿ íàäåæäíîñòòà íà ðåáðàòà â ãðàôà, òîåñò
w(u,v) èíòåðïðåòèðàìå êàòî âåðîÿòíîñò çà óñïåøíî ïðåìèíàâàíå íà íåùî (ïúòíèê, ìðåæîâè ïàêåò
èëè äðóã áàãàæ) ïî ðåáðîòî (u, v) ∈ E.
Êîãàòî ðàçëåæäàìå ïúò P = (v1, v2, . . . , vk), âåðîÿòíîñòòà çà óñïåøíî ïðåìèíàâàíå ïî íåãî wP

ùå áúäå ïðîèçâåäåíèå íà íàäåæíîñòèòå íà ðåáðàòà ìó wP =
∏k−1
i=1 (w(vi,vi+1)).

Ôóíêöèÿòà ln(x) å ìîíîòîííî ðàñòÿùà è îòðèöàòåëíà çà x ∈ [0, 1), ñëåäîâàòåëíî wP ùå äîñòèãà
ìàêñèìóì êîãàòî − ln(wP ) äîñòèãà ìèíèìóì.

− ln(wP ) = − ln(
k−1∏
i=1

(w(vi,vi+1))) =
k−1∑
i=1

− ln(w(vi,vi+1))

Ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ñâåæäà çàäà÷àòà çà íàìèðàíå íà íàé-íàäåæäåí ïúò äî çàäà÷à çà íàìè-
ðàíå íà íàé-êðàòúê ïúò â ñúùèÿ ãðàô, êàòî åäèíñòâåíî çàìåíÿìå òåãëîâàòà ôóíêöèÿ w(u,v) ñ
− ln(w(u,v)) çà âñÿêî ðåáðî íà èçõîäíèÿ ãðàô.

Íåêà ñåãà òåãëîâàòà ôóíêöèÿ w : E → R+ ïðåäñòàâÿ øèðèíà íà ðåáðàòà â ãðàôà (ïðîïóñêíà
ñïîñîáíîñò íà ìðåæîâà âðúçêà, øèðèíà íà ïúòíà ìàãèñòðàëà, êàíàë è ïð.).

Çà ïúò P = (v1, v2, . . . , vk) îïðåäåëÿìå øèðèíàòà ìó wP = mink−1
i=1 (w(vi,vi+1)) êàòî íàé-òÿñíîòî

ðåáðî îò ïúòÿ.

Çàäà÷àòà çà íàìèðàíå íà íàé-øèðîê ïúò (ïúòèùà) ñå ñâåæäà äî çàäà÷àòà çà íàìèðàíå íà íàé-
êðàòúê ïúò (ïúòèùà) ñ ìàëêà ìîäèôèêàöèÿ íà ñúîòâåòíèÿ àëãîðèòúì.

Îêàçâà ñå, ÷å êîãàòî ãðàôúò G(V,E) å íåîðèåíòèðàí, íàìèðàíåòî íà íàé-øèðîê ïúò â íåãî å
ïî-ëåñíà çàäà÷à îò íàìèðàíåòî íà íàé-êðàòúê ïúò:

Ëåìà çà øèðîêèÿ ïúò 2.1. Àêî â íåîðèåíòèðàí òåãëîâè ãðàô G(V,E) ïîñòðîèì ìàêñèìàë-

íîòî ïîêðèâàùî äúðâî T , âñè÷êè ïúòèùà â íåãî ñà íàé-øèðîêè.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà P å íàé-øèðîê ïúò îò s äî t.

Íåêà (u, v) å íàé-ëåêîòî ðåáðî â íåãî, êîåòî íå å îò T . Íåêà C å öèêúëúò, êîéòî ñå ïîëó÷àâà,
àêî äîáàâèì (u, v) êúì Ò. Ïîíåæå (u, v) íå å îò T , òî å íàé-ëåêîòî ðåáðî â C.

Îáðàçóâàìå ñåãà ãðàô÷åòî P ∪ C \ {(u, v)} (â íåãî ìîæå äà èìà ïðåïëèòàíèÿ). Òîâà ãðàô÷å å
ñâúðçàíî è â íåãî èìà íàé-êðàòúê ïúò P1 îò s äî t. P1 å ïîíå òîëêîâà øèðîê, êîëêîòî å øèðîê P
è îñâåí òîâà ñìå íàìàëèëè ñ åäíî ðåáðàòà â íåãî, êîèòî íå ñà îò ìàêñèìàëíîòî äúðâî T . Òîâà å
èíäóêòèâíàòà ñòúïêà, êîÿòî ïîâòàðÿìå äîêàòî íàìàëèì äî 0 ðåáðàòà èçâúí T . Ùå ïîëó÷èì ïúò
Pk, êîéòî ñâúðçâà s è t è ñúäúðæà ðåáðà ñàìî îò T .
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Îò ëåìà 2.1 ñëåäâà, ÷å ìîæåì äà íàìåðèì áúðçî íàé-øèðîêèòå ïúòèùà â ãðàôà. Ïîñòðîÿâàìå
ìàêñèìàëíî ïîêðèâàùî äúðâî T çà âðåìå O(n2) ñ àëãîðèòúì íà Ïðèì çà ïëúòíè ãðàôè 2.3 (ñ
ìîäèôèêàöèÿ çà òúðñåíå íà ìàêñèìàëíî äúðâî).

Íåêà T å ïðåäñòàâåíî ñúñ ñïèñúöè íà ñúñåäñòâà. Çà âñåêè ôèêñèðàí âðúõ v ìîæåì äà ïóñíåì
íÿêàêúâ àëãîðèòúì çà ñèñòåìàòè÷íî áúðçî îáõîæäàíå íà T (ïðèìåðíî BFS), òàêà ùå íàìåðèì
âñè÷êè ïúòèùà îò v äî îñòàíàëèòå âúðõîâå â äúðâîòî. Òå ñà åäèíñòâåíè â äúðâîòî T è ñà íàé-
øèðîêè â G.

Ìîæåì äà ïóñíåì ìîäèôèêàöèÿ íà BFS, äà ÿ íàðå÷åì BFS_w, êîÿòî äà èç÷èñëÿâà øèðèíèòå
íà íàìåðåíèòå ïúòèùà. Ïîíåæå â äúðâîòî èìà n− 1 ðåáðà, çà âñåêè âðúõ ùå íàìåðèì øèðèíèòå
íà âñè÷êè ïúòèùà êúì îñòàíàëèòå âúðõîâå çà âðåìå O(n). Àêî íàïðàâèì òîâà çà âñè÷êè âúðõîâå,
ùå èç÷èñëèì øèðèíèòå íà ïúòèùàòà ìåæäó âñè÷êè äâîéêè âúðõîâå çà âðåìå O(n2).

Àëãîðèòúì 2.5 Íàìèðà øèðèíèòå íà âñè÷êè íàé-øèðîêè ïúòèùà

1: procedure WidestPaths(G(V,E), w) . G å íåîðèåíòèðàí ãðàô ñ òåãëà-øèðèíè
2: T ←MaxSpaningTree(G(V,E), w) . T - ìàêñèìàëíî ïîêðèâàùî äúðâî çà G
3: for v ∈ V do . Çà âñåêè âðúõ v íàìèðàìå øèðèíèòå íà âñè÷êè
4: BFS_w(T, v) . ïúòèùà îò v äî îñòàíàëèòå âúðõîâå íà T

Àëãîðèòúìúò 2.5 ìîæå äà çàïèøå íàìåðåíèòå øèðèíè â ìàòðèöà êîãàòî èçïúëíÿâà ðåä 4. Òàçè
ìàòðèöà å ïîäîáíà íà ãåíåðèðàíàòà îò àëãîðèòúìà íà Ôëîéä-Óîðøåë, íî ñå èç÷èñëÿâà ïî-áúðçî.

Èçâåæäàíåòî íà ñàìèòå ïúòèùà îáà÷å íå ìîæå äà ñòàíå òîëêîâà áúðçî, çàùîòî îòäåëíèÿò ïúò â
íàé-ëîøèÿò ñëó÷àé ùå èìà äúëæèíà Θ(n), òàêà ñóìàðíàòà äúëæèíà íà âñè÷êè èçâåäåíè ïúòèùà
ùå áúäå Θ(n3).

Êîãàòî òúðñèì íàé-øèðîê ïúò ìåæäó äâà êîíêðåòíè âúðõà s è t ìîæåì äà ãî íàïðàâèì ïî-áúðçî
îò èçâåñòíèòå àëãîðèòìè çà íàìèðàíå íà íàé-êúñ ïúò. Èìà àëãîðèòúì ñúñ ñëîæíîñò O(m),m =
|E|, íî ïîðàäè ñðàâíèòåëíàòà ìó ñëîæíîñò íÿìà äà ãî èçëàãàì òóê, åòî ëèíê êúì íåãî:

Volker Kaibel, Matthias A. F. Peinhardt: On the Bottleneck Shortest Path Problem

http://www.zib.de/Publications/Reports/ZR-06-22.pdf
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2.5 Ïîòîöè â ãðàôè

7. Ïîòîöè â ãðàôè. Ìåòîä íà Ford-Fulkerson. Ãðàô ïîðîäåí îò ïîòîê � îñòàòú÷-
íè êàïàöèòåòè. Óâåëè÷àâàùè ïúòèùà (augmenting paths). Ñðåçîâå (cuts) â ãðàôè ñ
ïîòîöè. Àíàëèç íà àëãîðèòúìà íà Ford-Fulkerson. Àëãîðèòúì íà Edmonds-Karp.

Íåêà G(V,E) å îðèåíòèðàí ãðàô, à cap : E → R+ å òåãëîâà ôóíêöèÿ, çàäàâàùà ìàêñèìàëíà
ïðîïóñêâàòåëíà ñïîñîáíîñò (êàïàöèòåò) çà âñÿêî ðåáðî.

Íåêà s è t ñà äâà ñïåöèàëíè âúðõà - èçòî÷íèê (èçâîð) è öåë (ñèôîí).

Ïîòîê â G(V,E) ùå íàðè÷àìå âñÿêà ôóíêöèÿ f : E → R+, çà êîÿòî:
1) u /∈ {s, t} →

∑
u f(u, v) =

∑
u f(v, u) (çàïàçâàíå íà ïîòîêà - çàêîí íà Êèðõîâ çà òîê â ìðåæà)

2) f(u, v) ≤ cap(u, v) (îãðàíè÷åíèå íà êàïàöèòåòà)

Çàäà÷à çà ìàêñèìàëíèÿ ïîòîê: ïðè ãîðíèòå îïðåäåëåíèÿ òúðñèì ïîòîê êîéòî ìàêñèìèçèðà
âëèçàùèÿò â t ïîòîê Q = maxf (

∑
u f(u, t))

Íåêà f å ïîòîê â G(V,E). Äåôèíèðàìå îñòàòú÷åí ãðàô Gf (V,Ef ), capf : Ef → R+ òàêà:
1) Àêî f(u, v) < cap(u, v) äîáàâÿìå â Ef ðåáðî (u, v), capf (u, v) = cap(u, v)− f(u, v)
2) Àêî f(u, v) > 0 äîáàâÿìå â Ef ðåáðî (v, u), capf (v, u) = f(u, v)

s − t ðàçðåç (cut) ùå íàðè÷àìå ðàçáèâàíå (S, T ) íà âúðõîâåòå íà ãðàôà G, çà êîåòî s ∈ S, t ∈
T, S ∪ T = V, S ∩ T = ∅.
Äåôèíèðàìå îáåì íà ïîòîêà f(S, T ) è êàïàöèòåò íà ðàçðåçà cap(S, T ) òàêà:

f(S, T ) =
∑
u∈S

∑
v∈T

f(u, v)−
∑
u∈S

∑
v∈T

f(v, u)

cap(S, T ) =
∑
u∈S

∑
v∈T

cap(u, v)

Ëåìà 1: Îáåìúò íà ïîòîêà f(S, T ) íå çàâèñè îò S è T è íå íàäìèíàâà cap(S, T ).

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà ïðåõâúðëèì âðúõ u, ðàçëè÷åí îò s, t ìåæäó S è T (ùå ïîëó÷èì íîâ ðàçðåç
(S′, T ′)). Îò íóëåâèÿò áàëàíñ íà ïîòîêà ïðåç u ñëåä ìàëêî ñìÿòàíå ùå ñå ïîëó÷è åäíàêâîñò íà
ïîòîöèòå çà äâàòà ðàçðåçà: f(S, T ) = f(S′, T ′). Îñâåí òîâà:

f(S, T ) =
∑
u∈S

∑
v∈T

f(u, v)−
∑
u∈S

∑
v∈T

f(v, u)

≤
∑
u∈S

∑
v∈T

f(u, v) ≤
∑
u∈S

∑
v∈T

cap(u, v) = cap(S, T )

Ìåòîä íà Ôîðä-Ôàëêåðñîí:
1) Ñúäàâàìå íóëåâ íà÷àëåí ïîòîê f .
2) Äîêàòî â ãðàôà Gf (V,Ef ) èìà ïúò îò s êúì t, óâåëè÷àâàìå ïîòîêà ñ êàïàöèòåòà íà ïúòÿ.
3) Âðúùàìå f , òîé å ìàêñèìàëíèÿò ïîòîê â ãðàôà.

Òåîðåìà (ìèíèìàëíèÿò ðàçðåç ñúâïàäà ñ ìàêñèìàëíèÿò ïîòîê): Ïðè èçïúëíåíè óñëîâèÿ íà
çàäà÷àòà çà ìàêñèìàëíèÿò ïîòîê ñëåäíèòå 3 òâúðäåíèÿ ñà åêâèâàëåíòíè:
1) f å ìàêñèìàëåí ïîòîê â ãðàôà G.
2) Â Gf (V,Ef ) íÿìà ïúò îò s êúì t.
3) Ñúùåñòâóâà ðàçðåç (S, T ) è ïîòîê f , çà êîèòî cap(S, T ) = f(S, T ). ((S, T ) å ìèíèìàëåí ðàçðåç,
à f å ìàêñèìàëåí ïîòîê)

Äîêàçàòåëñòâî:

(1)⇒ (2) å î÷åâèäíî.

(2) ⇒ (3) Íåêà S ñúäúðæà âñè÷êè âúðõîâå, äîñòèæèìè îò s â Gf (V,Ef ). Íÿìà îáðàòíè ðåáðà,
à âñè÷êè ïðàâè ñà íàñèòåíè, ò.å. ùå èìà ðàâåíñòâî íà ïîòîêà è ðàçðåçà (âòîðàòà ñìåòêà îò Ëåìà
1).
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(3)⇒ (1) Ïîòîêúò å ïî-ìàëúê èëè ðàâåí îò êàïàöèòåòà íà âñåêè ðàçðåç (Ëåìà 1). Îò ðàâåíñòâîòî
ñëåäâà, ÷å ñà îïòèìàëíè è äâåòå íåùà åäíîâðåìåííî.

Àíàëèç íà ìåòîäà:

Ïðè ïðîèçâîëåí èçáîð íà ïúò â ñòúïêà 2), ïîòîêúò ùå ñå óâåëè÷àâà ñ ïîíå 1, ò.å. ñêîðîñòòà ùå
çàâèñè îò ãîëåìèíàòà íà ïîòîêà F = |f | (ïðåäïîëàãàìå ÷å ñà öåëè êàïàöèòåòèòå). Ëîø ïðèìåð -
ðîìáîèäåí ãðàô.

Èçáîð íà íaé-øèðîê ïúò (Edmonds-Karp #1). Â òîçè ñëó÷àé èìà ïúò ñ øèðèíà ïîíå F/m
(àêî ìàõíåì âñè÷êè ïî-òåñíè ðåáðà è ïîëó÷èì íåñâúðçàí ãðàô, ùå ïîëó÷èì ðàçðåç ñ êàïàöèòåò
cap(S, T ) < F ). Ñëåäâà, ÷å íà âñÿêà ñòúïêà íàìàëÿìå îñòàâàùèÿò ïîòîê ïîíå ñ êîåôèöåíò (1 −
1/m), êîåòî ñëåä ìàëêî ñìåòêè äàâà îöåíêà O(m2 lg n lgF ).

Èçáîð íà íaé-êúñ ïúò (Edmonds-Karp #2). Â òîçè ñëó÷àé àëãîðèòúìúò ïðàâè íàé-ìíîãî mn
èçïúëíåíèÿ íà ñòúïêà 2) èëè ñëîæíîñòòà ìó å O(m2n)

Äîêàçàòåëñòâî: Ðàçãëåæäàìå ñëîåñòàòà ìðåæà, ïîëó÷åíà îò àëãîðèòúìà BFS ïðè òúðñåíå íà
ïúò îò s êúì t. Âñÿêà èòåðàöèÿ íà Ôîðä-Ôàëêåðñîí ùå èçòðèâà ïîíå åäíî ðåáðî è åâåíòóàëíî ùå
äîáàâÿ ðåáðà íàçàä â Gf . Èòåðàöèèòå ùå ñå èçïúëíÿâàò, äîêàòî ñå èç÷åðïè ïîòîêà â ñëîåñòàòà
ìðåæà, ò.å. íàé-ìíîãî m ïúòè. Ïîñëå ùå ñå ïðåìèíå êúì ïî-äúëáîêà ñëîåñòà ìðåæà. Âúçìîæíèòå
ìðåæè ñà íàé-ìíîãî n, ñëåäîâàòåëíî ìàêñèìàëíèÿò áðîé èòåðàöèè å mn, âñÿêà èòåðàöèÿ íàìèðà
ïúò çà íàé-ìíîãî m ñòúïêè, îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå îöåíêàòà çà ñëîæíîñò.
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8. Ñëîåñòè ìðåæè. Àëãîðèòúì MPM (Malhotra, Pramodh-Kumar and Maheshwari). Ïðèëî-
æåíèÿ íà ïîòîöèòå â ãðàôè.

Âñè÷êè íåùà ïî-äîëó ïîëâàò äåôèíèöèèòå è ñâîéñòâàòà îò ïðåäíèÿ âúïðîñ.

Ñëîåñòà ìðåæà: Íåêà å äàäåí ãðàô G(V,E) è ïîòîê f ìåæäó ñïåöèàëíèòå âúðõîâå s è t. Íåêà ñìå
ïîñòðîèëè ãðàôúò îò îñòàòú÷íè êàïàöèòåòèGf (V,Ef ). Ñòðîèì ìíîæåñòâî îò íèâà {U0, U1, . . . , Uq}
òàêà:
1) U0 = {s}
2) Ui+1 = {v ∈ V | ∃(u, v) ∈ Ef , (u ∈ Ui) ∧ (v /∈ Uj , j ≤ i)}
3) Uq = {t}
Ìîæåì äà ïîñòðîèì ìíîæåñòâàòà U ′i ñ àëãîðèòúìà BFS, âñÿêî îò òÿõ âêëþ÷âà òî÷íî òåçè

âúðõîâå, êîèòî ñà íà ðàçñòîÿíèå i îò èçòî÷íèêà s, àêî ðàçãëåæäàìå ðåáðàòà â Gf êàòî ïðåõîäè
ñ åäèíè÷íè òåãëà. Îò U ′i ïîëó÷àâàìå Ui êàòî ïðåìàõíåì âúðõîâå, îò êîèòî íÿìà ïúòèùà êúì t.
Òîâà ìîæå äà ñå íàïðàâè êàòî ïóñíåì BFS íàîáðàòíî äà òúðñè ïúòèùà îò t êúì s. Ïîñëå êúì
ïîëó÷åíèòå âúðõîâå äîáàâÿìå âñè÷êè ðåáðà îò Ui êúì Ui+1.

Ñëîåñòà ìðåæà ùå íàðè÷àìå ãðàôúò Gl(Vl, El), êúäåòî Vl =
⋃
i Ui, El = {(u, v)| u ∈ Ui, v ∈

Ui+1}.
Ñâîéñòâà íà ñëîåñòàòà ìðåæà:

1) Íàé-êðàòêèÿò ïúò îò s äî t å ñ äúëæèíà q ðåáðà.
2) Âñè÷êè íàé-êðàòêè ïúòèùà â Gf ìèíàâàò ñàìî ïî ðåáðà îò Gl.
3) Â Gf íÿìà ðåáðà îò Ui äî Ui+k çà k > 1.

Áëîêèðàù ïîòîê çà ñëîåñòàòà ìðåæà ùå íàðè÷àìå ïîòîê, êîéòî ìèíàâà ñàìî ïî ðåáðàòà é è ÿ
íàñèùà, ò.å. ñëåä ïðåìàõâàíåòî íà ðåáðàòà íàñèòåíè îò ïîòîêà, Gl(Vl, El) ñå ðàçêúñâà.

Ïðè ñòðîåæà íà òàêúâ ïîòîê ùå ñå ïðåìàõâàò íÿêîè ðåáðà íàïðåä â ñëîåñòàòà ìðåæà è ùå
ñå äîáàâÿò (èëè óâåëè÷àâàò êàïàöèòåòèòå) íà ðåáðà íàçàä (ñïðÿìî BFS) â Gf . Êîãàòî ñëîåñòàòà
ìðåæà ñå íàñèòè, âñè÷êè ïúòèùà â îñòàòú÷íèÿò ãðàô ùå ñà ñ äúëæèíà ïîíå q+1. Òîâà ãàðàíòèðà,
÷å íàé-ìíîãî n ïúòè ùå öèêëèì, àêî òúðñèì ïîòîê òàêà:

Àëãîðèòúì MPM
1) Ñúäàâàìå íóëåâ íà÷àëåí ïîòîê f .
2) Ñòðîèì ñëîåñòà ìðåæà Gl ñïðÿìî Gf .
3) Èçïîëçâàìå àëãîðèòúì MPM2, çà äà íàìåðèì áëîêèðàù ïîòîê f ′ çà Gl, óâåëè÷àâìå f ñ f ′ è
îòèâàìå íà 2), äîêàòî â Gf èìà ïúò îò s äî t.

Îñòàâà äà íàïðàâèì áúðç àëãîðèòúì çà íàìèðàíå íà áëîêèðàù ïîòîê â Gl.

Îïðåäåëÿìå êàïàöèòåò íà âðúõ v ∈ Vl â Gl òàêà:
capl(v) = min(

∑
u∈Vl capf (u, v),

∑
u∈Vl capf (v, u))

Çà s è t ùå ðàçãëåæäàìå ñàìî èçõîäÿùèòå/âõîäÿùèòå ðåáðà ïðè äåôèíèðàíåòî íà capl(v). Êà-
ïàöèòåòúò íà âðúõ capl(v) èçðàçÿâà ìàêñèìàëíîòî êîëè÷åñòâî ïîòîê, êîåòî ìîæåì äà ïðåêàðàìå
ïðåç âúðõà, áåç äà ñå èíòåðåñóâàìå îò îñòàíàëèòå âúðõîâå.

Àëãîðèòúì MPM2 Òúðñèì áëîêèðàù ïîòîê â Gl òàêà:
1) Ïðåìàõâàìå îò Gl âñè÷êè âúðõîâå v è ñâúðçàíèòå ñ òÿõ ðåáðà àêî capl(v) = 0.
2) Èçáèðàìe âðúõ v0, çà êîéòî capl(v0) = f0 å ìèíèìàëíî.
3) Ïðåêàðâàìå ïîòîê f0 îò v0 íàãîðå ïî ñëîåâåòå äî t, êàòî íàñèùàìå ïëúòíî ðåáðàòà.
4) Ïðåêàðâàìå ïîòîê f0 îò v0 íàäîëó ïî ñëîåâåòå äî s, êàòî íàñèùàìå ïëúòíî ðåáðàòà.
5) Àêî ñëåä ìîäèôèêàöèÿ íà ïîòîêà â Gl âñå îùå èìà ïúò îò s äî t, îòèâàìå íà 1).

Êîðåêòíîñò è îöåíêà íà ñëîæíîñòòà íà MPM2

Òúé êàòî íà ñòúïêà 2) èçáèðàìå âðúõ ñ íàé-ìàëêà ïðîïóñêíà ñïîñîáíîñò, íà ñòúïêè 3) è 4) ùå
ìîæåì äà óäîâëåòâîðèì òàçè ïðîïóñêíà ñïîñîáíîñò è äà óâåëè÷èì òåêóùèÿ ïîòîê, êàòî ãàðàíòè-
ðàíî èçáðàíèÿò âðúõ ùå áúäå ïðåìàõíàò îò ãðàôà ïðè ñëåäâàùîòî äîñòèãàíå íà ñòúïêà 1). Òàêà
MPM2 ùå èçïúëíè îñíîâíèÿò ñè öèêúë íàé-ìíîãî n ïúòè.
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Â ïðîöåñà íà íàñèùàíå ðàãëåæäàìå äâà âàðèàíòà - ïúëíî è ÷àñòè÷íî íàñèùàíå íà ðåáðî. Ïðè
ïúëíîòî íàñèùàíå ðåáðîòî åäíîêðàòíî ñå îáðàáîòâà, ò.å. íàé-ìíîãî m òàêèâà îáðàáîòêè ùå ñå
èçâúðøàò çà öÿëàòà ðàáîòà íà MPM2.

Ïðè ÷àñòè÷íîòî íàñèùàíå ïúê çà âñåêè âðúõ íàé-ìíîãî åäíî ÷àñòè÷íî ðåáðî ùå èìà ïðè îá-
ðàáîòêà â ñòúïêè 3) è 4), ïðè åäíî ìèíàâàíå íà îñíîâíèÿ öèêúë òîâà äàâà n îáðàáîòêè èëè
çà öÿëàòà ðàáîòà íà MPM2 - n2 îáðàáîòêè, à ñóìàðíî äâàòà òèïà ðåáðà ùå äîáàâÿò ñëîæíîñò
O(m+ n2) = O(n2).

Êàïàöèòåòèòå capl(v) ìîãàò äà ñå ñìåòíàò â íà÷àëîòî è ïîñëå ñàìî äà ñå ìîäèôèöèðàò çà âðåìå,
ïðîïîðöèîíàëíî íà âðåìåòî çà îáðàáîòêà íà ðåáðàòà.

Òàêà ñëîæíîñòòà íà MPM2 å Î(n2), à ñëîæíîñòòà íà MPM å Î(n3), òúé êàòî íàé-áàâíèÿò ìó
êîìïîíåíò å èçâèêâàíåòî íà MPM2, à áðîÿò èçâèêâàíèÿ íå ïðåâèøàâà n.

Ñïåöèàëíè ñëó÷àè:

Êîãàòî âñè÷êè ðåáðà èìàò êàïàöèòåò 1, ñëîæíîñòòà íà MPM å O(n
2
3m) çàùîòî:

1) MPM2 ïðàâè ñàìî ïúëíî íàñèùàíå íà ðåáðà, ò.å. íåãîâàòà ñëîæíîñò å O(m).

2) Áðîÿò öèêëè âMPM å O(n
2
3 ) (òúíêà ñìåòêà, ñëåäâà îò íåðàâåíñòâî ñâúðçâàùî äúëáî÷èíàòà

íà ñëîåñòàòà ìðåæà q è ìàêñèìàëåí ïîòîê â íåÿ fq, q ≤ 2n/
√
|fq|)

Ïðîñòà ìðåæà íàðè÷àìå ìðåæà ñ êàïàöèòåòè íà ðåáðàòà 1 è ìàêñèìàëåí ïîòîê 1 ïðåç âñåêè
âðúõ, ðàçëè÷åí îò s, t.

Â ïðîñòà ìðåæà ñëîæíîñòòà íà MPM å O(n
1
2m) Êàêòî è â ïðåäíèÿ ñëó÷àé, MPM2 èìà ñëîæ-

íîñò å O(m).

Òúé êàòî ïîòîêúò fq ïðåç âñåêè ñëîé Ui å îãðàíè÷åí îò áðîÿ íà âúðõîâåòå â ñëîÿ |Ui|, èìàìå

n ≥
q∑
i=1

|Ui| ≥
q∑
i=1

|fq| = q|fq|

èëè q ≤ n/|fq|.
Àêî |fq| ≤

√
n, áðîÿò îñòàâàùè öèêëè âMPM å íàé-ìíîãî

√
n (íà âñåêè öèêúë ïîíå ñ 1 íàðàñòâà

ïîòîêà).

Íåêà â íà÷àëîòî ñìå íàïðàâèëè
√
n öèêúëà â MPM . Òúé êàòî íà âñåêè öèêúë ïîëó÷àâàìå

ñëîåñòà ìðåæà ñ ïî-ãîëÿìà äúëáî÷èíà, ñëåä òåçè ïúðâè
√
n öèêúëà èìàìå q ≥

√
n èëè |fq| ≤

n/q ≤ n/
√
n =
√
n. Òîçè ìàëúê ïîòîê ùå áúäå íàñèòåí ñ íàé-ìíîãî

√
n îñòàâàùè öèêúëà âMPM .

Òàêà îáùèÿò áðîé öèêëè ñòàâà ïî-ìàëúê îò 2
√
n, îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå ñëîæíîñòòà O(n

1
2m).
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2.6 Ñú÷åòàíèÿ è ðåáðîâè ïîêðèòèÿ

9. Ñú÷åòàíèÿ è ðåáðîâè ïîêðèòèÿ â ãðàôè. Óâåëè÷àâàùè ïúòèùà, ñú÷åòàíèÿ â äâó-
äåëåí è ïðîèçâîëåí ãðàô (àëãîðèòúì íà Edmonds). Ñâåæäàíå íà ðåáðîâî ïîêðèòèå
êúì ñú÷åòàíèå.

Íåêà G(V,E) å íåîðèåíòèðàí ãðàô. M å ñú÷åòàíèå, êîãàòî M ⊆ E, ((u, v1) ∈ M) ∧ (u, v2) ∈
M)→ v1 = v2 (âñåêè âðúõ å ïîêðèò îò íàé-ìíîãî åäíî ðåáðî íà M)

M å ñúâúðøåíî, êîãàòî |M | = b|V/2|c
Óâåëè÷âàù ïúò íàðè÷àìå ïúò p = [u1, u2, . . . , u2k], çà êîéòî ïúðâèÿò è ïîñëåäíèÿò âðúõ ñà

ñâîáîäíè ñïðÿìî ñú÷åòàíèåòî M (íå ñà ïîêðèòè) è (u2i, u2i+1) ∈M, 0 < i < k.

Ëåìà 1 Àêî P å ìíîæåñòâîòî íà ðåáðàòà â óâåëè÷àâàù ïúò p = [u1, u2, . . . , u2k] çà ñú÷åòàíèåòî
M . Òîãàâà M ′ = M ⊕ P å ñú÷åòàíèå ñ ìîùíîñò |M |+ 1.

Òåîðåìà 1 Ñú÷åòàíèåòî M å ìàêñèìàëíî çà ãðàôà G ⇐⇒ â G íå ñúùåñòâóâà óâåëè÷àâàù
ïúò çà M .

Åâðèñòèêè çà íà÷àëíî ñú÷åòàíèå



Ãëàâà 3

Äðóãè áúðçè àëãîðèìè

3.1 Òúðñåíå â òåêñò

10. Òúðñåíå â òåêñò (string matching). Íàèâåí àëãîðèòúì è àëãîðèòúì íà Rabin-
Karp. Òúðñåíå â òåêñò ÷ðåç êðàåí àâòîìàò. Àëãîðèòúì íà Knuth-Morris-Pratt.

Îáîçíà÷åíèÿ è äåôèíèöèè:

Ùå òúðñèì ñðåùàíå íà îáðàçåö P [1..m] â òåêñò T [1..n], m < n. È äâàòà ìàñèâà ñå ñúñòîÿò îò
ñèìâîëè â àçáóêà Σ, |Σ| = d. Íåêà Pk = P [1..k]. x A y îçíà÷àâà ÷å íèçúò x å ñóôèêñ íà y. x @ y
îçíà÷àâà ÷å íèçúò x å ïðåôèêñ íà y.

Àëãîðèòìè:

Íàèâåí Ñëîæíîñò O(m(n−m+ 1))

Ðàáèí-Êàðï (1987)

Íåêà q å ïðîñòî ÷èñëî, òàêîâà, ÷å dq äà å ïî-ìàëêî îò ðàçìåðà íà äóìàòà.

Íåêà HRK(S[1..m]) = (S[1]dm−1 + S[2]dm−2 + · · · + S[m]) mod q å õåø ôóíêöèÿ âúðõó íèç S ñ
äúëæèíà m. Äà îçíà÷èì ti = HRK(T [i+ 1..i+m]), p = HRK(P [1..m]), h = dm−1

Ìîæåì áúðçî äà èç÷èñëÿâàìå ti, êîãàòî ïúëçèì ïî òåêñòà:

ti+1 = (d(ti − T [i+ 1]h) + T [i+m+ 1]) mod q

ti 6= p→ T [i+ 1..i+m] 6= P [1..m], êîåòî äàâà îñíîâàíèå çà àëãîðèòúìà:
1) Èç÷èñëÿâàìå h, p, t0, i = 0.
2) Àêî ti = p, ñðàâíÿâàìå T [i+ 1..i+m] è P [1..m]
3) Àêî i < n−m, ïðåñìÿòàìå ti+1 ÷ðåç ti, óâåëè÷àâàìå i è îòèâàìå íà 2)

Ñëîæíîñòòà å íàé-ëîøà - O(m(n − m + 1)), êîãàòî òåêñòúò è îáðàçåöúò ñúäúðæàò åäíàêâà
ïîâòàðÿùà ñå áóêâà.

Â ñðåäíèÿò ñëó÷àé òÿ å Î(n+mν+cn/q), êúäåòî ν å áðîÿò ñðåùàíèÿ íà îáðàçåöà â ïðåòúðñâàíèÿ
òåêñò, n/q å ñðåäíèÿò áðîé ñúâïàäåíèÿ íà õåø-ñòîéíîñòèòå â ò. 2), à c å ñðåäíîòî âðåìå çà êîåòî
ñå óñòàíîâÿâà, ÷å âúïðåêè ñúâïàäåíèåòî íà õåø-ñòîéíîñòèòå, íÿìà ñðåùàíå íà îáðàçåöà.

Â òåêñò ñ ìàëêî ñðåùàíèÿ ν ñðåäíàòà ñëîæíîñò ùå áúäå O(n+m).

Êðàåí àâòîìàò

Äà ñè íàïðàâèì ÊÄÀ AP =< Q,Σ, q0, δ, F > ñm+1 ñúñòîÿíèÿ q0, q1, . . . , qm, êîèòî èìàò ñëåäíèÿ
ñìèñúë:

∆(x) = qi ⇐⇒ i = max{k|Pk A x} èëè i å íàé-äúëãîòî íà÷àëî íà P , êîåòî å ñóôèêñ íà x, ïðè
ðàáîòà íà àâòîìàòà âúðõó ñòðèíãà x.

Î÷åâèäíî, àêî èìàìå òàêàâà êîíñòðóêöèÿ è ïóñíåì àâòîìàòà äà ðàáîòè âúðõó òåêñòà T , âñÿêî
äîñòèãàíå äî ñúñòîÿíèå qm å åêâèâàëåíòíî íà îòêðèòî ñðåùàíå íà îáðàçåöà. Ïîñëåäíîòî íè äàâà

25
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F = {qm}
Îïðåäåëÿìå δ(qi, a) = ql, êúäåòî l = max{k|Pk A Pia}.
Íåïîñðåäñòâåíî îò äåôèíèöèÿòà ñëåäâà δ(qi, a) = ql → l ≤ i+ 1.

Òåîðåìà 1 Íåêà ∆ å ðàçøèðåíàòà ôóíêöèÿ íà ïðåõîäèòå íà AP .
Òîãàâà: ∆(x) = qi ⇐⇒ i = max{k|Pk A x}
Äîêàçàòåëñòâî: Ïðîâåæäàìå èíäóêöèÿ ïî äúëæèíàòà íà x è âíèìàòåëíî ðàçãëåæäàìå ñëó÷àè.

Àëãîðèòúì FAM(T [1..n], AP ,m) (Finite Automation Matcher)
1) q ← 0
2) for i← 1 to n
3) q ← δ(q, T [i])
4) if q = m
5) Print 'Pattern found at position:' i−m

Êíóò-Ìîðèñ-Ïðàò KMP

Ìíîãî ïîëåçíà å ñëåäíàòà ïðåôèêñíà ôóíêöèÿ çà P (åäíîìåðåí ìàñèâ):

π[q] = max{k|(k < q) ∧ (Pk A Pq)}

Àëãîðèòúì KMP (T [1..n], P [1..m])
1) π[1..m]← EvalPrefixFun(P )
2) q ← 0
3) for i← 1 to n
4) while (q > 0) ∧ (P [q + 1] 6= T [i])
5) q ← π[q]
6) if P [q + 1] = T [i]
7) q ← q + 1
8) if q = m
9) Print 'Pattern found at position:' i−m
A) q ← π[q]

Èç÷èñëÿâàíåòî íà ïðåôèêñíàòà ôóíêöèÿ π å ïîäîáíî íà àëãîðèòúìà KMP , ñ òàçè ðàçëèêà, ÷å
îáðàçåöúò P ñå ñðàâíÿâà ñúñ ñåáå ñè, êàòî ñå ïî÷âà îò âòîðà ïîçèöèÿ:

Àëãîðèòúì EvalPrefixFun(P [1..m])
1) π[1]← 0
2) q ← 0
3) for i← 2 to m
4) while (q > 0) ∧ (P [q + 1] 6= P [i])
5) q ← π[q]
6) if P [q + 1] = P [i]
7) q ← q + 1
8) π[i]← q

Ñëîæíîñò íà KMP :

Îñâåí ðåä 5), äðóãèòå ðåäîâå â öèêúëà 3-A ñå èçïúëíÿâàò çà âðåìå Θ(n). Íåêà t5 å áðîÿò íà
èçïúëíåíèÿòà íà ðåä 5) ïî âðåìå íà ðàáîòàòà íà àëãîðèòúìà.

Äîêàçâàìå ïî èíäóêöèÿ íåðàâåíñòâîòî t5 ≤ i − q. Â íà÷àëîòî t5 = 0, i − q = 1. Òúé êàòî
q < π(q), ïðè âñÿêî èçïúëíåíèå íà ðåä 5) t5 ùå íàðàñòâà ñ 1, à i − q ñ åäíî èëè ïîâå÷å, òîåñò
íåðàâåíñòâîòî ñå çàïàçâà. Ïðè ïðåìèíàâàíå íà ðåä 7) (àêî å èçïúëíåíî óñëîâèåòî îò ðåä 6) i− q
ùå íàìàëåå ñ åäíî, íî ïðè äîñòèãàíå êðàÿ íà öèêúëà i ùå ñå óâåëè÷è ñ 1, òàêà ÷å â ðåäîâå 6-À
i− q íå íàìàëÿâà. Òîâà çàâúðøâà äîêàçàòåëñòâîòî íà íåðàâåíñòâîòî t5 ≤ i− q, íàêðàÿ i äîñòèãà
n, îòòàì ñëîæíîñòòà íà öèêúëà while (ðåäîâå 5-6) å O(n), à ñëîæíîñòòà íà àëãîðèòúìà áåç ðåä 1)
å Θ(n).
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Çà EvalPrefixFun ñìåòêèòå ñà ñúùèòå è íåãîâàòà ñëîæíîñò å Θ(m). Ñëåäîâàòåëíî îáùàòà
ñëîæíîñò íà KMP å Θ(n).

Êîðåêòíîñò íà KMP :

Òåîðåìà 2 Çà âñÿêà ñòîéíîñò íà i àëãîðèòìèòå FAM è KMP äîñòèãàò ñúîòâåòíè ðåäîâå 4) è
8) ïðè åäíàêâà ñòîéíîñò íà q.

Äîêàçâàìå ñ èíäóêöèÿ ïî i. Äîñàäíî, äúëãî è ñêó÷íî äîêàçàòåëñòâî.

Îò òåîðåìà 2 ñëåäâà, ÷å FAM è KMP ñà åäíàêâî êîðåêòíè, à êîðåêòíîñòòà íà FAM âå÷å å
äîêàçàíà â òåîðåìà 1.

Áîéåð-Ìóóð-Ãàëèë
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3.2 Õåø òàáëèöè

11. Õåø òàáëèöè. Óíèâåðñàëíè õåø ôóíêöèè. Ïåðôåêòíî õåøèðàíå.

Äåôèíèöèè:

Õåøèðàíå: Àëãîðèòìè÷íà òåõíèêà çà òúðñåíå, âìúêâàíå, çàìÿíà â òàáëèöà (ðå÷íèê) T îò îáåêòè
îò âèäà < key, value >, key ∈ U çà ñðåäíî âðåìå Θ(1).

Õåø ôóíêöèÿ: Ôóíêöèÿ h : U → {0, . . . ,m−1} îò ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè êëþ÷îâå êúì ðåäîâåòå
â T [0..m− 1].

Êîëèçèÿ: Îáèêíîâåíî |U | � m. Êîëèçèÿ íàðè÷àìå ñëó÷àé íà êëþ÷îâå x, y íà îáåêòè â ðå÷íèêà,
çà êîèòî h(x) = h(y). Ðåàëèçàöèÿòà íà õåøèðàíå òðÿáâà äà ðàçðåøè êîëèçèèòå è äà èçïîëçâà õåø
ôóíêöèÿ ïîðàæäàùà ìèíèìóì êîëèçèè.

Óíèâåðñàëíî ìíîæåñòâî õåø-ôóíêöèè: Êðàéíîòî ìíîæåñòâî H îò õåø ôóíêöèè h : U →
{0, . . . ,m − 1} å óíèâåðñàëíî, àêî çà âñåêè 2 êëþ÷à k, l ∈ U, k 6= l áðîÿò íà ôóíêöèèòå äàâà-
ùè êîëèçèÿ h(k) = h(l) å íàé-ìíîãî |H|/m.

Ñúùåñòâóâàíå íà óíèâåðñàëíè õåø-ôóíêöèè (1979 ã.):

Íåêà U å ìíîæåñòâî îò ÷èñëà è p å ïðîñòî ÷èñëî, p > |U |. Tàêà ìîæåì äà ðàçãëåæäàìå âñåêè
êëþ÷ k êàòî ÷èñëî â èíòåðâàëà 0, 1, . . . , p− 1. Íåêà m å ðàçìåðà íà òàáëèöàòà.

Íåêà a ∈ Z∗p = {1, 2, . . . , p− 1}, è b ∈ Zp = {0, 1, . . . , p− 1}.
Äåôèíèðàìå:

hab(k) = ((k.a+ b) mod p) mod m
Hpm = {hab | a ∈ Z∗p, b ∈ Zp}
T1 Hpm å óíèâåðñàëíî ìíîæåñòâî õåø-ôóíêöèè.

Äîêàçàòåëñòâî: Ïúðâî ðàçãëåæäàìå ñâîéñòâàòà íà ôóíêöèèòå h′ab(k) = ((k.a+ b) mod p)

Òå ñà ïåðìóòàöèè íà Zp, îñâåí òîâà àêî k 6= l, ïî îáðàçèòå èì r = hab(k), s = hab(l) ìîæåì
åäíîçíà÷íî äà îïðåäåëèì a, b:

a = (r − s).((k − l)−1 mod p) mod p

b = (r − a.k) mod p

Áðîÿò íà âúçìîæíèòå äâîéêè < a, b > è < r, s >, r 6= s å òî÷íî p.(p − 1), äåìåê ñúâñåì
ðàâíîâåðîÿòíî ñà ðàçïðåäåëåíè ïîïàäåíèÿòà íà r, s. Êàòî âçåìåì ïî ìîäóë m äà ñìÿòàìå, ñå
âèæäà ÷å âåðîÿòíîñòòà çà ñúâïàäåíèå Pr(r = s mod m) ≤ 1/m, êîåòî çàâúðøâà äîêàçàòåëñòâîòî.

Ðàçðåøàâàíå íà êîëèçèèòå:

Åäèíèÿò ìåòîä å ÷ðåç ñïèñúöè. Â òàáëèöàòà çà âñÿêà õåø-ñòîéíîñò k ñå ñúïîñòàâÿ ñïèñúê îò
îáåêòè, çà êîèòî h(xi) = k. Àêî âõîäîâåòå â òàáëèöàòà ñàm, à ñìå âêàðàëè n îáåêòà, çàïúëíåíîñòòà
îçíà÷àâàìå ñ α = n/m.

Äðóãèÿò ìåòîä íàðè÷àìå îòâîðåíî àäðåñèðàíå. Ïðè íåãî âñè÷êè îáåêòè ñà â òàáëèöàòà, êàòî
ïðè êîëèçèÿ èìàìå íÿêàêúâ ìåòîä çà ðàçïîëàãàíå íà íîâî ìÿñòî, à ïðàçíèòå ìåñòà ñà çàåòè îò
ïðàçåí îáåêò NIL. Ïðè îòâîðåíîòî àäðåñèðàíå çàäúëæèòåëíî α < 1.

Íåîïèñàíî: òåõíèêà çà ïî-äîáðî çàïúëâàíå íà îòâîðåíà òàáëèöà !!!
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Ïåðôåêòíî õåøèðàíå (Renzo Sprugnoli 1977, òóê - 1984 ã.):

Êîãàòî ìíîæåñòâîòî îò êëþ÷îâå å ñòàòè÷íî, ìîæåì äà íàïðàâèì äâóñòåïåííà ñõåìà çà õåøèðàíå
áåç êîëèçèè, ò.å. õåøèðàíå ñ íàé-ëîøà îöåíêà Θ(1). Ïúðâàòà ñòåïåí å õåøèðàíå êúì òàáëèöà ñúñ
ñïèñúöè, à âìåñòî ñïèñúöè ïðàâèì âòîðè÷íè òàáëèöè ñ ðàçìåð n2

i , êúäåòî ni e áðîÿò íà êîëèçèèòå
çà õåø-ñòîéíîñò i.

Íåêà èìàìå òàáëèöà ñ ðàçìåð n è k+1 çàïúëíåíè êëåòêè. Âåðîÿòíîñòòà â òàçè òàáëèöà äà íÿìà
êîëèçèè äà îçíà÷èì ñ NCn,k. Î÷åâèäíî NCn,k = 1.(1− 1

n).(1− 2
n) . . . (1− k

n).

T2 NCn2,n−1 >
1
2

Äîêàçàòåëñòâî: Ùå íàïðàâèì ïî-ñèëíà îöåíêà.

Îò íåðàâåíñòâîòî (1− i
n).(1− k−i

n ) ≥ (1− k
n) ñëåäâà:

NCn,k =
k∏
i=0

(1− i

n
) ≥

k
2∏
i=0

(1− k

n
) = (1− k

n
)
k
2 = ((1− k

n
)
n−k
k )

k
n−k

k
2 >

(1

e

) k2

2(n−k)

çàùîòî ((1− k
n)

n−k
k ) = ((1− k

n)
n
k
−1 > 1/e).

Çà NCn2,n−1 ïîëó÷àâàìå îöåíêàòà:

NCn2,n−1 >
(1

e

) (n−1)2

2(n2−n+1)
>
(1

e

) 1
2

=
1√
e
>

3

5

Îò òàçè îöåíêà ñëåäâà, ÷å ïðè ñëó÷àåí èçáîð íà õåøèðàùà ôóíêöèÿ îò óíèâåðñàëíî ìíîæåñòâî
ïðè õåøèðàíå íà âòîðè÷íèòå òàáëèöè ñ ðàçìåð n2

i è ni çàïúëâàíèÿ, âåðîÿòíîñòòà äà íÿìà êîëèçèè
å íàä 3

5 .

T3 Å
[∑

n2
i

]
< 2n

Íåêà îñíîâíàòà òàáëèöà ïðè ïåðôåêòíîòî õåøèðàíå èìà n ñëîòà è n çàïúëâàíèÿ.

n∑
i=1

n2
i =

n∑
i=1

ni + 2
n∑
i=1

(
ni
2

)
= n+ 2

n∑
i=1

(
ni
2

)

Ïîñëåäíàòà ñóìà
∑(

ni
2

)
å òî÷íî áðîÿò íà âñè÷êè êîëèçèè. Ïîíåæå èçïîëçâàìå óíèâåðñàëíè

õåø-ôóíêöèè î÷àêâàíåòî çà òîçè áðîé å:

Å
[(n

2

)
/n
]
≤ n− 1

2

èëè:

E
[ n∑
i=1

n2
i

]
≤ n+ 2

n− 1

2
< 2n

Ñåãà ïðèëàãàìå íåðàâåíñòâî íà Ìàðêîâ:

Pr
{ n∑
i=1

n2
i > 4n

}
≤
E
[∑n

i=1 n
2
i

]
4n

<
2n

4n
=

1

2

Ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî ãàðàíòèðà, ÷å ñëåä íÿêîëêî îïèòà ùå èçáåðåì óñïåøíî õåø ôóíêöèÿ,
êîÿòî ïîëçâà Θ(n) ïàìåò çà äâåòå íèâà íà ïåðôåêòíàòà õåø òàáëèöà.
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12. Äúðâåòà çà äâîè÷íî òúðñåíå è îïåðàöèè âúðõó òÿõ. ×åðâåíî-÷åðíè äúðâåòà è
B-äúðâåòà.

Äúðâî çà äâîè÷íî òúðñåíå å êîðåíîâî äúðâî T ñ óêàçàòåëè â äâåòå ïîñîêè. Çà âñåêè âðúõ v
ùå îçíà÷àâàìå óêàçàòåëèòå ñúîòâåòíî êúì ðîäèòåëÿ v.p è êúì äâàòà íàñëåäíèêà ñ v.l è v.r. Çà
ëèïñâàùè îáåêòè ñëàãàìå óêàçàòåë NIL, à ñ n ùå îçíà÷àâàìå áðîÿò íà âúðõîâåòå â T . Âñåêè âðúõ
ñúäúðæà ñòðóêòóðíàòà èíôîðìàöèÿ < key, value >. Îñíîâíîòî ñâîéñòâî íà äúðâîòî å:

Íåêà v å ïðîèçâîëåí âðúõ. Çà âñåêè âðúõ u îò ëÿâîòî ïîääúðâî íà v å èçïúëíåíî v.key ≥ u.key.
Çà âñåêè âðúõ u îò äÿñíîòî ïîääúðâî íà v å èçïúëíåíî v.key ≤ u.key.
Ùå íàðè÷àìå àòðèáóòà key êëþ÷, òîé îïðåäåëÿ íàðåäáàòà íà âúðõîâåòå â äúðâîòî T .

Òàêàâà ñòðóêòóðà ïîçâîëÿâà îáõîæäàíå íà âúðõîâåòå íà äúðâîòî â ñîðòèðàí ðåä çà âðåìå O(n):

Àëãîðèòúì TreeWalk(v)
1) if v 6= NIL
2) TreeWalk(v.l)
3) print < v.key, v.value >
4) TreeWalk(v.r)

Àêî âèñî÷èíàòà íà äúðâîòî å h, ìîæåì äà èçâúðøâàìå ñëåäíèòå áúðçè (çà âðåìå O(h)) çàïèò-
âàíèÿ:
TreeSearch(x, k) - íàìèðà âðúõ ñ êëþ÷ k â ïîääúðâîòî ñ êîðåí x.
TreeMin(x) - íàìèðà âðúõ ñ ìèíèìàëåí êëþ÷.
TreeMax(x) - íàìèðà âðúõ ñ ìàêñèìàëåí êëþ÷.
TreeSucc(x) - íàìèðà âðúõ ñëåäâàù ïî ãîëåìèíà íà êëþ÷à âúðõà x.
TreePred(x) - íàìèðà âðúõ ïðåäøåñòâàù ïî ãîëåìèíà íà êëþ÷à âúðõà x.

Äâå îïåðàöèè ïðîìåíÿò ñòðóêòóðàòà íà äúðâîòî - âìúêâàíå è òðèåíå íà âðúõ.

TreeSearch(x, z) âìúêâà íîâ âðúõ z (ñ íà÷àëíè óêàçàòåëè NIL) â ïîääúðâî ñ êîðåí x. Ïðîöå-
äóðàòà òúðñè â äúðâîòî óêàçàòåë NIL, êîéòî äà ðàçðÿçâà äúðâîòî ïî êëþ÷à z.key è ãî çàìåñòâà
ñúñ z.

TreeDelete(x, z) ïðåìàõâà âðúõ z îò ïîääúðâî ñ êîðåí x. Òÿ ðàçãëåæäà 3 ñëó÷àÿ:
1) Àêî z íÿìà äåöà, çàìåíÿìå ãî ñ NIL.
2) Àêî z èìà ñàìî åäíî äåòå y, çàìåíÿìå ãî ñ y.
3) Àêî z èìà 2 äåöà, çàâúðòàìå ïðèìåðíî íàäÿñíî äÿñíîòî ìó äåòå y òàêà, ÷å v = TreeSucc(z)
äà ñå îêàæå êîðåí íà äåòåòî è òîãàâà çàìåíÿìå z ñ v. Äðóãà âúçìîæíà òåõíèêà å äà íàìåðèì
v = TreeMin(y), äà çàìåíèì v ñ äÿñíîòî ìó äåòå, a z äà çàìåíèì ñ v.

Çàâúðòàíåòî å õèòðà ïðîöåäóðà, êîÿòî íå íàðóøàâà îñíîâíîòî ñâîéñòâî íà äúðâî çà äâîè÷íî
òúðñåíå. Ïñåâäîêîäà å äúëãè÷úê, çàòîâà ñëîâåñíî ñàìî îïèñâàì çàâúðòàíå íàäÿñíî: Íåêà âðúõ v
èìà ëÿâî äåòå u, äÿñíî äåòå γ, à u èìà äåöà α è β. Ïðàâèì ñëåäíèòå ïðîìåíè:
1) u ñòàâà ðîäèòåë íà v è êîðåí íà ïîääúðâîòî
2) Íîâèòå äåöà íà u ñà α è v
3) Íîâèòå äåöà íà v ñà β è γ

Çàâúðòàíå íàëÿâî ñå äåôèíèðà àíàëîãè÷íî.
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13. Êðàéíè àâòîìàòè. Àâòîìàòíè åçèöè (ÀÅ). Íåäåòåðìèíèðàíè êðàéíè àâòîìàòè.
Ðåãóëÿðíè èçðàçè. Åêâèâàëåíòíîñò íà òðèòå èç÷èñëèòåëíè ìîäåëà.

Äåôèíèöèè:

Ôîðìàëíà ãðàìàòèêà: Γ =< N , T , S,P >, êúäåòî N å àçáóêà îò íåòåðìèíàëè, T å àçáóêà îò
òåðìèíàëè, S ∈ N å àêñèîìà (íà÷àëåí íåòåðìèíàë), P ⊆ (N ∪ T )∗ × (N ∪ T )∗ å ìíîæåñòâî îò
íåñúêðàùàâàùè ïðàâèëà îò âèäà α′Aα′′ → β.

Ôîðìàëåí åçèê: LΓ ⊆ T ∗ îò äóìèòå êîèòî ìîãàò äà áúäàò èçâåäåíè â ãðàìàòèêàòà Γ.

Àâòîìàòåí åçèê (ãðàìàòèêà): âñè÷êè ïðàâèëà îò P ñà îò âèäà A → B,A → aB,A → a, êúäåòî
a ∈ T , A ∈ N , B ∈ N .
Êðàåí äåòåðìèíèðàí àâòîìàò ÊÄÀ: A =< Q,X, q0, δ, F >, êúäåòî Q ñà ñúñòîÿíèÿ, X å âõîäíà

àçáóêà, q0 å íà÷àëíî ñúñòîÿíèå, δ : Q×X → Q å ôóíêöèÿ íà ïðåõîäèòå, F ⊆ Q ñà çàêëþ÷èòåëíè
ñúñòîÿíèÿ íà A.

Êðàåí íåäåòåðìèíèðàí àâòîìàò ÊÍÅ: A =< Q,X, q0, δ, F >, êúäåòî Q,X, q0 è F ñà êàòî ïðè
ÊÄÅ, à δ : Q×X → 2Q å ôóíêöèÿ íà ïðåõîäèòå.

Ðåãóëÿðåí èçðàç è ðåãóëÿðåí åçèê:
Íåêà X = {x1, x2, . . . , xn} å êðàéíà àçáóêà. Ðàçøèðÿâàìå ÿ äî X̃ = X∪{ε, ∅,+, ., (, )} è îïðåäåëÿìå
ðåêóðñèâíî èçðàçè/åçèöè íàä X̃/X:
1. ε, ∅ è xi, i = 1, . . . , n ñà ðåãóëÿðíè èçðàçè, à ñúîòâåòíèòå åçèöè ñà {ε}, ∅ è {xi}.
2. Íåêà α, β ∈ X̃∗ ñà èçðàçè, à Lα, Lβ ñà ñúîòâåòíèòå èì åçèöè. Òîãàâà (α) + (β), (α).(β) è (α)∗ ñà
èçðàçè, à ñúîòâåòíèòå èì åçèöè ñà Lα + Lβ, Lα.Lβ è L

∗
α.

3. Íÿìà äðóãè ðåãóëÿðíè èçðàçè è åçèöè.

Ëåìè è óòî÷íåíèÿ:

Âúâ ôîðìàëíèòå ãðàìàòèêè ìîæåì äà ìàõíåì àêñèîìàòà îò äåñíèòå ÷àñòè íà ïðàâèëàòà, ìîæåì
äà äîáàâèì èçâîä íà ïðàçíàòà äóìà (S → ε), äà åëèìèíèðàìå çàìåñòâàùèòå ïðàâèëà îò âèäà
A→ B.

Íåêà L,L′, L′′ ñà àâòîìàòíè åçèöè. Òîãàâà L′+L′′, L′.L′′ è L∗ = {ε}+L1 +L2 + . . . ñà àâòîìàòíè
åçèöè. Âñåêè êðàåí åçèê å àâòîìàòåí.

Òåîðåìè:

T1 Àêî LA ñå ðàçïîçíàâà îò ÊÄÀ, òîé å àâòîìàòåí åçèê. Ñòðîèì ñúîòâåòíàòà àâòîìàòíà ãðà-
ìàòèêà ïî ôóíêöèÿòà δ è F .

T2 Àêî LΓ å àâòîìàòåí åçèê, òîé ñå ðàçïîçíàâà îò íÿêîé ÊÍÀ. Ñòðîèì ñúîòâåòíèÿò ÊÍÀ
äèðåêòíî îò ïðàâèëàòà P íà Γ.

T3 Àêî LA ñå ðàçïîçíàâà îò ÊÍÀ, òîé ñå ðàçïîçíàâà è îò íÿêîé ÊÄÀ. Ñòðîèì òúðñåíèÿ ÊÄÀ
èíäóêòèâíî ñúñ ñúñòîÿíèÿ Q′ ⊆ 2Q.

Ãîðíèòå 3 òåîðåìè äîêàçâàò åêâèâàëåíòíîñò íà ÊÄÀ, ÊÍÀ, è àâòîìàòíèòå ãðàìàòèêè.

T(Êëèíè) Ðåãóëÿðíèòå è àâòîìàòíèòå åçèöè ñúâïàäàò.

Äîêàçàòåëñòâî:

1. Òðèâèàëíèòå ðåãóëÿðíè åçèöè ñà êðàéíè, ñëåäîâàòåëíî ñà àâòîìàòíè. Íåòðèâèàëíèòå åçèöè
ïúê ñà ñóìà, ïðîèçâåäåíèå èëè ñòåïåí íà åçèöè, ïðèëàãàìå èíäóêöèÿ ïî äåôèíèöèÿòà → âñè÷êè
ðåãóëÿðíè åçèöè ñà àâòîìàòíè.
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2. Íåêà åçèêúò L å àâòîìàòåí è ñå ðàçïîçíàâà îò ÊÄÀ A =< Q,X, q0, δ, F >. Íåêà Q =
{q0, q1, . . . , qn}.
Äà îçíà÷èì ñ Rkij ìíîæåñòâîòî îò äóìè α ∈ X∗, êîèòî ãåíåðèðàò èçâîä ∆(qi, α) = qj áåç äà

èçïîëçâàò ñúñòîÿíèÿ ñ íîìåðà qk, qk+1, . . . , qn.

Ëåìà 1 Rk+1
ij = Rkij +Rkik.(R

k
kk)
∗
.Rkkj

Äîêàçàòåëñòâî: Àêî èçâîäà íà α ∈ Rk+1
ij íå ìèíàâà ïðåç qk, òîãàâà α ∈ Rkij .

Èíà÷å èçâîäúò íà α ùå ìèíå íÿêîëêî ïúòè ïðåç qk. Àêî ñðåæåì èçâîäà íà ìåñòàòà, êúäåòî äîñòèãà
qk, ùå ïîëó÷èì ÷å α = β1+β2+· · ·+βl, êúäåòî β1 ∈ Rkik, β2, . . . , βl−1 ∈ (Rkkk), βl ∈ Rkkj , ñëåäîâàòåëíî
α ∈ Rkik.(Rkkk)

∗
.Rkkj

Ëåìà 2 Rkij å ðåãóëÿðåí åçèê.

Äîêàçâàìå ñ èíäóêöèÿ ïî k.

1. k = 0

i = j Â òîçè ñëó÷àé R0
ii = {ε, y1, y2, . . . , yl}, êúäåòî y1, y2, . . . , yl ñà áóêâè ïî ïðèìêèòå îò qi êúì

qi â ìóëòèãðàôà íà ïðåõîäèòå íà àâòîìàòà A. Òîãàâà R
0
ii = ε+ y1 + y2 + · · ·+ yl è å ðåãóëÿðåí.

i 6= j Àêî íÿìà ïðåõîäè îò qi êúì qj , R
0
ii = ∅, èíà÷å R0

ij = y1 + y2 + · · ·+ yl çà âñè÷êè áóêâè îò
ïðåõîäíèòå ðåáðà â ìóëòèãðàôà.

2. k > 0 - ðåãóëÿðíîñòòà ñëåäâà èíäóêòèâíî îò Ëåìà 1.

Íåêà ìíîæåñòâîòî îò êðàéíè ñúñòîÿíèÿ íà àâòîìàòà F = {qp1 , qp2 , . . . , qps}. Òîãàâà åçèêúò L ñå
ñúñòîè îò âñè÷êè èçâîäè çàïî÷âàùè îò q0 è çàâúðøâàùè âúâ F , èëè:

L = Rn+1
0p1

+Rn+1
0p2

+ · · ·+Rn+1
0ps

Ðåãóëÿðíîñòòà ìó ñëåäâà îò Ëåìà 2, ñ êîåòî òåîðåìàòà å äîêàçàíà.
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14. Ìèíèìàëíè êðàéíè äåòåðìèíèðàíè àâòîìàòè. Òåîðåìà íà Ìàéõèë�Íèðîóä.
Íåïðèíàäëåæíîñò êúì ÀÅ: ëåìà íà Áàð-Õèëåë.

Äåôèíèöèè:

Åêâèâàëåíòíè àâòîìàòè: Êðàéíèòå àâòîìàòè A1 è A2 ñà åêâèâàëåíòíè àêî LA1 = LA2

Ìèíèìàëåí àâòîìàò: ÊÄÀ A å ìèíèìàëåí, àêî çà âñåêè ÊÄÀ B,LB = LA → |QA| ≤ |QB|
Íåäîñòèæèìî ñúñòîÿíèå: Â ìóëòèãðàôà íà ïðåõîäèòå íÿìà ïúò îò q0 äî q ∈ Q. Ìîæåì äà

ïðåìàõíåì íåäîñòèæèìèòå ñúñòîÿíèÿ îò àâòîìàòà, áåç äà ïðîìåíÿìå ðàçïîçíàâàíèÿ åçèê.

Äÿñíî-èíâàðèàíòíà ðåëàöèÿ: R ⊆ X∗ ×X∗ è çà âñÿêî γ ∈ X∗, (α, β) ∈ R→ (αγ, βγ) ∈ R
Ðåëàöèÿ, ïîðîäåíà îò ÊÄÀ: Íåêà A å ÊÄÀ è ∆ å ðàçøèðåíàòà ô-ÿ íà ïðåõîäèòå. Êàçâàìå, ÷å

A ïîðàæäà RA = {(α, β)|∆(q0, α) = ∆(q0, β)}
Ðåëàöèÿ, ïîðîäåíà îò åçèê: Íåêà L ⊆ X∗. Êàçâàìå, ÷å L ïîðàæäà RL = {(α, β)|∀γ ∈ X∗ →

((αγ ∈ L) ∧ (βγ ∈ L)) ∨ ((αγ /∈ L) ∧ (βγ /∈ L))}
Ëåìà 1 Çà âñåêè ÊÄÀ A, RA å äÿñíî-èíâàðèàíòíà ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò.

Âñÿêî äîñòèæèìî ñúñòîÿíèå qi ïîðàæäà êëàñ íà åêâèâàëåíòíîñò [qi] è òåçè êëàñîâå ðàçáèâàò
X∗ íà |Q| êëàñà.
Ëåìà 2 Çà âñåêè L ⊆ X∗, RL å äÿñíî-èíâàðèàíòíà ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò.

T(Ìàéõèë�Íèðîóä) Íåêà L ⊆ X∗. RL èìà êðàåí èíäåêñ ⇐⇒ L å àâòîìàòåí åçèê.

Äîêàçàòåëñòâî: 1) Íåêà L å àâòîìàòåí åçèê. Íåêà ÊÄÀ A ðàçïîçíàâà L è ñìå ïîðîäèëè ðåëà-
öèÿòà RA. Íåêà (α, β) ∈ RA. Íåêà q = ∆(q0, αγ) çà íÿêîå γ. Íî ∆(q0, αγ) = ∆(∆(q0, α), γ)) =
∆(∆(q0, β)γ)) = ∆(q0, βγ), òîåñò q = ∆(q0, βγ). Àêî q ∈ F, αγ, βγ åäíîâðåìåííî ñà îò L, èíà÷å
åäíîâðåìåííî íå ñà, ñëåäîâàòåëíî (α, β) ∈ RL. Âñåêè êëàñ íà åêâèâàëåíòíîñò íà RA ñå ñúäúðæà
â êëàñ íà åêâèâàëåíòíîñò íà RL, äåìåê IX(RL) ≤ IX(RA) = |QA| → IX(RL) å êðàåí.

2) Íåêà IX(RL) = m å êðàåí. Îçíà÷àâàìå ñ [α] = {β|β ∈ X∗, αRLβ} (êëàñ íà åêâèâàëåíòíîñò).
Íåêà QL = {[ε], [α1], . . . , [αm−1]} å ðàçáèâàíåòî íà m êëàñà íà X∗, à FL ⊆ QL ñà òåçè êëàñîâå,
êîèòî ñúäúðæàò äóìè îò L (çà âñåêè êëàñ [α] âñè÷êèòå äóìè îò íåãî ñà åäíîâðåìåííî âúâ èëè
èçâúí L). Ñåãà äåôèíèðàìå àâòîìàò AL =< QL, X, [ε], δ, FL >, êàòî δ([α], x) = [αx], x ∈ X. Çàðàäè
äÿñíàòà èíâàðèàíòíîñò íà RL äåôèíèöèÿòà å êîðåêòíà è çà ðàçøèðåíàòà ôóíêöèÿ íà ïðåõîäèòå
∆([α], β) = [αβ].

Àâòîìàòúò AL ðàçïîçíàâà åçèêa L (ñëåäâà îò ∆([ε], ω) = [ω] è äåô. íà FL). Ñëåäîâàòåëíî L å
àâòîìàòåí åçèê.

T2 Àâòîìàòúò AL îò ò. 2) íà òåîðåìàòà íà Ìàéõèë�Íèðîóä å ìèíèìàëåí çà L è âñåêè äðóã
ìèíèìàëåí å èçîìîðôåí íà AL.

Äîêàçàòåëñòâî: Â ÷àñò 1) íà ò. íà Ìàéõèë�Íèðîóä ñå äîêàçâà, ÷å âñåêè àâòîìàò êîéòî ðàçïîç-
íàâà L èìà ïîâå÷å (èëè ðàâåí áðîé) ñúñòîÿíèÿ îò áðîÿ íà êëàñîâåòúå íà RL, ñëåäîâàòåëíî AL å
ìèíèìàëåí.

Íåêà A′ =< Q′, X, q′0, δ
′, F ′ > ðàçïîçíàâà L è å ìèíèìàëåí: |QA′ | = |QAL

|. Äåôèíèðàìå èçî-
ìîðôèçúì òàêà: f([αi]) = q′ àêî q′ = ∆′(q′0, αi). Òúé êàòî âñåêè êëàñ íà åêâèâàëåíòíîñò îò RA′

ñúâïàäà ñ òî÷íî åäèí êëàñ îò RL, f å êîðåêòíî äåôèíèðàí èçîìîðôèçúì.

Ìèíèìèçàöèÿ íà ÊÄÀ A:

Ñúñòîÿíèÿòà qi, qj íà ÊÄÀ A ùå íàðè÷àìå åêâèâàëåíòíè ñïðÿìî åçèêà L, àêî êëàñîâåòå èì íà
åêâèâàëåíòíîñò îò RA ñà â åäèí êëàñ îò RL. Ùå áåëåæèì òîâà òàêà: qi ∼L qj
Ìèíèìèçàöèÿòà íà A ñå ñâåæäà äî íàìèðàíå íà ãðóïèòå åêâèâàëåíòíè ñúñòîÿíèÿ íà A.

Ëåìà M1 (q1 ∈ F ∧ q2 /∈ F )→ q1 �L q2.

Ëåìà M2 (∃x ∈ X, δ(q1, x) �L δ(q2, x))→ q1 �L q2 (Òåñò íà åäíàòà áóêâà)
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Ëåìà M3 Íåêà Q′ = {Q1, Q2, . . . , Ql} å ðàçáèâàíå íà Q òàêîâà, ÷å (Qi ⊆ F ) ∨ (Qi ⊆ Q\F )
è Qi íå ìîæå äà ñå ðàçäåëè îò òåñòà íà åäíàòà áóêâà ñïðÿìî Q′. Òîãàâà âñÿêî Qi ñå ñúñòîè îò
åêâèâàëåíòíè ñúñòîÿíèÿ.

Àëãîðèòúì:
1. Âçåìàìå Q′ = {F,Q\F}
2. Äîêàòî íÿêîå îò ïîäìíîæåñòâàòà â ðàçáèâàíåòî ñå öåïè îò òåñòà íà åäíàòà áóêâà, öåïèì ãî íà
ïî-ìàëêè ïàð÷åòà.
3. Ïîëó÷åíîòî ðàáèâàíå Q′ å ìèíèìàëíî ðàçáèâàíå íà åêâèâàëåíòíè ñúñòîÿíèÿ. Òåçè ìíîæåñòâà
çàäàâàò ñúñòîÿíèÿòà íà ìèíèìàëíèÿ àâòîìàò. Ïîëó÷åíèòå îò F ñà êðàéíè ñúñòîÿíèÿ, íà÷àëíî å
òîâà ìíîæåñòâî â êîåòî å q0, à ôóíêöèÿòà íà ïðåõîäèòå å êîðåêòíà ðàáîòåéêè ñ òåçè ìíîæåñòâà
çàùîòî òåñòà íà åäíàòà áóêâà ãè çàïàçâà.

T3 (uvw) Çà âñåêè àâòîìàòåí åçèê L ∃n, (α ∈ L) ∧ (d(α) > n) → α = uvw, d(v) ≥ 1, d(uv) ≤
n, (∀i = 0, 1, 2, . . . uviw ∈ L)

Äîêàçàòåëñòâî: èçáèðàìå n äà å áðîÿ íà ñúñòîÿíèÿòà íà ðàçïîçíàâàù àâòîìàò è ïðèëàãàìå
ïðèíöèïà íà Äèðèõëå êúì äúëúã èçâîä, àêî èìà äóìà ñ íàä n áóêâè - â èçâîäà è ùå èìà ïîâòàðÿíå
íà ñúñòîÿíèå q, öåïèì ÿ íà 3 ïàð÷åòà è ãîòîâî ...

Ñëåäñòâèå: Èìà êîíòåêñòíî-ñâîáîäåí åçèê, êîéòî íå å àâòîìàòåí.

Γ =< {S}, {a, b}, S, {S → ab, S → aSb} > ïîðàæäà äóìèòå aibi, íî òå íå ìîãàò äà ñå çàïèøàò
âúâ âèäà uviw.



Ãëàâà 4

Ñëîæíîñò íà èç÷èñëèòåëíè ïðîáëåìè

15. Ìàøèíà íà Òþðèíã. Óíèâåðñàëíà ìàøèíà íà Òþðèíã. Íåäåòåðìèíèðàíà ìàøèíà
íà Òþðèíã. Òåçèñ íà Òþðèíã�×úð÷. Àëãîðèòìè÷íî íåðåøèìè èç÷èñëèòåëíè ïðîá-
ëåìè.

17. Äîëíè ãðàíèöè âúðõó ñëîæíîñòòà íà ïðîáëåìè. Îñíîâíè òåõíèêè çà äîêàçâà-
íå íà äîëíè ãðàíèöè: äúðâåòà çà âçåìàíå íà ðåøåíèÿ (decision trees), èãðè ñðåùó
ïðîòèâíèê (adversary argument), ðåäóêöèè.

35
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4.1 Ñëîæíîñò ïî âðåìå

18. Èç÷èñëèòåëíè ïðîáëåìè ñ îòãîâîð ÄÀ-ÍÅ. Êëàñîâå íà ñëîæíîñò íà èç÷èñëè-
òåëíèòå ïðîáëåìè. Êëàñîâå íà ñëîæíîñò P, NP è co-NP . Êëàñîâå íà ñëîæíîñò NP-
complete è NP-hard.
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19. Ñúùåñòâóâàíå íà ïðîáëåìè â êëàñà NP-complete. Òåîðåìà íà Êóê (Cook). NP
ïúëíîòà íà 3-Sat.
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20. Àïðîêñèìèðàùè àëãîðèòìè çà îïòèìèçàöèîííè ïðîáëåìè îò NP-complete. Ïðè-
ìåðè: àëãîðèòìè çà Âúðõîâî Ïîêðèòèå (Vertex Cover) è Çàäà÷àòà çà Òúðãîâñêèÿ
Ïúòíèê â Ìåòðè÷åí Âàðèàíò (Metric Travelling Salesman Problem). Ðàçëèêà ìåæäó
åâðèñòèêà è àïðîêñèìèðàù àëãîðèòúì. Óñëîâíà íåâúçìîæíîñò çà àïðîêñèìèðàíå.
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4.2 Ñëîæíîñò ïî ïàìåò

21. Êëàñîâå íà ñëîæíîñò L, NL, PSpace. Òåîðåìà íà Ñàâè÷ (Savitch). Òåîðåìà íà
Immerman�Szelepcs�enyi, ñëåäñòâèÿ. Âçàèìîîòíîøåíèÿ ìåæäó êëàñîâåòå íà ñëîæíîñò
ïî âðåìå è ïî ïàìåò.

Ôóíêöèÿòà S : N→ N å êîíñòóèðóåìà ïî âðåìå/ïàìåò (time/space constructible), êîãàòî ñúùåñò-
âóâà TMS , êîÿòî ïîëó÷àâà íà âõîäà ñè 1n è èç÷èñëÿâà 1S(n) çà âðåìå/ïàìåò O(S(n)). Îáè÷àéíèòå
ôóíêöèè nk, lg(n), 2n ñà êîíñòðóèðóåìè è ïî âðåìå è ïî ïàìåò.

Ñëîæíîñò ïî ïàìåò: Íåêà S(n) å êîíñòðóèðóåìà ïî ïàìåò è L ⊆ {0, 1}∗. Ùå êàçâàìå, ÷å
L ∈ SPACE(S(n)) (ñúîòâåòíî L ∈ NSPACE(S(n))), êîãàòî ñúùåñòâóâà TML (ñúîòâåòíîNTML),
êîÿòî ðàçïîçíàâà åçèêà L, êàòî çà âñÿêà âõîäíà äóìà x èçïîëçâà ïàìåò O(S(|x|)).
Èçèñêâàíåòî S äà å êîíñòðóèðóåìà ïî ïàìåò ïîçâîëÿâà íà ìàøèíèòå îò êëàñà äà 'çíàÿò' êîëêî

ïàìåò èçïîëçâàò ïî âðåìå íà èç÷èñëåíèåòî.

Ïðè ñëîæíîñòòà ïî âðåìå å ñìèñëåíî äà ñå ðàçãëåæäàò ñàìî ñëó÷àèòå S(n) ≥ n, ïîðàäè ôàêòà,
÷å ìàøèíàòà ùå ïðî÷åòå âõîäíèòå äàííè çà âðåìå ïîíå n.

Ïðè ñëîæíîñò ïî ïàìåò çà ïðî÷èòàíåòî íà âõîäà å äîñòàòú÷íî äà èìàìå óêàçàòåë (áðîÿ÷) êúì
íåãî, òîé çàåìà ïàìåò lg(n), çàòîâà ùå ðàçãëåæäàìå êëàñîâå ïî ïàìåò, çà êîèòî S(n) ≥ lg(n).

Ïðè ìàëêèòå êëàñîâå, çà êîèòî S(n) < n âõîäíèòå äàííè ñà ïîâå÷å îò ïàìåòòà, â êîÿòî å
ðàçðåøåíî äà ïðàâèì èç÷èñëåíèÿ. Çàòîâà ðàçäåëÿìå ïàìåòòà íà 2 ÷àñòè - ïàìåò ñàìî çà ÷åòåíå (â
êîÿòî ñà çàïèñàíè âõîäíèòå äàííè) è ïàìåò çà ÷åòåíå/çàïèñ (â êîÿòî ñå èçâúðøâà èç÷èñëåíèåòî).
Âúâ ôîðìàëíèÿò ìîäåë êîéòî ïîëçâàìå, òîâà ùå å ìàøèíà íà Òþðèíã ñ äâå ëåíòè - åäíàòà
read_only çà âõîäà x, äðóãàòà read_write ñ ðàçìåð O(S(|x|)).
Íåêà M å (îïðåäåëåíà èëè ðàçìíîæàâàùà ñå) ìàøèíà íà Òþðèíã. Êîíôèãóðàöèÿ íà M ùå

íàðè÷àìå èíôîðìàöèÿòà, òî÷íî îïðåäåëÿùà ñúñòîÿíèåòî íà ìàøèíàòà â íÿêàêúâ ìîìåíò îò èç-
÷èñëåíèåòî - ñúäúðæàíèåòî íà êëåòêèòå îò ïàìåòòà (çà ëåíòèòå read_write), ìÿñòîòî íà ãëàâàòà
(ãëàâèòå), ñúñòîÿíèåòî íà ìàøèíàòà.

Ãðàô íà êîíôèãóðàöèèòå íàM ïðè âõîäíà äóìà x íàðè÷àìå ãðàôúòGM,x ñ âúðõîâå âúçìîæíèòå
êîíôèãóðàöèè è ðåáðà ïðåõîäèòå íàM ìåæäó òåçè êîíôèãóðàöèè ïðè èçïúëíåíèå íà åäèí ïðåõîä
(ñòúïêà) îò èç÷èñëåíèåòî. Çà îïðåäåëåíà (îáèêíîâåíà) ìàøèíà îò âñåêè âðúõ èçëèçà åäíî ðåáðî,
ïðè íåäåòåðìèíèðàíà (ðàçìíîæàâàùà ñå) ìàøèíà ùå èìà âúðõîâå ñ ïî-âèñîêà ñòåïåí.

Íà÷àëíàòà êîíôèãóðàöèÿ áåëåæèì ñ Cxstart, à ïðè äîñòèãàíå íà êðàéíî ñúñòîÿíèå, àêî òðèåì
ëåíòàòà ùå äîñòèãàìå åäèíñòâåíà êðàéíà êîíôèãóðàöèÿ Caccept.

Ëåìà 1 Íåêà GM,x å êîíôèãóðàöèîííèÿò ãðàô íà ìàøèíà M , îãðàíè÷åíà ïî ïàìåò îò S(n) è
|x| = n. Òîãàâà:

1) Âñÿêà êîíôèãóðàöèÿ íà M (âðúõ íà GM,x) ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè â ïàìåò cS(n) çà íÿêîÿ
êîíñòàíòà c, îòòàì áðîÿò âúðõîâå íà GM,x å ïî-ìàëúê îò 2cS(n).

2) Àêî C, C ′ ñà 2 êîíôèãóðàöèè, ìîæå â ïàìåò O(S(n)) äà ñå èç÷èñëè äàëè (C,C ′) ∈ EGM,x

(äàëè îò C ìàøèíàòà ìîæå äà ïðåìèíå êúì C ′).

Äîêàçàòåëñòâîòî å ïèïêàâî, íî èíòóèòèâíî ÿñíî.

Òåîðåìà 1 DTIME(S(n)) ⊆ SPACE(S(n)) ⊆ NSPACE(S(n)) ⊆ DTIME(2O(S(n)))

Äîêàçàòåëñòâî: Ïúðâèòå 2 âêëþ÷âàíèÿ ñà ÿñíè, ïîñëåäíîòî ñëåäâà îò Ëåìà 1.

Äåôèíèðàìå åñòåñòâåíèòå êëàñîâå ïî ïàìåò òàêà:
PSPACE =

⋃
c>0 SPACE(nc)

NPSPACE =
⋃
c>0 NSPACE(nc)

L = SPACE(lg(n))
NL = NSPACE(lg(n))

Ìàñîâà çàäà÷à stCON :
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Äàäåí å îðèåíòèðàí ãðàô G(V,E), s, t ∈ V . Èìà ëè ïúò îò s êúì t ?

Çàäà÷àòà stCON å öåíòðàëíà çà êëàñîâåòå ïî ïàìåò çàðàäè ñâîéñòâàòà íà ãðàôà íà êîíôèãó-
ðàöèèòå GM,x è Ëåìà 1 - èç÷èñëÿâàíåòî â îãðàíè÷åíà ïàìåò å ñâîäèìî äî òúðñåíåòî íà ïúò îò
Cxstart äî Caccept â ãðàôà GM,x.

Ëåìà 2 stCON ∈ NL (ïóñêàìå íåäåòåðìèíèñòêà ðàçõîäêà îò s äî t).

Ëåìà 3 NL ⊆ P (ïóñêàìå àëãîðèòúìúò BFS äà òúðñè ïúò â GML,x çà L ∈ NL).

Àëãîðèòúì íà Ñàâè÷:
stCON(G, s, t)← Reach(G, s, t, n), êúäåòî n = |V |
Reach(G, u, v, k)

1) if k < 2 return (u = v) ∨ ((u, v) ∈ E)
2) for w ∈ V
3) if Reach(G, u,w, bk/2c) ∧Reach(G,w, v, dk/2e)
4) return TRUE
5) return FALSE

Ñëîæíîñò ïî ïàìåò: Ðåêóðñèâíàòà ôóíêöèÿ Reach(G, u, v, k) ïîëçâà ñòåê ñ äúëáî÷èíà lg(n) è
ïúõà â íåãî 3-4 ïðîìåíëèâè - u, v, k, w, âñÿêà ñ ðàçìåð lg(n). Ñëåäîâàòåëíî èçïîëçâàíàòà ïàìåò å
Θ(lg2(n)).

Êîðåêòíîñò: Ñ èíäóêöèÿ ïî k äîêàçâàìå, ÷å Reach(G, u, v, k) âðúùà TRUE, àêî èìà ïúò îò u
äî v ñ äúëæèíà íå ïîâå÷å îò k.

Òåîðåìà íà Ñàâè÷:
Íåêà S(n) å êîíñòðóèðóåìà ïî ïàìåò è S(n) ≥ lg(n). Òîãàâà NSPACE(S(n)) ⊆ SPACE(S2(n)).

Äîêàçàòåëñòâî: Ïóñêàìå àëãîðèòúìà íà Ñàâè÷ äà òúðñè ïúò â ãðàôà îò êîíôèãóðàöèè, êàòî
ìó äàâàìå äà ïîëçâà ïàìåò Θ(S2(n)).

Ñëåäñòâèå: PSPACE = NPSPACE çàùîòî ïîëèíîì íà êâàäðàò ïàê å ïîëèíîì.

Ñâîäèìîñòòà â êëàñàNL òðÿáâà äà å â ïî-ñëàá êëàñ è ïîíåæå íÿìà èçáîð, òðÿáâà äà ñå ðåàëèçèðà
ñ ôóíêöèè îò L. Òèÿ ôóíêöèè íÿìàò ìÿñòî çà ïèñàíå, òà ñå äåôèíèðàò òàêà, ÷å äà èç÷èñëÿâàò
äèíàìè÷íî - èëè èñêàìå äà èç÷èñëÿâàò i-òèÿ áèò íà ðåçóëòàòà, èëè ïúê äà ïèøàò íà âèðòóàëíà
ëåíòà íà êîÿòî ãëàâàòà ñå äâèæè ñàìî â åäíàòà ïîñîêà (write_once). Âèðòóàëíàòà ëåíòà ìîæå äà
ñå ðåàëèçèðà êàòî äâîéêà < i, b >, êàòî i å ïîçèöèÿòà íà ãëàâàòà âúðõó ëåíòàòà çà çàïèñ, à b å
áèòúò, êîéòî å çàïèñàí ïîñëåäíî. Îçíà÷àâàìå òàçè ñâîäèìîñò â ëîãàðèòìè÷íà ïàìåò ñ ∝L.
Ëåìà 4 Î÷àêâàíè ñâîéñòâà íà ñâîäèìîñòòà ∝L:

1) (A ∝L B) ∧ (B ∝L C)→ A ∝L C
2) (A ∝L B) ∧ (B ∈ L)→ A ∈ L

È äâåòå óñëîâèÿ íà ëåìàòà ñå ñâåæäàò äî ïðåñìÿòàíå íà êîìïîçèöèÿ íà äâå ôóíêöèè, îãðàíè-
÷åíè â ëîãàðèòìè÷íà ïàìåò. Íåêà ïðèìåðíî f ñâåæäà A äî B, à g ñâåæäà B äî C. Ðåàëèçèðàìå
êîìïîçèöèÿòà g(f(x)) òàêà:

Çàïî÷âàìå äà èç÷èñëÿâàìå g è êîãàòî ñå íàëîæè äà ñå ÷åòå áèò i îò âõîäíàòà ëåíòà íà ìàøèíàòà
ñâåæäàùà B êúì C, ïóñêàìå f äà èç÷èñëè òîçè áèò, êàòî ïîëçâà ðåàëíàòà âõîäíà ëåíòà x, êîÿòî
ñúäúðæà èíäèâèäóàëåí âõîä íà çàäà÷àòà A.

Ëåìà 5 stCON å NL-ïúëíà çàäà÷à.

Äîêàçàòåëñòâî: Îò ëåìà 2 çíàåì, ÷å stCON ∈ NL. Âñÿêà çàäà÷à A ∈ NL ñâåæäàìå êúì stCON
êàòî ñòðîèì ìàòðèöà íà ñúñåäñòâàòà íà íåéíèÿ ãðàô îò êîíôèãóðàöèè GMA,x. Îò Ëåìà 1 ñëåäâà,
÷å âñåêè áèò îò òàçè ìàòðèöà ìîæå äà ñå èç÷èñëè â ïàìåò O(lg(n)).

Ñåðòèôèêàò â NL: Ïîðàäè ëèïñà íà ïàìåò, ñåðòèôèêàòúò â NL íÿìà êúäå äà áúäå çàïèñàí.
Êàêòî è ïðè ëîãàðèòìè÷íàòà ñâîäèìîñò ∝L ùå ïîëçâàìå äîïúëíèòåëíà ëåíòà, íî òîçè ïúò çà
÷åòåíå ñàìî â åäíàòà ïîñîêà (read_once). Çà èíòåðïðåòàöèÿòà íà òàêàâà ëåíòà å íóæåí åäèí áèò
r. Êîãàòî èñêàìå äà ÷åòåì îò ñåðòèôèêàòà, ïóñêàìå ðàçìíîæàâàíå íà íåäåòåðìèíèðàíàòà ìàøèíà
íà Òþðèíã, êàòî äâåòå êîïèÿ èçïèñâàò ñúîâåòíî 0 è 1 â áèòà r, à ñëåäâàùàòà èíñòðóêöèÿ ïðî÷èòà
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r.

Ìàñîâà çàäà÷à not_stCON :
Äàäåí å îðèåíòèðàí ãðàô G(V,E), s, t ∈ V . Îòãîâîðúò íà çàäà÷àòà å ÄÀ ⇐⇒ íÿìà ïúò îò s
êúì t.

Òåîðåìà íà Immerman-Szelepcseny: not_stCON ∈ NL

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà âúðõó read_once ëåíòàòà äà å èçïèñàí ïúò (v0, v1, . . . , vk). Òàêúâ ïúò ìîæå
äà áúäå ïîòâúðäåí â ïàìåò Θ(lg(n)), äîñòàòú÷íî å ïðè ïîñëåäîâàòåëíîòî èç÷èòàíå íà âúðõîâåòå
äà ïðîâåðèì çà âñÿêî i = 0, 1, . . . , k − 1 óñëîâèåòî (vi, vi+1) ∈ E.
Íåêà ñ Ck îçíà÷èì ìíîæåñòâîòî îò âúðõîâå, äîñòèæèìè îò s ÷ðåç ïúòèùà, íå ïî-äúëãè îò k, à

áðîÿò èì ñ rk = |Ck|.
Íåêà ðàçãëåäàìå ñåðòèôèêàò Sk, êîéòî ñå ñúñòîè îò ïîðåäèöà ïúòèùà ñ äúëæèíà íå-ïîâå÷å îò

k, çàïî÷âàùè îò s è äîñòèãàùè ðàçëè÷íè âúðõîâå íà ãðàôà, çàäàäåíè â íàðàñòâàù ðåä ïî íîìåðà
íà êðàéíèÿ âðúõ. Ìîæåì äà ïðîâåðèì â ïàìåò Θ(lg(n)) êîðåêòíîñòòà íà òåçè ïúòèùà, à ñúùî
è äà ãè ïðåáðîèì. Íàðàñòâàùèÿò íîìåð íà êðàéíèÿò âðúõ ãàðàíòèðà, ÷å âñè÷êè ïúòèùà â Sk
äîñòèãàò ðàçëè÷íè âúðõîâå. Ñëåäîâàòåëíî |Sk| ≤ rk. Àêî çíàåì ïðåäâàðèòåëíî rk è ñå îêàæå, ÷å
â Sk èìà òî÷íî rk ïúòèùà, òî Sk ùå ñå îêàæå âàëèäåí ñåðòèôèêàò çà ìíîæåñòâîòî Ck.

Àëãîðèòúìúò íà Immerman-Szelepcseny èçïîëçâà èäåÿòà çà èíäóêòèâíî ïðåáðîÿâàíå íà ïúòè-
ùàòà, àêî çíàåì rk−1, ìîæåì äà èç÷èñëèì rk òàêà:

r0 = 1, çàùîòî ñàìî s å äîñòèæèì ÷ðåç ïúò ñ äúëæèíà 0.

Íåêà ñìå èç÷èñëèëè rk−1. Íåêà Qk = nSk−1 å ïîðåäèöà îò n âàëèäíè ñåðòèôèêàòà çà ìíîæåñò-
âîòî Ck−1. Òúé êàòî çíàåì rk−1, òåçè ñåðòèôèêàòè ìîãàò äà áúäàò ïðîâåðåíè ïðè ïðî÷èòàíåòî.

Ïðåäè ïðî÷èòàíåòî íà Qr ïðèñâîÿâàìå íà÷àëíà ñòîéíîñò íà rk ← 0. Ïðè ïðî÷èòàíåòî íà i-òèÿ
ñåðòèôèêàò Sr−1 îñâåí ïðîâåðêàòà ìó çà âàëèäíîñò ùå ïðàâèì ñëåäíîòî:

1) Ñëåäèì äàëè âúðõúò ñ íîìåð i å äîñòèæèì çà k− 1 èëè k ñòúïêè îò s. Àêî òîçè âðúõ å êðàé
íà íÿêîé îò ïúòèùàòà â Sk−1, òîé ùå å äîñòèæèì çà k− 1 ñòúïêè, àêî ïúê èìà ðåáðî îò êðàÿ íà
íÿêîé ïúò â Sk−1 äî âúðõà i, òîé ùå äîñòèæèì çà k ñòúïêè. Òàêà â êðàÿ íà èç÷èòàíåòî íà Qk ùå
èìàìå òàçè èíôîðìàöèÿ è ìîæåì äà óâåëè÷èì rk ñ 1, àêî i å äîñòèæèì çà íå ïîâå÷å îò k ñòúïêè
îò s.

2) Ñëåäèì äàëè âúðõúò t å äîñòèæèì. Àêî òîâà ñå ñëó÷è, óáèâàìå êîïèåòî íà ïðîãðàìàòà. Òàêà
ùå îñèãóðèì çàâúðøâàíå íà àëãîðèòúìà ñàìî â ñëó÷àé, ÷å íÿìà ïúò îò s êúì t.

Ñëåä èç÷èòàíåòî è àíàëèçà íà Qk, rk ùå ñúäúðæà òî÷íèÿ áðîé âúðõîâå â Ck.

Öåëèÿò ñåðòèôèêàò íà àëãîðèòúìà å ðåäèöàòà (Q1, Q2, . . . , Qn−1). Ïðèåìàíåòî ìó îçíà÷àâà, ÷å
àëãîðèòúìúò å èç÷èñëèë êîðåêòíî âñè÷êè ri, ïðîâåðèë å äîñòèæèìîñòòà íà âñè÷êè âúðõîâå è íå å
íàìåðèë ïúò äî t. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ïðåç öÿëîòî âðåìå ñå èçïîëçâàò ñàìî êðàåí áðîé óêàçàòåëè
è áðîÿ÷è, òîåñò èç÷èñëåíèåòî ñå èçâúðøâà â ïàìåò Θ(lg(n)). Òîâà çàâúðøâà äîêàçàòåëñòâîòî íà
òåîðåìàòà.

Ñëåäñòâèå 1:
Íåêà S(n) å êîíñòðóèðóåìà ïî ïàìåò è S(n) ≥ lg(n).
Òîãàâà NSPACE(S(n)) = coNSPACE(S(n)).

Äîêàçàòåëñòâî: Ñìÿòàìå çà ãðàôà íà êîíôèãóðàöèèòå, êàòî ïðîâåæäàìå ñúùèòå ðàçñúæäåíèÿ,
êàêòî â òåîðåìàòà íà Immerman-Szelepcseny.

Ñëåäñòâèå 2 Íÿêîè âðúçêè ìåæäó êëàñîâåòå íà ñëîæíîñò:
1) L ⊆ NL = coNL ⊆ P ⊆ NP
2) DTIME(S(n)) ⊆ NTIME(S(n)) ⊆ SPACE(S(n)) ⊆
⊆ NSPACE(S(n)) = coNSPACE(S(n)) ⊆ DTIME(2O(S(n)))

Ñëåäñòâèå 3: 2−SAT ∈ NL.
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4.3 Àëãîðèòìè, ïîëçâàùè ñëó÷àéíà ïîðåäèöà

22. Êëàñîâå íà ñëîæíîñò BPP, RP, coRP, ZPP. Òåñò íà Ìèëåð-Ðàáèí çà ïðîñòè
÷èñëà. Íàìèðàíå íà ìèíèìàëåí ñðåç â íåîðèåíòèðàí ãðàô (Karger).

Èìà äâà àëòåðíàòèâíè íà÷èíà äà äåôèíèðàìå àëãîðèòìè, ïîëçâàùè ñëó÷àéíîñò - êàòî ìàøèíè
íà Òþðèíã ñ âåðîÿòíîñòíà ôóíêöèÿ íà ïðåõîäèòå (ïðèìåðíî ñ äâå ðàçëè÷íè ôóíêöèè íà ïðåõî-
äèòå, êàòî ïðè èç÷èñëåíèåòî âñåêè ïúò ñå èçáèðà ñëó÷àéíî êîÿ äà ñå ïîëçâà), èëè êàòî ìàøèíà
íà Òþðèíã, êîÿòî ïîëçâà äîïúëíèòåëíà read_once ëåíòà, íà êîÿòî èìà çàïèñàíà ðåäèöà ñëó÷é-
íè áèòîâå, êîèòî ìîãàò äà ñå ïîëçâàò ïðè èç÷èñëåíèåòî. Ëåñíî ñå ñâåæäàò åäèí êúì äðóã òåçè
ìîäåëè.

Ùå îçíà÷àâàìå ñM(x) ñëó÷àéíî èç÷èñëåíèå íà ìàøèíà íà ÒþðèíãM âúðõó âõîä x, à ñM(x, r)
ñëó÷àéíî èç÷èñëåíèå íà M âúðõó âõîä x ïðè èçïîëçâàíå íà ëåíòà îò ñëó÷àéíè áèòîâå r.

Ùå êàçâàìå, ÷å M å PPT , êîãàòî M å ìàøèíà íà Òþðèíã, êîÿòî ïîëçâà ñëó÷àéíîñò è ðàáîòè
ïîëèíîìèàëíî âðåìå.

Êëàñúò RP ñå ñúñòîè îò åçèöèòå L, çà êîèòî èìà PPT M , òàêàâà ÷å:

x ∈ L→ Pr[M(x) = 1] >
1

2
x /∈ L→ Pr[M(x) = 0] = 1

Òúëêóâàìå ãîðíàòà äåôèíèöèÿ òàêà: àêî ñëó÷àéíîòî èç÷èñëåíèå âúðõó x äàäå îòãîâîð 'äà',
òîãàâà å âÿðíî ÷å x ∈ L, àêî ïúê îòãîâðúò å 'íå', íå å ÿñíî êàêâî ñòàâà.

RP ⊆ NP, çàùîòî èìà ìíîãî èç÷èñëåíèÿ M(x, ri), êîèòî ïðèåìàò x è âñÿêà îò ëåíòèòå ri å
ñåðòèôèêàò, ÷å x ∈ L.
Êëàñúò coRP ñå ñúñòîè îò åçèöèòå L, çà êîèòî èìà PPT M , òàêàâà ÷å:

x ∈ L→ Pr[M(x) = 1] = 1

x /∈ L→ Pr[M(x) = 0] >
1

2

Äà îçíà÷èì ñ L(x) õàðàêòåðèñòè÷íàòà ôóíêöèÿ íà åçèêà L: L(x) = 1 êîãàòî x ∈ L è L(x) = 0,
êîãàòî x /∈ L.
Êëàñúò BPP ñå ñúñòîè îò åçèöèòå L, çà êîèòî èìà PPT M , òàêàâà ÷å:

Pr[M(x) = L(x)] >
2

3

Î÷åâèäíî êëàñúò BPP âêëþ÷âà RP è coRP. Íå ñà ÿñíè îòíîøåíèÿòà ìó ñ NP. Ñúâðåìåííîòî
î÷àêâàíå å BPP = P, íî òåîðèèòå ïî òàçè òåìà ñà ñëîæíè.

Ïî-ìàëúê êëàñ â òàçè éåðàðõèÿ å ZPP, òîé å îò åçèöè L, çà êîèòî èìà PPT M , êîÿòî äàâà 3
âúçìîæíè îòãîâîðà 0, 1 è ? (ïîñëåäíîòî èíòåðïðåòèðàìå êàòî 'íå çíàì') è çà âñåêè âõîä x:

Pr[M(x) =′?′] <
1

2
Pr[M(x) = L(x) ∨M(x) =′?′] = 1

Ñëåäñòâèå 1: ZPP = RP ∩ coRP

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà L ∈ RP ∩ coRP è ìàøèíèòå MRP è McoRP ïðåäñòàâÿò L â äâàòà êëàñà.
Ïóñêàìå ãè äà ñìÿòàò è äâåòå è àêî äàäàò ïðîòèâîðå÷èâ ðåçóëòàò âðúùàìå ′?′, èíà÷å âðúùàìå
ñèãóðíèÿ ðåçóëòàò. Íîâàòà ìàøèíà âêàðâà L â ZPP.

Àêî ïúê L ∈ ZPP ïóñêàìå ïðåäñòàâÿùàòà ãî ìàøèíàMZPP äà ñìÿòà è ðåçóëòàòúò ′?′ çàìåíÿìå
ñ 0 èëè 1 çà äà ïîëó÷èì àëãîðèòúì, êîéòî âêàðâà åçèêà â RP èëè coRP.
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Ñëåäñòâèå 2: Êëàñúò ZPP ñå ñúñòîè îò åçèöèòå L, çà êîèòî èìà âåðîÿòíîñòíà ìàøèíà ML, çà
êîÿòî î÷àêâàíàòà ñëîæíîñò (ñðåäíîòî âðåìå çà ðàáîòà) å îãðàíè÷åíà îò ïîëèíîì, òàêàâà ÷å:

Pr[M(x) = L(x)] = 1

Äîêàçàòåëñòâî: Â åäíàòà ïîñîêà ïóñêàìå àëãîðèòúìúòMZPP íÿêîëêî ïúòè äîêàòî ïîëó÷è òî÷åí
îòãîâîð, â äðóãàòà ïóñêàìå ML äà ñìÿòà äîêàòî ìèíå îãðàíè÷àâàùèÿò ÿ ïîëèíîì è àêî íå å
ñâúðøèëà ñìåòêàòà âðúùàìå ′?′.

Ëåìà çà ïîâòîðåíèÿòà: (ñòàâà äóìà çà êëàñ RP èëè ïîäîáíà ñèòóàöèÿ)
Íåêà àëãîðèòúìúò A ðàçïîçíàâà åçèê L ñ âåðîÿòíîñò Pr[A(x) = L(x)] > f(n)−1, êúäåòî n = |x|,
à f(n) ðàñòå íåîãðàíè÷åíî. Îçíà÷åíèåòî A(x) = L(x) òúëêóâàìå 'A ðàçïîçíàâà ïðàâèëíî, ÷å
x ∈ L ïðè âõîä x è çàäàäåíà ðåäèöà îò ñëó÷àéíè ÷èñëà'. Íåêà ñòàðòèðàìå àëãîðèòúìà cf(n) lg(n)
ïúòè ñ ðàçëè÷íè ñëó÷àéíè ðåäèöè. Òîãàâà âåðîÿíîñòòà íèòî åäíî îò èçïúëíåíèÿòà äà íå óñïåå
Pr[ErrA] < 1/nc.

Äîêàçàòåëñòâî: Âåðîÿòíîñòòà çà åäèíè÷åí íåóñïåõ å ïî-ìàëêà îò (1−1/f(n)), à çà ìíîãîêðàòåí
ùå å ïî ìàëêà ñúîòâåòíî îò (1− 1/f(n))cf(n) lg(n) ≈ (1/e)c lg(n) = 1/nc.

Îò òàçè ëåìà ñå âèæäà, ÷å å äîñòàòú÷íî â äåôèíèöèèòå íà RP è coRP äà ñìåíèì êîíñòàíòàòà
1
2 ñ ìàëêà ôóíêöèÿ îò âèäà f(n)−1, êúäåòî f å ïîëèíîì. Òàçè òåõíèêà íà ìíîãîêðàòíî ïóñêàíå
íà àëãîðèòúì, ïîëçâàù ñëó÷àéíîñò ñå íàðè÷à íàìàëÿâàíå (ðåäóêöèÿ) íà ãðåøêàòà.

Òåñò íà Ìèëåð-Ðàáèí çà íàìèðàíå íà ïðîñòè ÷èñëà:

Check_Composite(a, n) //îòãîâîð TRUE ãàðàíòèðà, ÷å n å ñúñòàâíî
1) Îïðåäåëÿìå t è u òàêèâà, ÷å u å íå÷åòíî è n− 1 = 2tu.
2) x0 ← au mod n
3) for i← 1 to t
4) xi ← x2

i−1 mod n
5) if (xi = 1) ∧ (xi−1 6= 1) ∧ (xi−1 6= (n− 1))
6) return TRUE //íåòðèâèàëåí êîðåí íà åäèíèöàòà
7) if (xt 6= 1) return TRUE //ìàëêà òåîðåìà íà Ôåðìà
8) return FALSE //âåðîÿòíîñò ÷èñëîòî äà å ïðîñòî

Àëãîðèòúì Miler_Rabin(n, s)
1) for i← 1 to s
2) a← Random(1, n− 1)
3) if Check_Composite(a, n)
4) return COMPOSITE //ãàðàíòèðàíî
5) return PRIME //ñ âåðîÿòíîñò çà ãðåøêà íàé-ìíîãî 1

2s èëè 1
4s ?

Ìèíèìàëåí ñðåç: Karger

Íåêà G(V,E) å íåîðèåíòèðàí ãðàô ñ òåãëîâà ôóíêöèÿ w : E → R+. Íåêà |V | = n, |E| = m.

Èñêàìå äà íàìåðèì ìèíèìàëåí (ñïðÿìî òåãëîâàòà ôóíêöèÿ w) ñðåç (ðàçðåç) (A,B), A ∪ B =
V, A ∩B = ∅ çà G.
Â íÿêîè ñëó÷àè çà óäîáñòâî ùå ðàçãëåæäàìå G êàòî ìóëòèãðàô ñ åäèíè÷íè òåãëà, êàòî áðîÿò

íà ðåáðàòà ìåæäó äâà âúðõà u è v å ðàâåí íà w(u, v) (ïðåäïîëàãàìå, ÷å w ïðèåìà öåëè çíà÷åíèÿ).

Ñãúâàíå íà ðåáðî (u, v) ùå íàðè÷àìå ïðåîáðàçóâàíå íà ãðàôà G, ïðè êîåòî âúðõîâåòå u è v
ñå ñëåïâàò â åäèí íîâ ìåòàâðúõ (ùå ïðèåìàìå, ÷å v èç÷åçâà, à u å ðåçóëòàòúò îò ñãúâàíåòî),
ðåáðîòî (ìóëòèðåáðàòà) ìåæäó u è v èç÷åçâàò, à âñè÷êè îñòàíàëè ðåáðà îñòàâàò çàêà÷åíè çà
âúðõúò-íàñëåäíèê.

Ðåçóëòàòúò îò ñãúâàíåòî íà (u, v) ùå îòáåëÿçâàìå ñ G/(u, v). Àêî ñãúâàìå ãðóïà ðåáðà F , ðåçóë-
òàòúò ùå îòáåëÿçâàìå G/F . Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ðåäúò íà ñãúâàíå íà ãðóïà ðåáðà íÿìà çíà÷åíèå
ñ òî÷íîñò äî èçîìîðôèçúì.

Èäåÿòà íà àëãîðèòúìúò íà Karger å äà èçáèðà è ñãúâà ñëó÷àéíî èçáðàíî ðåáðî, àêî ðàçãëåæäàìå
ìóëòèãðàô ñ åäíè÷íè ðåáðà, èëè äà èçáèðà ðåáðî ñ âåðîÿòíîñò, ïðîïîðöèîíàëíà íà òåãëîâàòà
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ôóíêöèÿ. Òúé êàòî ðåáðàòà â ìèíèìàëíèÿò ñðåç ñà ìàëêî (èëè ëåêè), âåðîÿòíîñòà äà áúäàò
èçáðàíè çà ñãúâàíå å ìàëêà è ìîæå äà ñå î÷àêâà, ÷å ãðàôúò ùå ñå ïðåîáðàçóâà äî ãðàô ñ 2
ìåòàâúðõà, ïðåäñòàâÿùè ìíîæåñòâà A è B, êîèòî îïðåäåëÿò ìèíèìàëåí ñðåç.

Àëãîðèòúì Karger_0(G(V,E), w)
1) while |V | > 2
2) Èçáåðè ðåáðî (u, v) ñ âåðîÿòíîñò, ïðîïîðöèîíàëíà íà w(u, v).
3) G← G/(u, v)
4) return G

Ëåìà K_1: Íåêà äîïóñíåì, ÷å àëãîðèòúìúò êîíñòðóèðà ìèíèìàëåí ñðåç è ñóìàòà îò òåãëàòà
íà ðåáðàòà ìåæäó 2-òà ïîñëåäíè âúðõà íà G â ñòúïêà 4) å c (èëè òîâà å åäíî ìåòàðåáðî, ñúñ
ñóìàðíî òåãëî). c å âåëè÷èíàòà íà ìèíèìàëíèÿ ñðåç è ïî âðåìå íà ðàáîòàòà íà àëãîðèòúìà îò
âñÿêî ïîäìíîæåñòâî íà G èçëèçà ñóìàðåí ïîòîê (ñðåç) íå ïî-ìàëúê îò c.

Äîêàçàòåëñòâîòî ïðîâåæäàìå èíäóêòèâíî ïî öèêúëà íà àëãîðèòúìà. Êîãàòî ñãúâàìå ðåáðî
(u, v), ìíîæåñòâîòî îò 2-òà ìó âúðõà èìà ñóìàðåí ïîòîê c(u,v) ≥ c, îáåäèíåíÿò âðúõ ùå èìà
ñúùèÿò êàïàöèòåò è íÿìà äà íàðóøè áàëàíñà íà íèêîå ïîäìíîæåñòâî â íîâèÿò ãðàô G/(u, v).

Ëåìà K_2: Âåðîÿòíîñòòà àëãîðèòúìúò Karger_0 äà îòêðèå ìèíèìàëåí ñðåç å íå ïî-ìàëêà îò(
n
2

)−1
= Ω(n−2).

Äîêàçàòåëñòâî: Èíòåðïðåòèðàìå G êàòî ìóëòèãðàô ñ åäèíè÷íè òåãëà íà ðåáðàòà. Äà äîïóñíåì,
÷å àëãîðèòúìúò íà âñÿêà ñòúïêà èçáèðà ðåáðî, êîåòî íå å îò êîíêðåòåí ìèíèìàëåí ñðåç (A,B) ñ
êàïàöèòåò c. Ñúãëàñíî ëåìà K_1 êàïàöèòåòúò íà âñåêè âðúõ ùå å ïîíå c, ñëåäîâàòåëíî çà áðîÿò
íà âñè÷êè ðåáðà èìàìå íåðàâåíñòâîòî |E| ≥ ck/2, êúäåòî k å áðîÿò íà âúðõîâåòå â íÿêîé ìîìåíò
îò ðàáîòàòà íà àëãîðèòúìà.

Âåðîÿíîñòòà äà èçáåðåì ðåáðî îò ñðåçà å c
|E| ≤

2
k , à âåðîÿòíîñòòà äà èçáåðåì ðåáðî, êîåòî íå å

îò ñðåçà ùå å ïîíå 1− 2
k .

Çà âñè÷êè ïðåìèíàâàíèÿ ïðåç öèêúëà íà Karger_0 âåðîÿòíîñòòà äà íå ñãúíåì ðåáðî îò ñðåçà
ùå å ïîíå

(1− 2

n
)(1− 2

n− 1
)(1− 2

n− 2
) . . . (1− 2

3
) =

(
n− 2

n
)(
n− 3

n− 1
)(
n− 4

n− 2
) . . . (

1

3
) =

2

n(n− 1)
=

(
n

2

)−1

Ïî-íàòàòúê ùå ïîëçâàìå ëåêî ìîäèôèöèðàíà âåðñèÿ íà Karger_0, òÿ ùå öèêëè äîêàòî â ãðàôà
îñòàíàò íå 2, à k âúðõà (ïàðàìåòúðúò k å ìàëúê ñïðÿìî n):

Àëãîðèòúì Karger_1(G(V,E), w, k)
1) while |V | > k
2) Èçáåðè ðåáðî (u, v) ñ âåðîÿòíîñò, ïðîïîðöèîíàëíà íà w(u, v).
3) G← G/(u, v)
4) return G

Ëåìà K_3: Âåðîÿòíîñòòà àëãîðèòúìúò Karger_1 äà íå ñãúíå ðåáðî îò êîíêðåòåí ìèíèìàëåí
ñðåç å ïîíå

(
k
2

)
/
(
n
2

)
= Ω(k2/n2).

Äîêàçàòåëñòâî: Ïîâòàðÿìå ñìåòêàòà îò ëåìà K_2.

Ñëîæíîñò íà Karger_0 è Karger_1:
Àêî ïðåäñòàâèì ðåáðàòà è òåãëîâàòà ôóíêöèÿ ñ ìàòðèöà íà ñúñåäñòâà Wi,j è ïîääúðæàìå ìàñèâ
îò ñóìàðíèòå òåãëà D[i] =

∑
jWi,j , âñÿêî ïðåìèíàâàíå ïðåç öèêúëà èçáîð, ñãúâàíå íà ðåáðî ìîæå

äà ñå èçâúðøè çà âðåìå Θ(n) òàêà:
1) Ïúðâî èçáèðàìå ñëó÷àéíî ðåä i ñ âåðîÿòíîñò ïðîïîðöèîíàëíà íà D[i].



ÃËÀÂÀ 4. ÑËÎÆÍÎÑÒ ÍÀ ÈÇ×ÈÑËÈÒÅËÍÈ ÏÐÎÁËÅÌÈ 45

2) Èçáèðàìå ðåáðî (i, j) ñ âåðîÿòíîñò ïðîïîðöèîíàëíà íà Wi,j .
3) Ñãúâàíåòî ñâåæäàìå äî ñóìèðàíå íà ðåä/ñòúëá j êúì i,
4) ïîñëåäâàíî îò íóëèðàíå íà ðåä/ñòúëá j â ìàòðèöàòà Wi,j .

Âñÿêà îò ñòúïêèòå ïî-ãîðå ñå èçâúðøâà çà âðåìå Θ(n), îñíîâíèÿò öèêúë íà äâàòà àëãîðèòúìà
ñå âúðòè Θ(n) ïúòè, îòòóê îáùàòà ñëîæíîñò íà àëãîðèòúìà å Θ(n2).

Çà äà íàìåðèì ìèíèìàëåí ñðåç ñ âèñîêà âåðîÿòíîñò, òðÿáâà äà ïóñêàìå Karger_0 ìíîãî ïúòè,
ïðèìåðíî cn2 lg(n).

Îò ñìåòêàòà â ëåìà K_2 ñå âèæäà, ÷å êîãàòî âúðõîâåòå â G ñà ìíîãî, âåðîÿòíîñòòà çà ãðåøêà
å ìàëêà è ðàñòå ïðè íàìàëÿâàíå íà ãðàôà.

Ìîæåì äà ñïåñòèì èç÷èñëèòåëíà ðàáîòà, àêî ïðè ãîëÿìî n ïóñêàìå ìàëêî íà áðîé êîïèÿ íà
àëãîðèòúìà, à ñ íàìàëÿíåòî íà n óâåëè÷àâàìå áðîÿò íà ðàáîòåùèòå êîïèÿ.

Ðåçóëòàòúò îò òàçè èäåÿ å:

Àëãîðèòúì Karger(G(V,E), w)
1) if n < 6
2) G′ ← Karger_1(G(V,E), w, 2)
3) return G′ // G′ èìà 2 ìåòàâúðõà, âåðîÿòåí ìèíèìàëåí ñðåç
4) for i← 1 to 2 // Ñòàðòèðàìå ðåêóðñèâíî 2 êîïèÿ
5) G′ ← Karger_1(G(V,E), w, d n√

2
e+ 1)

6) Gi ← Karger(G′(V,E), w)
7) return mincut(Gi){G1, G2}
Ñëîæíîñò:

Äà îçíà÷èì ñ T (n) ñëîæíîñòòà ïî âðåìå íà àëãîðèòúìà Karger.
Tÿ óäîâëåòâîðÿâà ðåêóðåíòíàòà ôîðìóëà T (n) = 2T (d n√

2
e+ 1) + cn2.

Ðåøåíèåòî íà òàçè çàâèñèìîñò (Ìàñòåð òåîðåìà) å T (n) = Θ(n2 lg(n)).

Áðîÿò âúðõîâå d n√
2
e+ 1, êîèòî îñòàâàò íåñâèòè íà ðåä 5) íå å ñëó÷àåí, òîé äàâà âåðîÿòíîñò çà

îöåëÿâàíå íà êîíêðåòåí ìèíèìàëåí ñðåç ïîíå 1/2 ïðè ïðåìèíàâàíåòî íà ñãúâàíèÿòà îò ðåä 5).
Ëåìà K_3 ñå ïðèëàãà òóê.

Ëåìà K_4: Âåðîÿòíîñòòà àëãîðèòúìúò Karger äà íå ñãúíå ðåáðî îò êîíêðåòåí ìèíèìàëåí
ñðåç å Ω(1/ lg(n)).

Äîêàçàòåëñòâîòî íà ëåìàòà èçïîëçâà òúíêè ðåêóðåíòíè ñìåòêè è ïîñî÷åíîòî ïî-ãîðå ñúîáðà-
æåíèå çà îöåëÿâàíå íà ñðåçà ïðè ïðåìèíàâàíå íà ðåä 5) ñ âåðîÿòíîñò ïîíå 1/2. Íÿìà äà ãî ïèøà
òóêà, ñëîæíè÷êî å !

Òåîðåìà çà ñëîæíîñòòà íà àëãîðèòúìà íà Êàðãåð: Çà äà äîñòèãíåì ïðîèçâîëíî ìàëêà ãðåøêà å
äîñòàòú÷íî äà ñòðàòèðàìå àëãîðèòúìà Karger c lg2(n) ïúòè. Îáùàòà ñëîæíîñò íà ìíîãîêðàòíîòî
èçïúëíåíèå å Θ(n2 lg3(n)).

Äîêàçàòåëñòâî: Ñëåäâà îò àíàëèçà íà ñëîæíîñòòà íà åäèíè÷íîòî èçïúëíåíèå, ëåìà K_4 è
ëåìàòà çà ïîâòîðåíèÿòà.

Êàðãåð ïîñî÷âà íàé-äîáðî âðåìå çà äåòåðìèíèðàí àëãîðèòúì êúì 1996ã. îöåíêà O(mn+n2 lg(n))
çà àëãîðèòúì îò 1992ã. íà Nagamochi-Ibaraki.
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