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Ãëàâà 1

Âúâåäåíèå â ÷èñëåíèòå ìåòîäè íà

ëèíåéíàòà àëãåáðà

1.1 Êàêâî ïðåäñòàâëÿâàò ÷èñëåíèòå ìåòîäè?

Íàé-îáùî êàçàíî, ÷èñëåíèòå ìåòîäè ñà òåõíèêè, ÷ðåç êîèòî ìàòåìàòè÷åñêè çà-
äà÷è ñå ïðåäñòàâÿò âúâ âèä, â êîéòî ìîãàò äà áúäàò ðåøåíè ñ ïîìîùòà íà
àðèòìåòè÷íè îïåðàöèè. Âúïðåêè ÷å èìà ìíîãî âèäîâå ÷èñëåíè ìåòîäè, òå èìàò
îáùà õàðàêòåðèñòèêà � èçèñêâàò ãîëÿì áðîé àðèòìåòè÷íè ïðåñìÿòàíèÿ. Åòî çà-
ùî òÿõíîòî ïðèëàãàíå ñòàâà ïîñðåäñòâîì èìïëåìåíòèðàíåòî èì â êîìïþòúðíè
ïðîãðàìè.

Îáèêíîâåíî ÷èñëåíèòå ìåòîäè âêëþ÷âàò àïðîêñèìàöèÿ (ò.å. ïðèáëèæåíèå)
íà îðèãèíàëíàòà ìàòåìàòè÷åñêà çàäà÷à. Åòî çàùî ìîæåì äà ãè ðàçãëåæäàìå
êàòî òåõíèêè çà ïðèáëèæåíîòî ðåøàâàíå íà äàäåíà ìàòåìàòè÷åñêà çàäà÷à
ïîñðåäñòâîì àðèòìåòè÷íè îïåðàöèè.

Ïðåäè äà ïðåìèíåì êúì ðàçãëåæäàíåòî íà êîíêðåòíè ÷èñëåíè ìåòîäè, íåêà
ðàçãëåäàìå âúïðîñà çàùî èçîáùî å íåîáõîäèìî òÿõíîòî èçïîëçâàíå. Ìàòåìàòè-
êàòà å åçèêúò, íà êîéòî ñå îïèñâàò ïðîöåñèòå îò ñâåòà îêîëî íàñ. Çà äà èçó÷èì
äàäåí ðåàëåí ïðîöåñ èëè äà ðåøèì äàäåíà ïðàêòè÷åñêà çàäà÷à, íèå òðÿáâà äà
îïðåäåëèì êîè ñà îñíîâíèòå õàðàêòåðèñòèêè, êîèòî ãè îïèñâàò � òîâà ñà íÿêàê-
âè âåëè÷èíè, êîèòî äàâàò èíôîðìàöèÿ çà ñúîòâåòíèÿ ïðîöåñ (íàïðèìåð âðåìå,
ñêîðîñò, òåìïåðàòóðà, ñèëà, áúðçîäåéñòâèå íà àëãîðèòúì, êîìïðåñèÿ íà äàííè
è äð.). Âåëè÷èíèòå ñå èçìåðâàò â äàäåíè ìåðíè åäèíèöè, ò.å. èì ñå ñúïîñòàâÿò
íÿêàêâà ÷èñëåíè ñòîéíîñòè. Èçó÷àâàéêè äàäåí ïðîöåñ, íèå èñêàìå äà èçó÷èì
çàâèñèìîñòèòå ìåæäó âåëè÷èíèòå, êîèòî ãî îïèñâàò, êàòî çà öåëòà ñúçäàâàìå è
èçñëåäâàìå ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë íà ïðîöåñà.

Íàé-îáùî êàçàíî, ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë å îïèñàíèå íà íÿêàêúâ ðåàëåí
ïðîöåñ èëè ðåàëíà çàäà÷à íà åçèêà íà ìàòåìàòèêàòà. ×åñòî òîâà ñòàâà ÷ðåç
ôóíêöèÿ èëè óðàâíåíèå (èëè ñèñòåìà îò óðàâíåíèÿ), îáèêíîâåíî äèôåðåíöèàë-
íî, ñâúðçâàùî âåëè÷èíèòå, îïèñâàùè ïðîöåñà. Ìàòåìàòè÷åñêèÿò ìîäåë îáà÷å
ìîæå äà ïðåäñòàâëÿâà è äðóã ìàòåìàòè÷åñêè îáåêò. Íàïðèìåð, èçñëåäâàéêè åä-
íà êîìïþòúðíà ìðåæà, ìîæå äà ñå íàëîæè ðåøàâàíåòî íà çàäà÷à îò òåîðèÿ íà
ãðàôèòå.

Öåëòà íà ìàòåìàòè÷åñêîòî ìîäåëèðàíå å äà ñå îïèøå äàäåíèÿò ïðîöåñ è
ïî-äîáðå äà ñå ðàçáåðàò ìåõàíèçìèòå, êîèòî ãî îáóñëàâÿò, êàêòî è, åâåíòóàëíî,
äà ñå íàïðàâÿò êîìïþòúðíè ñèìóëàöèè è/èëè ïðåäâèæäàíèÿ çà áúäåùîòî ìó
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ïîâåäåíèå.
×åñòî â ëèòåðàòóðàòà ñå äàâà ñëåäíàòà ñõåìà, îïèñâàùà ìåòîäîëîãèÿòà íà

ìàòåìàòè÷åñêîòî ìîäåëèðàíå:

Äà êîìåíòèðàìå íàêðàòêî åòàïèòå, îïèñàíè â íåÿ.

1. Èìàéêè íÿêàêâà ðåàëíà çàäà÷à, ïúðâîòî, êîåòî òðÿáâà äà íàïðàâèì, å
äà ôîðìóëèðàìå ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë, êîéòî äà ÿ îïèñâà. Çà öåëòà
òðÿáâà äà îïðåäåëèì îñíîâíèòå âåëè÷èíè, êîèòî õàðàêòåðèçèðàò ïðîöåñà
(îò ãëåäíà òî÷êà íà ìàòåìàòèêàòà � ïðîìåíëèâè è ïàðàìåòðè), è äà ñúñòà-
âèì ìàòåìàòè÷åñêàòà çàäà÷à, êîÿòî ãè ñâúðçâà (íàïðèìåð äèôåðåíöèàëíî
óðàâíåíèå, îïòèìèçàöèîííà çàäà÷à è äð.). Âàæíî å äà ñå èìà ïðåäâèä, ÷å
âñåêè ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë å åäíà àáñòðàêöèÿ, èäåàëèçàöèÿ íà
ðåàëíèÿ ïðîöåñ. Â íåãî òðÿáâà äà èìà áàëàíñ � îò åäíà ñòðàíà, ìîäå-
ëúò òðÿáâà äîñòàòú÷íî ïîäðîáíî äà îïèñâà ïðîöåñà, òàêà ÷å ðåçóëòàòèòå
îò íåãî äà áúäàò ïîëåçíè, íî, îò äðóãà ñòðàíà, òðÿáâà äà å äîñòàòú÷íî
ïðîñò, çà äà ïîçâîëÿâà ìàòåìàòè÷åñêî èçñëåäâàíå. Âñåêè ìîäåë ñå áàçèðà
íà íÿêàêâè äîïóñêàíèÿ (àáñòðàêöèè), êîèòî ïîçâîëÿâàò îïðîñòÿâàíåòî íà
ðåàëíàòà ñèòóàöèÿ. Ïðè ñúçäàâàíåòî íà ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë èçïîëçâàìå
ôèçè÷åñêè çàêîíè, îáóñëàâÿùè ïðîöåñà, è ìàòåìàòè÷åñêè òåõíèêè, çà äà
ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ (èëè äðóãè îáåêòè), ñâúðçâàùè ïðîìåíëèâèòå. Â ñè-
òóàöèè, êîãàòî íå ñà èçâåñòíè ôèçè÷åñêè çàêîíè, êîèòî äà íè ðúêîâîäÿò,
ìîæå äà å íåîáõîäèìî äà ñå ñúáåðàò äàííè îò åêñïåðèìåíòè, íà áàçàòà íà
êîèòî äà ñå ñúñòàâè ìàòåìàòè÷åñêèÿò ìîäåë.

2. Èìàéêè ïðåäâèä, ÷å ìàòåìàòè÷åñêèÿò ìîäåë íà åäèí ïðîöåñ ïðåäñòàâëÿ-
âà ìàòåìàòè÷åñêà çàäà÷à, âòîðèÿò åòàï å äà ðåøèì òàçè çàäà÷à è äà
ïîëó÷èì ìàòåìàòè÷åñêè çàêëþ÷åíèÿ. Â íàñòîÿùèÿ êóðñ íèå ùå ðàç-
ãëåäàìå èìåííî òåõíèêè, êîèòî ùå ìîæåì äà èçïîëçâàìå â òîçè
åòàï. Âàæíî å äà ñå îòáåëåæè, ÷å ïðàêòè÷åñêèòå çàäà÷è âîäÿò òâúðäå
÷åñòî äî ìàòåìàòè÷åñêè çàäà÷è, êîèòî íå ìîãàò äà áúäàò ðåøåíè ñúñ ñòàí-
äàðòíèòå àíàëèòè÷íè òåõíèêè. Êàêòî çíàåì, äîðè ïðîñòî èçãëåæäàùè àë-
ãåáðè÷íè óðàâíåíèÿ êàòî ïîëèíîìèàëíèòå óðàâíåíèÿ îò ïåòà è ïî-âèñîêà
ñòåïåí â îáùèÿ ñëó÷àé íå ìîãàò äà áúäàò ðåøåíè òî÷íî. Ñúùîòî ñå îòíàñÿ
çà ïîâå÷åòî îïðåäåëåíè èíòåãðàëè è äð. Âúïðåêè òîâà îáà÷å ñúùåñòâóâàò
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òåõíèêè çà òÿõíîòî ïðèáëèæåíî ðåøàâàíå è èìåííî ñ òàêèâà ùå ñå
çàïîçíàåì â êóðñà ïî ×èñëåíè ìåòîäè.

3. Ñëåä êàòî ñìå ðåøèëè (â íÿêàêúâ ñìèñúë) ìàòåìàòè÷åñêàòà çàäà÷à, ñëåä-
âà äà èíòåðïðåòèðàìå ðåçóëòàòèòå îò ãëåäíà òî÷êà íà ðåàëíèÿ
ïðîöåñ.

4. Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å ðåçóëòàòèòå çà ðåàëíèÿ ïðîöåñ, êîèòî ïîëó÷èõ-
ìå, ñà ñëåäñòâèå íà ìàòåìàòè÷åñêèÿ ìîäåë, à íå íà ñàìèÿ ïðîöåñ. Îò äðóãà
ñòðàíà, êàçàõìå, ÷å ìàòåìàòè÷åñêèÿò ìîäåë å åäíà àáñòðàêöèÿ íà ðåàëíèÿ
ïðîöåñ, ò.å. ìîæå è äà íå ãî îïèñâà äîñòàòú÷íî äîáðå. Çàòîâà å íåîáõîäèìî
äà íàïðàâèì ïðîâåðêà äàëè òåçè ðåçóëòàòè ñúîòâåòñòâàò íà ðåàë-
íîñòòà. Àêî òîâà å òàêà, ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å ìîäåëúò íè å óäà÷åí. Â
ïðîòèâåí ñëó÷àé ñå âðúùàìå â íà÷àëîòî è òðÿáâà äà ìîäèôèöèðàìå ìî-
äåëà òàêà, ÷å òîé äà îòðàçÿâà äåéñòâèòåëíîñòòà ïî-äîáðå. Ñ äðóãè äóìè,
ìàòåìàòè÷åñêîòî ìîäåëèðàíå å åäèí èòåðàòèâåí ïðîöåñ.

Äà ôîðìóëèðàìå íÿêîëêî ïðè÷èíè çà èçó÷àâàíåòî íà ÷èñëåíè ìåòîäè:

• ×èñëåíèòå ìåòîäè ñà ìíîãî ìîùíè ñðåäñòâà çà ðåøàâàíåòî íà ðåàëíè çà-
äà÷è. Ñ òÿõíà ïîìîù å âúçìîæíî ðåøàâàíåòî íà ãîëåìè ñèñòåìè óðàâíå-
íèÿ, ñïðàâÿíåòî ñ íåëèíåéíîñòè è ñëîæíè ãåîìåòðèè, êîèòî ñà ïðèñúùè
çà çàäà÷èòå îò ïðàêòèêàòà è êúì êîèòî ÷åñòî å íåâúçìîæíî äà ñå ïîäõîäè
àíàëèòè÷íî.

• ×åñòî â ïðàêòèêàòà ñå íàëàãà èçïîëçâàíåòî íà ãîòîâè ñîôòóåðíè ïðîäóê-
òè, ÷èåòî äåéñòâèå ñå áàçèðà íà äàäåíè ÷èñëåíè ìåòîäè. Èíòåëèãåíòíîòî
èçïîëçâàíå íà òåçè ïðîäóêòè èçèñêâà ïîçíàâàíåòî íà îñíîâíàòà òåîðèÿ,
îáóñëàâÿùà ñúîòâåòíèòå ÷èñëåíè ìåòîäè.

• Íåâèíàãè ãîòîâèòå ñîôòóåðíè ïðîäóêòè ñà äîñòàòú÷íè çà ðåøàâàíåòî íà
äàäåíà ïðàêòè÷åñêà çàäà÷à. Â òåçè ñëó÷àè ïîçíàâàíåòî íà îñíîâíàòà òå-
îðèÿ â îáëàñòòà íà ÷èñëåíèòå ìåòîäè íè ïîçâîëÿâà ïðîåêòèðàíåòî è íàï-
ðàâàòà íà ñîáñòâåíè ïðîãðàìè.

1.2 Ãðåøêà. Èçòî÷íèöè íà ãðåøêà. Ïðåäñòàâÿíå

íà ÷èñëàòà â êîìïþòúðà.

Êàêòî îòáåëÿçàõìå, ïîâå÷åòî ÷èñëåíè ìåòîäè âêëþ÷âàò íÿêàêâà àïðîêñèìà-
öèÿ. Åòî çàùî ðàçáèðàíåòî íà èäåÿòà çà ãðåøêà å îò ìíîãî ãîëÿìà âàæíîñò çà
åôåêòèâíîòî èì èçïîëçâàíå. Íåêà ïúðâî äàäåì ñëåäíèòå äåôèíèöèè:

Äåôèíèöèÿ 1. Àáñîëþòíà ãðåøêà íàðè÷àìå ðàçëèêàòà ìåæäó òî÷íàòà

è ïðèáëèæåíàòà ñòîéíîñò ïðè äàäåíà àïðîêñèìàöèÿ:

εa := exact value− approximation.

Äåôèíèöèÿ 2. Îòíîñèòåëíà ãðåøêà äåôèíèðàìå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

εr :=
exact value− approximation

exact value
=

εa
exact value

.
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Îñíîâíèòå èçòî÷íèöè íà ãðåøêà ïðè ðåøàâàíåòî íà åäíà ïðàêòè÷åñêà çàäà-
÷à ñà ñëåäíèòå:

• Ìàòåìàòè÷åñêèÿò ìîäåë � êàêòî êàçàõìå, ìàòåìàòè÷åñêèÿò ìîäåë ñàì ïî
ñåáå ñè å åäíà àïðîêñèìàöèÿ íà ðåàëíîñòòà, ñ äðóãè äóìè ñàìîòî ìó ñúñ-
òàâÿíå âúâåæäà ãðåøêà ïî îòíîøåíèå íà ðåàëíèÿ ïðîöåñ.

• Ãðåøêà îò ÷èñëåíèÿ ìåòîä � îáèêíîâåíî ÷èñëåíèòå ìåòîäè ñå áàçèðàò íà
íÿêàêâà àïðîêñèìàöèÿ, ò.å. âúâåæäàò íÿêàêâà ãðåøêà. Òúé êàòî íèå íà
ïðàêòèêà íå çíàåì òî÷íîòî ðåøåíèå íà ñúîòâåòíàòà ìàòåìàòè÷åñêà çàäà-
÷à, îáèêíîâåíî å íåâúçìîæíî äà íàìåðèì êàêâà å ãðåøêàòà ïðè âúïðîñ-
íàòà àïðîêñèìàöèÿ. Îò äðóãà ñòðàíà, çà äà ðàçáåðåì äàëè äàäåí ÷èñëåí
ìåòîä å ïðèëîæèì, èëè íå, íèå òðÿáâà äà çíàåì ñ êàêâà òî÷íîñò òîé ùå
ðåøè ñúîòâåòíàòà çàäà÷à. Çàòîâà ñå íàëàãà äà ñå ïðàâÿò îöåíêè íà ãðåø-
êàòà, íàïðèìåð äà ñå íàìåðè íÿêàêâà ñòîéíîñò, êîÿòî òÿ ñúñ ñèãóðíîñò íå
íàäìèíàâà, èëè äà ñå îïðåäåëè íåéíèÿò ïîðÿäúê.

• Ãðåøêè îò çàêðúãëÿâàíå � òå ñà ñâúðçàíè ñ íà÷èíà, ïî êîéòî ÷èñëàòà ñå
ïðåäñòàâÿò â êîìïþòúðà. Ùå ñå ñïðåì ïî-ïîäðîáíî íà òîçè âèä ãðåøêà â
íàñòîÿùèÿ ïàðàãðàô.

• Ãðåøêè îò âõîäíèòå äàííè � ìàòåìàòè÷åñêèòå ìîäåëè îáèêíîâåíî çàâèñÿò
îò íÿêàêâè ïàðàìåòðè, êîèòî ñå îïðåäåëÿò ÷ðåç ïðîâåæäàíåòî íà åêñïåðè-
ìåíòè, ïðàâåíåòî íà èçìåðâàíèÿ. Äîðè è íàé-ñúâúðøåíàòà òåõíèêà ïîç-
âîëÿâà èçìåðâàíå ñ îïðåäåëåíà òî÷íîñò, ò.å. ñòîéíîñòèòå íà èçìåðåíèòå
âåëè÷èíè, ñ êîèòî ðàáîòèì, ñúùî íîñÿò îïðåäåëåíà ãðåøêà.

Çàäà÷à 1. Äà ñå íàìåðÿò àáñîëþòíàòà è îòíîñèòåëíàòà ãðåøêà, êîèòî ñå ïîëó-
÷àâàò, êàòî ïðèáëèæèì ñòîéíîñòòà íà ex ñ ïîëèíîìà íà Òåéëúð îò òðåòà ñòåïåí
1 + x+ x2/2 + x3/6 çà x = 0.1. Äà ñå ïîñòðîè ãðàôèêà íà îòíîñèòåëíàòà ãðåøêà
çà x ∈ [0, 0.15].

Ðåøåíèå. Ùå èçïîëçâàìå ñèñòåìàòà Wolfram Mathematica.

In[1]:= absErr[x_] := E^x - (1 + x + x^2/2 + x^3/6)

relErr[x_] :=
absErr[x]

E^x
absErr[0.1]

relErr[0.1]

Out[3]= 4.25141 ×10-6

Out[4]= 3.84683 ×10-6

Çà ãðàôèêàòà ïîëó÷àâàìå
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In[5]:= Plot[relErr[x], {x, 0, 0.15}]

Out[5]=

0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14

5.×10-6

0.00001

0.000015

Ãðåøêàòà ðàñòå ñ íàðàñòâàíåòî íà àðãóìåíòà, êîåòî å åñòåñòâåíî, èìàéêè ïðåä-
âèä, ÷å åêñïîíåíöèàëíàòà ôóíêöèÿ ðàñòå çíà÷èòåëíî ïî-áúðçî îò ïîëèíîìà.
Âñå ïàê â ðàçãëåæäàíèÿ èíòåðâàë òÿ íå íàäìèíàâà 0.002%.

Ñåãà ùå ñå ñïðåì íà ãðåøêàòà îò çàêðúãëÿâàíå. Ïðè÷èíàòà çà íåÿ, êàêòî
êàçàõìå, å íà÷èíúò, ïî êîéòî ÷èñëàòà ñå ïðåäñòàâÿò â êîìïþòúðà. Ïî-òî÷íî, ùå
ñå çàíèìàåì ñ ò.íàð. ÷èñëà ñ ïëàâàùà òî÷êà (�oating-point). Ïðè òîçè ïîäõîä
÷èñëîòî ñå ïðåäñòàâÿ ÷ðåç äðîáíà ÷àñò, íàðå÷åíà ìàíòèñà, è öÿëî ÷èñëî, êîåòî
ñå íàðè÷à åêñïîíåíòà èëè õàðàêòåðèñòèêà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

m.be,

êúäåòî m å ìàíòèñàòà, b å îñíîâàòà íà áðîéíàòà ñèñòåìà, â êîÿòî ðàáîòèì (â
êîìïþòúðà b = 2), e � åêñïîíåíòàòà. Íàïðèìåð 156.78 = 0.15678×103 å ïðåäñòà-
âÿíåòî âúâ âèä íà ÷èñëî ñ ïëàâàùà òî÷êà íà ÷èñëîòî 156.78 â äåñåòè÷íà áðîéíà
ñèñòåìà. Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å îáèêíîâåíî äðîáíàòà ÷àñò ñå íîðìàëèçèðà,
òàêà ÷å ïúðâèÿò çíàê ñëåä äåñåòè÷íàòà òî÷êà äà áúäå ðàçëè÷åí îò íóëà.

Ïðåäèìñòâîòî íà ÷èñëàòà ñ ïëàâàùà òî÷êà å, ÷å òå ïîçâîëÿâàò ïðåäñòàâÿ-
íåòî êàêòî íà äðîáè, òàêà è íà ìíîãî ãîëåìè ÷èñëà. Îò äðóãà ñòðàíà îáà÷å, ñå
ïîÿâÿâà ò.íàð. ãðåøêà îò çàêðúãëÿâàíå, òúé êàòî ìàíòèñàòà ìîæå äà ñúäúðæà
ñàìî êðàåí áðîé çíà÷åùè öèôðè. Â êîìïïþòúðà, ñ t-áèòîâà äóìà ìîãàò äà ñå
ïðåäñòàâÿò íàé-ìíîãî 2t ðàçëè÷íè ðåàëíè ÷èñëà. Î÷åâèäíî èìà áåçáðîé ìíîãî
÷èñëà, êîèòî íå ìîãàò äà áúäàò ïðåäñòàâåíè òî÷íî. Çà òÿõíîòî ïðåäñòàâÿíå ñå
èçïîëçâà íàé-áëèçêîòî ÷èñëî, êîåòî ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè òî÷íî. Ïî òîçè íà÷èí
âúâåæäàìå ãðåøêà îò çàêðúãëÿâàíå. Íåùî ïîâå÷å, òúé êàòî èìà ìàêñèìàëíî
(ïî àáñîëþòíà ñòîéíîñò) ÷èñëî, òî ïðè îïèò äà çàïèøåì ÷èñëî, êîåòî èìà ïî-
ãîëÿìà ñòîéíîñò, ïîëó÷àâàìå ò.íàð ãðåøêà �over�ow�. Îñâåí òîâà, ïî àíàëîãè÷íà
ïðè÷èíà, íå ìîæåì äà ïðåäñòàâÿìå ìíîãî ìàëêè ïî àáñîëþòíà ñòîéíîñò ÷èñëà
(ò.å. áëèçêè äî íóëàòà). Îïèòúò çà çàïèñâàíåòî íà òàêîâà ÷èñëî âîäè äî ãðåøêà
�under�ow�. Íåêà îòáåëåæèì, ÷å íÿêîè êîìïþòðè çàìåñòâàò �under�ow� ñ íóëà.

Çà äà èëþñòðèðàìå åôåêòèòå îò ãðåøêèòå îò çàêðúãëÿâàíå, íåêà ðàçãëå-
äàìå åäèí õèïîòåòè÷åí êîìïþòúð, êîéòî èçïîëçâà äåñåòè÷íà áðîéíà ñèñòåìà
è ïðåäñòàâÿ ÷èñëàòà ñ ïëàâàùà òî÷êà ÷ðåç 1-öèôðåíà åêñïîíåíòà ñúñ çíàê è
3-öèôðåíà ìàíòèñà.

Íàé-ìàëêîòî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî, êîåòî ìîæåì äà ïðåäñòàâèì â òîçè êîìïþ-
òúð, å 0.100×10−9, à ñëåäâàùîòî ïî ãîëåìèíà ÷èñëî å 0.101×10−9. Âñÿêî äðóãî
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÷èñëî ìåæäó òåçè äâå òðÿáâà äà áúäå àïðîêñèìèðàíî. Òîâà íè äàâà ìàêñèìàëíà
ãðåøêà îò çàêðúãëÿâàíå 0.5× 10−12.

Íàé-ãîëÿìîòî ÷èñëî, êîåòî ìîæåì äà ïðåäñòàâèì, å 0.999×109, äîêàòî ñëåä-
âàùîòî ïî-ìàëêî ÷èñëî å 0.998× 109, êîåòî äàâà ìàêñèìàëíà ãðåøêà 0.5× 106.

Âèæäà ñå, ÷å ãðåøêàòà ñúùåñòâåíî çàâèñè îò ãîëåìèíàòà íà ÷èñëàòà, êîèòî
àïðîêñèìèðàìå. Çàòîâà å ïî-ñìèñëåíî äà ãîâîðèì çà îòíîñèòåëíàòà âìåñòî çà
àáñîëþòíàòà ãðåøêà. Ìîæå äà ñå ïîêàæå, ÷å òÿ å ïîä 5×10−3, ò.å. ïîä 0.5%. Äà
ðàçãëåäàìå ñëåäíèÿ ïðèìåð, êîéòî ùå íè ïîêàæå çàùî îòíîñèòåëíàòà ãðåøêà
å ïî-äîáðèÿ ïîêàçàòåë çà òî÷íîñòòà íà ïðèáëèæåíèåòî. ßñíî å, ÷å àáñîëþò-
íà ãðåøêà, ðàâíà íà 1, ïðè ÷èñëî îò ïîðÿäúêà íà 108 å, ïî ïðèíöèï, ìíîãî
ïî-ïðåíåáðåæèìà, îòêîëêîòî ãðåøêà îò 0.001 ïðè ÷èñëî îò ïîðÿäúêà íà 10−2.
Îòíîñèòåëíèòå ãðåøêè â òîçè ñëó÷àé ñà ñúîòâåòíî 10−8 è 0.1.

Èçîáùî, ïðè ðàáîòà â ñèñòåìà ÷èñëà ñ ïëàâàùà òî÷êà ñ p çíà÷åùè öèôðè,
ìîæå äà ñå ïîêàæå, ÷å çà îòíîñèòåëíàòà ãðåøêà εr å â ñèëà

|ε|r ≤ 0.5× 10−p =: ε.

Ïðè ðàáîòà ñ ÷èñëà ñ äâîéíà òî÷íîñò (double), èìàìå p ≈ 16, à ñ åäèíè÷íà (�oat)
� p ≈ 7. Êàòî ðåçóëòàò îò ãðåøêèòå îò çàêðúãëÿâàíå, äîðè ôóíäàìåíòàëíèòå
àñîöèàòèâíè è äèñòðèáóòèâíè çàêîíè íà àëãåáðàòà ìîæå è äà íå ñà â ñèëà ïðè
÷èñëåíè ïðåñìÿòàíèÿ. Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíèòå ïðèìåðè:

• Àñîöèàòèâíîñò íà ñúáèðàíåòî

a+ (b+ c) = (a+ b) + c.

Íåêà a = 0.456× 10−2, b = 0.123× 100, c = −0.128× 100. Òîãàâà

(a+ b) + c = 0.128× 100 − 0.128× 100 = 0,

a+ (b+ c) = 0.456× 10−2 − 0.500× 10−2 = −0.440× 10−3.

Î÷åâèäíî ïúðâèÿò ðåçóëòàò íå å âåðåí è ïðè÷èíàòà çà òîâà å ñúáèðàíåòî
íà ãîëÿìî ñ ìàëêî ÷èñëî. Ìîæåì äà ðàçãëåäàìå è îùå ïî-ïîêàçàòåëåí
ïðèìåð çà òîçè ïðîáëåì � àêî ñúáåðåì 0.100×100 ñ 0.100×10−3, ðåçóëòàòúò
å 0.100× 100, ò.å. âñå åäíî íå ñìå èçâúðøèëè ñúáèðàíåòî!

• Àñîöèàòèâíîñò íà óìíîæåíèåòî

a× (b× c) = (a× b)× c.

Ïðè ñòîéíîñòè a = 10−6, b = 10−6, c = 108 ëÿâàòà ñòðàíà íà àñîöèàòèâíèÿ
çàêîí äàâà âåðåí ðåçóëòàò. Ïðè èçïîëçâàíå íà äÿñíàòà ñòðàíà îáà÷å, ïðè
èç÷èñëåíèÿòà ùå ñå ïîëó÷è �under�ow�. Âèæäàìå, ÷å äîðè ïðè ðàáîòàòà
ñ ÷èñëà, êîèòî ìîãàò äà áúäàò ïðåäñòàâåíè òî÷íî, íå ñìå çàñòðàõîâàíè
îò íàëè÷èåòî íà òàçè ãðåøêà. Ñ äðóãè äóìè çà òîâà êàê ùå ïðîòå÷å
èçïúëíåíèåòî íà åäèí àëãîðèòúì ñåðèîçíî âëèÿíèå ìîæå äà èìà
ðåäúò, â êîéòî ñå èçïúëíÿâàò îïåðàöèèòå.

Ãîðíèòå ïðèìåðè íè ïîêàçâàò, ÷å âñÿêà àðèòìåòè÷íà îïåðàöèÿ, êîÿòî èç-
âúðøâàìå, áè ìîãëà äà âúâåäå ãðåøêà. Âìåñòî äà ðàáîòèì ñ òî÷íàòà ñòîéíîñò
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íà a � b, êúäåòî � å íÿêîÿ îò îïåðàöèèòå ñúáèðàíå, èçâàæäàíå, óìíîæåíèå,
äåëåíèå, ðàáîòèì ñ

fl(a� b) = (a� b)(1 + δ)

è δ å ñúòîâåòíàòà îòíîñèòåëíà ãðåøêà, êîÿòî å îãðàíè÷åíà îò |δ| < ε. Êàêòî
êàçàõìå, ÷èñëåíèòå ìåòîäè ñå áàçèðàò íà ãîëÿì áðîé àðèòìåòè÷íè îïåðàöèè,
òàêà ÷å òîâà å íåùî, êîåòî íå ìîæåì äà ïðåíåáðåãíåì ïðè òÿõíîòî èçïîëçâàíå.

Çà äà èëþñòðèðàìå åôåêòà íà ãðåøêèòå îò çàêðúãëÿâàíå, íåêà ðàçãëåäàìå
ñëåäíèÿ ïðèìåð.

Çàäà÷à 2. Äàäåí å àëãåáðè÷íèÿò ïîëèíîì

p(x) = (x−2)9 = x9−18x8+x7−672x6+2016x5−4032x4+5376x3−4608x2+2304x−512.

Äà ñå ïîñòðîè íåãîâàòà ãðàôèêà, êàòî çà ïðåñìÿòàíå íà ñòîéíîñòèòå ìó â òî÷-
êàòà x ñå èçïîëçâà

a)p(x) = (x− 2)9

á)p(x) = x9 − 18x8 + 144x7 − 672x6 + 2016x5 − 4032x4 + 5376x3 − 4608x2 +
2304x− 512.

Ðåøåíèå. Ðåøåíèåòî íà à) ïðèëàãàìå ïî-äîëó.
f[x_]:=(x-2)^9

Plot[f[x],{x,1.9,2.1}]

1.95 2.00 2.05 2.10

-5.×10-11

5.×10-11

Çà á) èìàìå.

p[x_]:=-512+2304 x-4608 x
2+5376 x

3-4032 x
4+2016 x

5-672 x
6+144 x

7-18 x
8+x9

Plot[p[x],{x,1.9,2.1}]

1.95 2.00 2.05 2.10

-5.×10-11

5.×10-11

Î÷åâèäíî âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé ðåçóëòàòúò å ïî-ëîø. Ïðè÷èíàòà å â ãîëåìèÿ
áðîé àðèòìåòè÷íè îïåðàöèè, êîèòî èçâúðøâàìå ïðè íåãî. Ãðåøêèòå îò çàêðúã-
ëÿâàíå âîäÿò äî ïîÿâèëèÿ ñå �øóì�.
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Âçåìàéêè ïðåäâèä êàçàíîòî äîòóê, ÷èñëåíèòå ìåòîäè, êîèòî èçïîëçâà-
ìå òðÿáâà äà ñà òàêèâà, ÷å ãðåøêèòå îò çàêðúãëÿâàíå äà íå âîäÿò äî
äðàñòè÷íî èçìåíåíèå íà ðåçóëòàòà. Òàêèâà ìåòîäè ñå íàðè÷àò óñòîé-
÷èâè.

1.3 Ëèíåéíè àëãåáðè÷íè ñèñòåìè è çàäà÷è, ïðè

êîèòî âúçíèêâàò

1.3.1 Ìîäåëèðàíå íà ñòàöèîíàðíî ñúñòîÿíèå íà äàäåíà ôè-
çè÷åñêà ñèñòåìà

Ìíîãî ôèçè÷åñêè ïðîöåñè, èçìåíÿùè ñå âúâ âðåìåòî, ñå îïèñâàò ñ äèôåðåíöè-
àëíè óðàâíåíèÿ îò âèäà

du

dt
= f(t, u(t)). (1.1)

Òîâà, ðàçáèðà ñå, å â ñèëà, êîãàòî ôóíêöèÿòà u íå çàâèñè îò òî÷êàòà â ïðîñò-
ðàíñòâîòî, à å ôóíêöèÿ ñàìî íà âðåìåòî t. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé ìîäåëúò ùå áúäå
÷àñòíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå. Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å (1.1) ìîæå äà áúäå
è ñèñòåìà îò äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ, àêî u : R→ Rn å âåêòîðíà ôóíêöèÿ.

Ñòàöèîíàðíîòî ñúñòîÿíèå íà åäíà ñèñòåìà å ñúñòîÿíèå, êîåòî íå ñå èçìåíÿ
âúâ âðåìåòî, ò.å. ñúñòîÿíèå, çà êîåòî du/dt = 0. Òîãàâà (1.1) ñå ñâåæäà äî
ñèñòåìà àëãåáðè÷íè óðàâíåíèÿ îò âèäà

f(t, u) = 0.

Ùå ðàçãëåäàìå äâå ïðèìåðíè ñèñòåìè â ñòàöèîíàðíî ñúñòîÿíèå.
Ñòàöèîíàðíî ñúñòîÿíèå íà ñèñòåìà îò ïðóæèíè è ìàñè.
Ñèñòåìè îò ïðóæèíè è ìàñè èãðàÿò âàæíà ðîëÿ êàòî èäåàëèçàöèÿ â ðåäè-

öà ïðèëîæåíèÿ â ìåõàíèêàòà, èíæåíåðíîòî äåëî è ðàçâëåêàòåëíàòà èíäóñòðèÿ
(íàïðèìåð â êîìïþòúðíàòà àíèìàöèÿ).

Íåêà ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà ïðèìåðíà ñèñòåìà:

Íåêà òåëàòà èìàò ìàñè ñúîòâåòíî m1 = 2kg, m2 = 3kg, m3 = 2.5kg, à åëàñ-
òè÷íèòå ñèëè â ïðóæèíèòå ñå îïèñâàò ñúñ çàêîíà íà Õóê F = kx, êúäåòî
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k = 10kg/s2, à x å äúëæèíàòà íà ïðóæèíàòà. Íåêà â ïîêîé îçíà÷èì ðàçñòî-
ÿíèÿòà íà òðèòå òåëà äî îñíîâàòà, íà êîÿòî ñà çàêà÷åíè ñ x1, x2, x3.

Çà äà áúäå ñèñòåìàòà â ïîêîé, âúðõó âñÿêî îò òåëàòà ñèëèòå, äåéñòâàùè âúâ
âåðòèêàëíî íàïðàâëåíèå, òðÿáâà äà ñå óðàâíîâåñÿâàò. Çà ïúðâîòî òÿëî èìàìå
åäíà ïðóæèíà, äåéñòâàùà íà òÿëîòî íàãîðå ñúñ ñèëà FU = kx1. Íàäîëó äåéñòâàò
ñèëàòà íà òåæåñòòà G = m1g è äâå ïðóæèíè ñúñ ñèëè FD = k(x2 − x1). Òîãàâà
çà ïúðâîòî òÿëî òðÿáâà äà å èçïúëíåíî

kx1 = m1g + 2k(x2 − x1).

Àíàëîãè÷íî, ñúñòàâÿéêè óðàâíåíèÿ è çà äðóãèòå äâå òåëà, ïîëó÷àâàìå ñèñòå-
ìàòà

3kx1 − 2kx2 = m1g,

− 2kx1 + 3kx2 − kx3 = m2g,

− kx2 + kx3 = m3g.

Çàìåñòâàéêè â ñèñòåìàòà ñúñ ñúîòâåòíèòå ñòîéíîñòè íà âåëè÷èíèòå è çàïèñâàé-
êè ñèñòåìàòà âúâ âåêòîðíî-ìàòðè÷íà ôîðìà, ïîëó÷àâàìå îêîí÷àòåëíî Ax = b,
êúäåòî

A =

 30 −20
−20 30 −10

−10 10

 , x =

 x1
x2
x3

 , b =

 19.6
29.4
24.5

 .
Ñèñòåìàòà èìà ìàòðèöà, êîÿòî å ñèìåòðè÷íà è ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà.

Ñèìåòðèÿòà â ìàòðèöàòà å åñòåñòâåíî îòðàæåíèå íà ñèìåòðèÿòà âúâ
ôèçè÷åñêèÿ ïðîöåñ � åëàñòè÷íèòå ñèëè, êîèòî äåéñòâàò íà ïúðâîòî òÿëî íà-
äîëó, äåéñòâàò íà âòîðîòî â îáðàòíà ïîñîêà. Ìíîãî ïðîöåñè ñå õàðàêòåðèçèðàò
ñ íÿêàêâà ñèìåòðèÿ, êîÿòî ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí âîäè äî ñèìåòðèÿ â ðàçãëåæ-
äàíèòå ìàòåìàòè÷åñêè çàäà÷è, â ÷àñòíîñò ëèíåéíè àëãåáðè÷íè ñèñòåìè.

Àíàëèç íà ñòàöèîíàðíîòî ñúñòîÿíèå íà ñèñòåìà ðåàêòîðè
Íåêà ðàçãëåäàìå ñëåäíèÿ ðåàêòîð:

Çà äà áúäå òîé â ñòàöèîíàðíî ñúñòîÿíèå, å íåîáõîäèìî âõîäúò â ðåàêòîðà
òî÷íî äà ñå êîìïåíñèðà îò èçõîäà. Ñ äðóãè äóìè, òðÿáâà äà å èçïúëíåíî

Q1c1 +Q2c2 = Q3c3,

50 + 15 = 3.5c3,
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ò.å. ñòàöèîíàðíàòà êîíöåíòðàöèÿ å ðåøåíèå íà åäíî àëãåáðè÷íî óðàâíåíèå.
Íåêà ñåãà ðàçãëåäàìå åäíà ìíîãîêîìïîíåíòíà ñèñòåìà:

ßñíî å, ÷å êîãàòî ñèñòåìàòà å ìíîãîêîìïîíåíòíà, ùå ïîëó÷èì ñèñ-
òåìà ëèíåéíè àëãåáðè÷íè óðàâíåíèÿ, òúé êàòî â òîçè ñëó÷àé çà âñåêè
åäèí ðåàêòîð â ñèñòåìàòà ùå �îòãîâàðÿ� ïî åäíî óðàâíåíèå Òÿ èìà âèäà (i-òîòî
óðàâíåíèå îòãîâàðÿ íà áàëàíñà íà ìàñèòå â i-òèÿ ðåàêòîð, i = 1, . . . , 5)

Q01c01 +Q31c3 = (Q12 +Q15)c1,

Q12c1 = (Q25 +Q24 +Q23)c2,

Q03c03 +Q23c2 = (Q31 +Q34)c3,

Q24c2 +Q34c3 +Q54c5 = Q44c4,

Q15c1 +Q25c2 = Q54c5 +Q55c5.

Çàìåñòâàéêè äàííèòå îò ôèãóðàòà, ïîëó÷àâàìå

6c1 − c3 = 50,

− 3c1 + 3c2 = 0,

− c2 + 9c3 = 160,

− c2 − 8c3 + 11c4 − 2c5 = 0,

− 3c1 − c2 + 4c5 = 0.

Çàïèñàíà âúâ âåêòîðíî-ìàòðè÷íà ôîðìà, ñèñòåìàòà èìà âèäà Ac = b, êúäåòî

A =


6 0 −1 0 0
−3 3 0 0 0
0 −1 9 0 0
0 −1 −8 11 −2
−3 −1 0 0 4

 , c =


c1
c2
c3
c4
c5

 , b =


50
0

160
0
0

 .

1.3.2 Ëèíåéíè àëãåáðè÷íè ñèñòåìè, âúçíèêâàùè ïðè ðå-
øàâàíåòî íà äðóãè ìàòåìàòè÷åñêè çàäà÷è

Ìíîãî ÷åñòî ëèíåéíèòå àëãåáðè÷íè ñèñòåìè íå âúçíèêâàò äèðåêòíî ïðè ìî-
äåëèðàíåòî íà äàäåíà ôèçè÷åñêà ñèñòåìà, à ïðè ðåøàâàíåòî íà äðóãè ìàòå-
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ìàòè÷åñêè çàäà÷è, êîèòî ñå íàëàãà äà ñå ðåøàâàò ïðè èçñëåäâàíåòî íà äàäåí
ïðèëîæåí ïðîáëåì.

Íàìèðàíå íà èíòåðïîëàöèîíåí ïîëèíîì
Åäíà âúçìîæíîñò äà îïèøåì çàâèñèìîñòòà ìåæäó äâå âåëè÷èíè ïî äàäåíè

åêñïåðèìåíòàëíè äàííè, å äà íàìåðèì èíòåðïîëàöèîííèÿ ïîëèíîì, êîéòî ìèíà-
âà ïðåç ñúîòâåòíèòå òî÷êè. Àêî íàïðèìåð ñà íè äàäåíè ñëåäíèòå äàííè (òî÷êè
ñ êîîðäèíàòè (xi, yi), i = 0, n):

●
●

●

●

●

p(x)

x0 x1 xi xn

y0
y1

yi

yn

òîãàâà íåèçâåñòíèòå êîåôèöèåíòè â ïîëèíîìà p(x) = a0+a1x+ · · ·+anxn òðÿáâà
äà óäîâëåòâîðÿâàò ñèñòåìàòà

a0 + a1x0 + · · ·+ anx
n
0 = y0,

a0 + a1x1 + · · ·+ anx
n
1 = y1,

.............................................

a0 + a1xn + · · ·+ anx
n
n = yn

èëè, çàïèñàíî âúâ âåêòîðíî-ìàòðè÷íà ôîðìà,
1 x0 · · · xn0
1 x1 · · · xn1
...

...
. . .

...
1 xn · · · xnn



a0
a1
...
an

 =


y0
y1
...
yn

 .
×èñëåíî ðåøàâàíå íà äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ
Ìíîãî ôèçè÷åñêè ïðîöåñè ñå îïèñâàò ñ äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ îò âòîðè

ðåä. Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíèÿ ïðèìåð:

− u′′(x) = sinx, x ∈ (0, 1),

u(0) = u(1) = 0.
(1.2)

Îáèêíîâåíî âúçíèêâàùèòå â ïðàêòèêàòà äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñà çíà-
÷èòåëíî ïî-ñëîæíè è íå ìîãàò äà áúäàò ðåøåíè àíàëèòè÷íî. Åäèíèÿò îñíîâåí
ïîäõîä çà ÷èñëåíîòî èì ðåøàâàíå å ñëåäíèÿò. Ðàçäåëÿìå èíòåðâàëà íà ïîäèí-
òåðâàëè, âúâåæäàéêè ìðåæàòà îò òî÷êè (íà ðàçñòîÿíèå h åäíà îò äðóãà):

ωh := {xi = ih, i = 0, n, n = 1/h}.
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Òîãàâà ìîæåì äà àïðîêñèìèðàìå äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå (1.2) â i-òàòà
òî÷êà, êàòî èçïîëçâàìå ñëåäíèòå ôîðìóëè çà ÷èñëåíî äèôåðåíöèðàíå:

u′(x) =
u(x+ h)− u(x− h)

2h
+O(h2),

u′′(x) =
u(x+ h)− 2u(x) + u(x− h)

h2
+O(h2).

Íåêà îçíà÷èì ñ yi àïðîêñèìàöèÿòà íà ðåøåíèåòî â òî÷êàòà xi. Òîãàâà äèôå-
ðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå ñå àïðîêñèìèðà ñ àëãåáðè÷íîòî óðàâíåíèå

−yi+1 − 2yi + yi−1
h2

= sinxi.

Íàïèñâàéêè ïî åäíî óðàâíåíèå êàòî ãîðíîòî çà âñÿêà òî÷êà, ïîëó÷àâàìå
ñèñòåìà îò ëèíåéíè óðàâíåíèÿ, êîÿòî î÷åâèäíî èìà òðèäèàãîíàëíà ìàòðèöà
(ò.å. â i-òîòî óðàâíåíèå ó÷àñòâàò ñàìî yi−1, yi, yi+1.

Ìàòðèöàòà íà òàçè ñèñòåìà èçãëåæäà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

. . . . . .

. . . . . . . . .

−1/h2 2/h2 −1/h2

−1/h2 2/h2 −1/h2

−1/h2 2/h2 −1/h2

. . . . . . . . .
. . . . . .


.

Åäèíñòâåíî ïúðâîòî è ïîñëåäíîòî óðàâíåíèÿ (êîèòî îòãîâàðÿò íà ãðàíè÷-
íèòå óñëîâèÿ) ñà ïî-ðàçëè÷íè, íî íå íàðóøàâàò òðèäèàãîíàëíàòà ñòðóêòóðà è
â ìîìåíòà íÿìà äà ñå ñïèðàìå íà òîçè âúïðîñ.

Äà îáúðíåì âíèìàíèå îùå, ÷å ñèñòåìàòà èìà òîëêîâà óðàâíåíèÿ, êîëêîòî ñà
âúçëèòå, ñ êîèòî ñìå ðàçäåëèëè èíòåðâàëà. Çà äà ïîëó÷èì âèñîêà òî÷íîñò, ìîæå
äà ñå íàëîæè èíòåðâàëà (èëè, èçîáùî, îáëàñòòà, â êîÿòî ñå ðåøàâà çàäà÷àòà è
êîÿòî ìîæå äà áúäå äâóìåðíà èëè òðèìåðíà) äà ñå ðàçäåëè íà ìíîãî ïîäèíòåð-
âàëè, ò.å. ñå íàëàãà ðåøàâàíåòî íà ñèñòåìà ñ ìíîãî âèñîêà ðàçìåðíîñò.

Ìåòîä íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè
Òóê ñàìî ùå îòáåëåæèì, ÷å ìåòîäúò íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè âîäè ñúùî äî

ðåøàâàíåòî íà åäíà ëèíåéíà àëãåáðè÷íà ñèñòåìà ñúñ ñèìåòðè÷íà ìàòðè-
öà. Ùå ñå âúðíåì ìíîãî ïî-ïîäðîáíî íà òîçè âúïðîñ ïî-êúñíî â êóðñà, êîãàòî
ùå îòäåëèì öÿëî óïðàæíåíèå íà ìåòîäà íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè.

1.3.3 Îáîáùåíèå

Ðàçãëåäàíèòå ïðèìåðè ùå íè ñëóæàò çà ìîäåëíè çàäà÷è, âúðõó êîèòî ùå èëþñ-
òðèðàìå ðåäèöè âúïðîñè, ñâúðçàíè ñ èçïîëçâàíåòî íà ìåòîäèòå, êîèòî ùå ðàç-
ãëåäàìå ïî-íàòàòúê â êóðñà. Äîáðå å äà ñå çíàÿò ñëåäíèòå íåùà êàòî èçâîäè îò
òåçè ïðèìåðè:
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1. Ëèíåéíè àëãåáðè÷íè ñèñòåìè âúçíèêâàò ïðè îïèñâàíåòî íà ñòàöèîíàðíîòî
ñúñòîÿíèå íà íÿêîè ôèçè÷åñêè ïðîöåñè, êàêòî è ïðè ðåøàâàíåòî íà âàæíè
çà ïðàêòèêàòà ìàòåìàòè÷åñêè çàäà÷è;

2. ×åñòî ëèíåéíèòå ñèñòåìè, êîèòî ñå íàëàãà äà ñå ðåøàâàò, èìàò íÿêàêâà
ñïåöèàëíà ñòðóêòóðà. Íàïðèìåð ìàòðèöàòà èì å ñèìåòðè÷íà, òðèäèàãî-
íàëíà è äð. Íèå ùå ðàçãëåäàìå êàêòî ìåòîäè, êîèòî ñà ïðèëîæèìè çà
ïðîèçâîëíè ñèñòåìè, òàêà è ìåòîäè, êîèòî ñà ñïåöèàëèçèðàíè â ðåøàâà-
íåòî èìåííî íà òåçè âàæíè ÷àñòíè ñëó÷àè;

3. ×åñòî ñèñòåìèòå, âúçíèêâàùè â ïðàêòèêàòà ñà ñ ìíîãî ãîëÿìà ðàçìåðíîñò.
Íàïðèìåð, àêî ïðè ðåøàâàíå íà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå, äèñêðåòè-
çèðàìå èíòåðâàëà [0, 1] ñ âúâåæäàíåòî íà ìíîãî âúçëè (êîåòî å åñòåñòâåíî,
àêî èñêàìå äà ïîëó÷èì äîáðà òî÷íîñò), ùå ïîëó÷èì ñèñòåìà ñ ìíîãî óðàâ-
íåíèÿ.

15



Ãëàâà 2

Äèðåêòíè ìåòîäè çà ðåøàâàíå íà

ñèñòåìè ëèíåéíè àëãåáðè÷íè

óðàâíåíèÿ

Îñíîâíà çàäà÷à íà ÷èñëåíèòå ìåòîäè íà ëèíåéíàòà àëãåáðà å ðåøàâàíåòî íà
ñèñòåìè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ

Ax = b. (2.1)

Ñúùåñòâóâàò êàêòî äèðåêòíè ìåòîäè (ùå ðàçãëåäàìå ìîäèôèêàöèè íà ìåòîäà
íà Ãàóñ), òàêà è èòåðàöèîííè ìåòîäè (òðúãâàéêè îò íà÷àëíî ïðèáëèæåíèå x0,
ïîñòðîÿâàìå ïî íÿêàêâî ïðàâèëî ðåäèöàòà îò ïîñëåäîâàòåëíè ïðèáëèæåíèÿ x0,
x1,. . .,xn,. . ., êîÿòî äà êëîíè êúì òî÷íîòî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà (2.1)). Êîãàòî
èçó÷àâàìå åäèí ÷èñëåí ìåòîä, ñëåäâà äà ñå ñïðåì íà ñëåäíèòå âúïðîñè:

• îïèñàíèå è èìïëåìåíòàöèÿ íà àëãîðèòúìà;

• ðåàëèçóåìîñò � â êîè ñëó÷àè ìåòîäúò ïðèêëþ÷âà óñïåøíî ðàáîòà è âðúùà
ðåçóëòàò;

• óñòîé÷èâîñò � êàêúâ å åôåêòúò íà ãðåøêèòå îò çàêðúãëÿâàíå; êàçâàìå,
÷å åäèí ìåòîä å íåóñòîé÷èâ, àêî ìàëêè ãðåøêè îò âõîäíèòå äàííè (îò
çàêðúãëÿâàíå) âîäÿò äî ãîëåìè ãðåøêè â êðàéíèÿ ðåçóëòàò;

• �ñêîðîñò� íà àëãîðèòúìà � ìîæåì äà ðàçãëåæäàìå òîçè âúïðîñ êàòî áðîé
îïåðàöèè è êàòî ñêîðîñò íà ñõîäèìîñò ïðè èòåðàöèîííèòå ìåòîäè;

• îöåíêà íà ãðåøêàòà � àêî íÿìàìå îöåíêà çà òî÷íîñòòà íà ðåçóëòàòà, êîéòî
ïîëó÷àâàìå, òî òîé áè áèë àáñîëþòíî íåèçïîëçâàåì.

2.1 Ìåòîä íà Ãàóñ è íåãîâè ìîäèôèêàöèè

2.1.1 Ìåòîä íà Ãàóñ

Ìåòîäúò íà Ãàóñ å êëàñè÷åñêèÿò ìåòîä çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìè ëèíåéíè óðàâ-
íåíèÿ. Ïðè íåãî îðèãèíàëíàòà ñèñòåìà ñå ñâåæäà äî òàêàâà ñ ãîðíà òðèúãúëíà
ìàòðèöà (ïðàâ õîä íà àëãîðèòúìà). Ïîëó÷åíàòà ñèñòåìà âå÷å ìîæå äà áúäå
ëåñíî ðåøåíà, êàòî îò ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå íàìåðèì ïîñëåäíîòî íåèçâåñòíî,
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ñëåä òîâà îò ïðåäïîñëåäíîòî óðàâíåíèå � ïðåäïîñëåäíîòî íåèçâåñòíî è ò.í. Ùå
èëþñòðèðàìå ìåòîäà ñúñ ñëåäíèÿ ïðèìåð.

Çàäà÷à 3. Äà ñå ðåøè ñèñòåìàòà

4x1 − 2x2 + x3 = 11
−2x1 + 4x2 − 2x3 = −16
x1 − 2x2 + 4x3 = 17

Ðåøåíèå. Ðàçøèðåíàòà ìàòðèöà íà ñèñòåìàòà èìà âèäà

[A|b] =

 4 −2 1 11
−2 4 −2 −16
1 −2 4 17

 .
• Ïðàâ õîä íà àëãîðèòúìà:

1. Íà ïúðâàòà ñòúïêà (i = 1) êúì âòîðèÿ ðåä ïðèáàâÿìå ïúðâèÿ, óì-
íîæåí ïî 1/2, à êúì òðåòèÿ ïðèáàâÿìå ïúðâèÿ, óìíîæåí ïî −1/4.
Ïîëó÷àâàìå ìàòðèöàòà

[A(1)|b(1)] =

 4 −2 1 11
0 −3 −3/2 −10.5
0 −3/2 15/4 14.25

 .
2. Íà âòîðàòà ñòúïêà (i = 2) êúì òðåòèÿ ðåä ïðèáàâÿìå âòîðèÿ, óìíî-

æåí ïî 1/2. Ïîëó÷àâàìå îêîí÷àòåëíî ãîðíàòà òðèúãúëíà ìàòðèöà

[A(2)|b(2)] =

 4 −2 1 11
0 3 −3/2 −10.5
0 0 3 9

 .
• Îáðàòåí õîä íà àëãîðèòúìà:

1. i = 3: x3 = 3.

2. i = 2: x2 = −10.5+1.5×3
3

= −2.

3. i = 1: x1 = 11−1×3+2×(−2)
4

= 1.

Äà çàïèøåì àëãîðèòúìà â îáù âèä.

1. Ïðàâ õîä íà àëãîðèòúìà (ïîëó÷àâàìå ãîðíà òðèúãúëíà ìàòðèöà):

Çà i = 1, n− 1 (íà i-òàòà ñòúïêà îò àëãîðèòúìà ïðàâèì âñè÷êè åëåìåíòè
îò i-òèÿ ñòúëá ïîä äèàãîíàëíèÿ ðàâíè íà 0)

Çà j = i+ 1, n îò j-òèÿ ðåä âàäèì i-òèÿ, óìíîæåí ïî l
(i)
j =

a
(i−1)
ji

a
(i−1)
ii

:

a
(i)
jk = a

(i−1)
jk − l(i)j a

(i−1)
ik , k = i, n, (2.2)

b
(i)
j = b

(i−1)
j − l(i)j b

(i−1)
i . (2.3)

17



2. Îáðàòåí õîä íà àëãîðèòúìà (íàìèðàìå íåèçâåñòíèòå):

Çà i = n, n− 1, . . . , 1 íàìèðàìå xi ïî ôîðìóëàòà

xi =
bi −

∑n
j=i+1 aijxj

aii
. (2.4)

Ïðèëàãàìå åäíà ïðèìåðíà èìïëåìåíòàöèÿ íà ìåòîäà íà Ãàóñ íà Wolfram
Mathematica.

In[14]:= H*Input data*L
A = 884, -2, 1<, 8-2, 4, -2<, 81, -2, 4<<;

b = 811, -16, 17<;

n = Length@AD;

H*Forward elimination*L
ForBi = 1, i £ n, i++,

ForBj = i + 1, j £ n, j++,

l =
A@@j, iDD
A@@i, iDD

;

A@@j, iDD = 0;

For@k = i + 1, k £ n, k++,

A@@j, kDD = A@@j, kDD - l * A@@i, kDD;

D;

b@@jDD = b@@jDD - l * b@@iDD;

F

F
H*Backward substitution*L
x = Table@0, 8i, n<D ; H*We initilize a list,

in which we shall keep the values of the unknowns*L
ForBi = n, i ³ 1, i--,

x@@iDD =
b@@iDD - Sum@A@@i, jDD x@@jDD, 8j, i + 1, n<D

A@@i, iDD

F
x

Ìåòîäúò íà Ãàóñ îáà÷å èìà åäèí ìíîãî ñåðèîçåí íåäîñòàòúê. Íåêà ðàçãëå-
äàìå ñëåäíàòà ìàòðèöà.

A =

[
0 1
1 1

]
.

Íà ïúðâàòà ñòúïêà àëãîðèòúìúò íè êàçâà îò âòîðèÿ ðåä äà èçâàäèì ïúðâèÿ,
óìíîæåí ïî a21/a11, íî a11 = 0, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å àëãîðèòúìúò íå ìîæå äà
ïðîäúëæè ðàáîòà. Èçîáùî êàçàíî, íà k-òàòà ñòúïêà èìàìå îïåðàöèÿòà äåëåíèå
íà akk. Ñëåäîâàòåëíî ìåòîäúò íà Ãàóñ å ðåàëèçóåì, ñàìî êîãàòî âñè÷êè
âîäåùè åëåìåíòè ñà ðàçëè÷íè îò 0.

Ïî-ñåðèîçíèÿò ïðîáëåì îáà÷å ñå âèæäà îò ñëåäíèÿ ïðèìåð. Äà ðàçãëåäàìå
ñèñòåìàòà, ÷èÿòî ðàçøèðåíà ìàòðèöà å

[A|b] =

[
10−20 1 1

1 1 0

]
.
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Íà ïúðâàòà ñòúïêà îò àëãîðèòúìà ïîëó÷àâàìå ìàòðèöàòà

[A(1)|b(1)] =

[
10−20 1 1

0 1− 1020 −1020

]
.

Íåêà ðàáîòèì â ñèñòåìà îò ÷èñëà ñ ïëàâàùà òî÷êà ñ 16-öèôðåíà ìàíòèñà.
Ñ äðóãè äóìè, ìîæåì äà çàïàçèì â ïàìåòòà 16 çíà÷åùè öèôðè. Çà äà çàïèøåì
÷èñëîòî 1− 1020 îáà÷å ùå ñà íè íåîáõîäèìè 20 çíà÷åùè öèôðè. Ñ äðóãè äóìè,
â ïàìåòòà òîâà ÷èñëî ùå ñå çàêðúãëè êúì íàé-áëèçêîòî ÷èñëî, êîåòî ìîæå
äà áúäå ïðåäñòàâåíî â ðàçãëåæäàíàòà ñèñòåìà îò ÷èñëà ñ ïëàâàùà òî÷êà. Íåêà
ïðèåìåì, ÷å òîâà å −1020. Òîãàâà, âìåñòî ìàòðèöàòà A(1), â ïàìåòòà ùå ñå çàïàçè
ìàòðèöàòà

float([A(1)|b(1)]) =

[
10−20 1 1

0 −1020 −1020

]
.

Åäèíñòâåíàòà ãðåøêà îò çàêðúãëÿâàíå å â åëåìåíòà a22, êàòî îòíîñèòåëíàòà
ãðåøêà å îò ïîðÿäúêà íà 10−20. Äà âèäèì îáà÷å äî êàêâî âîäè òàçè èçêëþ÷è-
òåëíî ìàëêà ãðåøêà. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ðåøåíèåòî íà ñèñòåìàòà ñ ðàçøèðåíà

ìàòðèöà [A
(1)|b(1)] å [0, 1]T . Îðèãèíàëíàòà ñèñòåìà îáà÷å èìà ðåøåíèå, êîåòî å

ïðèáëèçèòåëíî ðàâíî íà [−1, 1]T ! Âèæäàìå, ÷å ñúâñåì ìàëêà ãðåøêà îò çàêðúã-
ëÿâàíå ïðè ìåòîäà íà Ãàóñ ìîæå äà äîâåäå äî ñúâúðøåíî ðàçëè÷åí ðåçóëòàò.

Ìåòîäúò íà Ãàóñ å íåóñòîé÷èâ � ìàëêè ãðåøêè îò çàêðúãëÿâàíå ìîãàò
äà äîâåäàò äî ìíîãî ãîëåìè ãðåøêè â êðàéíèÿ ðåçóëòàò.

Âàæíî å äà ñå ïîä÷åðòàå êàêâà å ïðè÷èíàòà çà ïîÿâèëàòà ñå íåóñòîé÷èâîñò �
òÿ ñå êðèå â ìíîãî ìàëêèÿ ïî àáñîëþòíà ñòîéíîñò âîäåù åëåìåíò a11. Äåëåéêè
íà íåãî, ïîëó÷èõìå ìíîãî ãîëÿì ïî àáñîëþòíà ñòîéíîñò åëåìåíò a22, êîåòî äî-
âåäå äî íåâúçìîæíîñòòà äà çàïèøåì ïîëó÷åíîòî ÷èñëî â ñèñòåìà ñ 16-öèôðåíà
ìàíòèñà. È òàêà, äà îáîáùèì ïðîáëåìèòå ïðè ìåòîäà íà Ãàóñ:

• Àêî íÿêîé îò âîäåùèòå åëåìåíòè å 0, àëãîðèòúìúò íå ìîæå äà ïðîäúëæè
ðàáîòà;

• Àêî íÿêîé îò âîäåùèòå åëåìåíòè å ìàëúê ïî àáñîëþòíà ñòîéíîñò, òîâà
ìîæå äà äîâåäå äî íåóñòîé÷èâîñò � ìàëêè ãðåøêè îò çàêðúãëÿâàíå âîäÿò
äî ãîëåìè ãðåøêè â ðåçóëòàòà.

2.1.2 Ìåòîä íà Ãàóñ ñ ÷àñòè÷åí èçáîð íà ãëàâíèÿ åëåìåíò

Ìåòîäúò íà Ãàóñ ñ ÷àñòè÷åí èçáîð íà ãëàâíèÿ åëåìåíò èìà çà öåë äà ðåøè äâàòà
ïðîáëåìà, êîèòî ïîñî÷èõìå â êðàÿ íà ïðåäõîäíèÿ ïàðàãðàô. Òúé êàòî ïðè÷è-
íàòà çà òåçè ïðîáëåìè å â ìàëêà àáñîëþòíà ñòîéíîñò íà âîäåùèÿ åëåìåíò, íà
k-òàòà ñòúïêà çà âîäåù åëåìåíò èçáèðàìå íàé-ãîëåìèÿ ïî àáñîëþòíà ñòîéíîñò
åëåìåíò îò k-òèÿ ñòúëá íà ìàòðèöàòà. Çà öåëòà íà ïðàêòèêà ðàçìåíÿìå k-òèÿ
ðåä è ðåäà, ñúäúðæàù âúïðîñíèÿ åëåìåíò. Òîâà íå ïðîìåíÿ íèùî ïðè ðåøàâà-
íåòî íà ñèñòåìàòà, ïðîñòî ïðåíàðåæäà óðàâíåíèÿòà.

Íåêà ñå âúðíåì íà ïðèìåðà îò ïðåäèøíèÿ ðàçäåë, çà êîéòî ìåòîäúò íà Ãàóñ
áåøå íåóñòîé÷èâ:

[A|b] =

[
10−20 1 1

1 1 0

]
.
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Ïðèëàãàéêè èçáîð íà ãëàâíèÿ åëåìåíò, ïúðâî ùå ðàçìåíèì ïúðâèÿ è âòîðèÿ
ðåä:

[A|b] =

[
1 1 0

10−20 1 1

]
.

Ñåãà àëãîðèòúìúò ïðîäúëæàâà áåç ïðîáëåìè:

[A|b] =

[
1 1 0
0 1− 10−20 1

]
.

Äîðè çàêðúãëÿâàéêè ÷èñëàòà â ïîñëåäíàòà ìàòðèöà, çàðàäè ðàáîòà ñ ÷èñëà
ñ ïëàâàùà òî÷êà, ùå ïîëó÷èì ñèñòåìàòà

[A|b] =

[
1 1 0
0 1 1

]
,

êîÿòî èìà ðåøåíèå (−1, 1)T , êîåòî ñúîòâåòñòâà íà òî÷íîòî ðåøåíèå.
Íåêà ðàçãëåäàìå îùå åäèí ïðèìåð.

Çàäà÷à 4. Äà ñå íàïðàâè ïðàâèÿò õîä íà ìåòîäà íà Ãàóñ ñ ÷àñòè÷åí èçáîð íà
ãëàâíèÿ åëåìåíò çà ìàòðèöàòà  2 2 4

4 8 24
1 1 5

 .
Ðåøåíèå. Íà ïúðâàòà ñòúïêà îò àëãîðèòúìà èçáèðàìå íàé-ãîëåìèÿ ïî àáñî-
ëþòíà ñòîéíîñò åëåìåíò â ïúðãâèÿ ñòúëá (òîé å âúâ âòîðèÿ ðåä) è ðàçìåíÿìå
ïúðâèÿ è âòîðèÿ ðåä, ñëåä êîåòî ïðîäúëæàâàìå ïî ñòàíäàðòíèÿ íà÷èí, çà äà
ïîëó÷èì íóëè â ïúðâèÿ ñòúëá: 2 2 4

4 8 24
1 1 5

→
 4 8 24

2 2 4
1 1 5

→
 4 8 24

0 −2 −8
0 −1 −1

 .
 4 8 24

0 -2 −8
0 −1 −1

→
 4 8 24

0 -2 −8
0 0 3

 .

Äà ðàçãëåäàìå èìïëåìåíòàöèÿòà íà ìåòîäà:
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In[21]:= Gauss[AInput_, bInput_] :=

A = AInput;

b = bInput;

n = Length[A];

(*Forward elimination*)

Fori = 1, i ≤ n, i++,

(*Find the index of the row with maximal element*)

maxIndex = i;

For[j = i + 1, j ≤ n, j++,

If[Abs[A[[j, i]]] > Abs[A[[maxIndex, i]]],

maxIndex = j]

];

(*Change the rows with indices i and maxIndex*)

For[j = i, j ≤ n, j++,

temp = A[[i, j]];

A[[i, j]] = A[[maxIndex, j]];

A[[maxIndex, j]] = temp;

];

temp = b[[i]];

b[[i]] = b[[maxIndex]];

b[[maxIndex]] = temp;

(*Eliminate the elements under the main diagonal in the i-th column*)

Forj = i + 1, j ≤ n, j++,

l =
A[[j, i]]

A[[i, i]]
;

A[[j, i]] = 0;

For[k = i + 1, k ≤ n, k++,

A[[j, k]] = A[[j, k]] - l*A[[i, k]];

];

b[[j]] = b[[j]] - l*b[[i]];



;

(*Backward substitution*)

x = Table[0, {i, n}] ;

(*We create a list, in which we shall keep the values of the unknowns*)

Fori = n, i ≥ 1, i--,

x[[i]] =
b[[i]] - Sum[A[[i, j]] x[[j]], {j, i + 1, n}]

A[[i, i]]

;

x

Ìîãàò äà ñå íàìåðÿò àêàäåìè÷íè ïðèìåðè, çà êîèòî ìåòîäúò íà Ãàóñ ñ ÷àñ-
òè÷åí èçáîð íà ãëàâíèÿ åëåìåíò å íåóñòîé÷èâ. Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíèÿ ïðèìåð.
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Íåêà èìàìå ìàòðèöàòà

A =


1 1
−1 1 1
−1 −1 1 1
−1 −1 −1 1 1
−1 −1 −1 −1 1

 .
Ïî ìåòîäà íà Ãàóñ ñ ÷àñòè÷åí èçáîð íà ãëàâíèÿ åëåìåíò (äà îòáåëåæèì,

÷å â ñëó÷àÿ ñìåíè íà ðåäîâå íå ñà íåîáõîäèìè) ñå ïîëó÷àâàò ïîñëåäîâàòåëíî
ìàòðèöèòå

A =


1 1
0 1 2
0 −1 1 2
0 −1 −1 1 2
0 −1 −1 −1 2

 −→


1 1
0 1 2
0 0 1 4
0 0 −1 1 4
0 0 −1 −1 4



−→ · · · −→


1 1
0 1 2
0 0 1 4
0 0 0 1 8
0 0 0 0 16

 .
Aêî âçåìåì àíàëîãè÷íà íà ìàòðèöàòà A, íî ñ ïî-âèñîêà ðàçìåðíîñò, íåêà

áúäå n×n, å ÿñíî, ÷å ãîðíàòà òðèúãúëíà ìàòðèöà, êîÿòî ùå ïîëó÷èì ïî ìåòîäà
íà Ãàóñ, ùå ñúäúðæà åëåìåíòà 2n−1, êîåòî çà äîñòàòú÷íî ãîëÿìî n, àíàëîãè÷-
íî íà ïðèìåðà îò ïðåäèøíèÿ ïàðàãðàô, ùå äîâåäå äî ñúùåñòâåíè ãðåøêè â
ðåçóëòàòà.

Âúïðåêè øèðîêàòà ïðàêòè÷åñêà óïîòðåáà íà ìåòîäà íà Ãàóñ ñ ÷àñòè÷åí èç-
áîð íà ãëàâíèÿ åëåìåíò îáà÷å íå å èçâåñòåí ïðèìåð, èäâàù îò ïðàêòèêàòà, çà
êîéòî ìåòîäúò äà å íåóñòîé÷èâ. Ìîãàò äà ñå íàïðàâÿò è íÿêîè âåðîÿòíîñòíè
ñúîáðàæåíèÿ, êîèòî ïîêàçâàò, ÷å âåðîÿòíîñòòà ìåòîäúò äà å íåóñòîé÷èâ çà ïðî-
èçâîëíà çàäàäåíà ìàòðèöà å íèùîæíà. Ñ äðóãè äóìè, çà âñè÷êè ïðàêòè÷åñêè
öåëè ìåòîäúò íà Ãàóñ ñ ÷àñòè÷åí èçáîð íà ãëàâíèÿ åëåìåíò ìîæå äà
ñå ðàçãëåæäà êàòî �óñòîé÷èâ� .

Çàáåëåæêà. Òóê íÿìà äà ñå ñïèðàìå íà ìåòîäà íà Ãàóñ ñ (ïúëåí) èçáîð íà
ãëàâíèÿ åëåìåíò, òúé êàòî íåãîâîòî ïðîãðàìíî ðåàëèçèðàíå å ïî-ñëîæíî, à ïî-
äîáðÿâàíåòî íà óñòîé÷èâîñòòà â ñðàâíåíèå ñ ìåòîäà íà Ãàóñ ñ ÷àñòè÷åí èçáîð
íà ãëàâíèÿ åëåìåíò å ìíîãî ìàëêî. Çàòîâà íà ïðàêòèêà ñå èçïîëçâà íàé-âå÷å
ìåòîäúò íà Ãàóñ ñ ÷àñòè÷åí èçáîð íà ãëàâíèÿ åëåìåíò.

Äà ðàçãëåäàìå åäèí ïðèìåð çà ïðèëàãàíå íà ìåòîäà íà Ãàóñ.

Çàäà÷à 5. Çåìíîòî óñêîðåíèå g íà âèñî÷èíà h íàä ìîðñêîòî ðàâíèùå ñå çàäàâà
ñ òàáëèöàòà

h, km 0 30 60 90 120
g, m/s2 9.81 9.7487 9.6879 9.6278 9.5682
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Êàòî èçïîëçâàòå ìåòîäà íà Ãàóñ è ñèñòåìàòà Mathematica, îïðåäåëåòå ïðèá-
ëèçèòåëíî çåìíîòî óñêîðåíèå íà âèñî÷èíà 55000m. Èëþñòðèðàéòå ãðàôè÷íî
êàê g ñå èçìåíÿ â çàìèñèìîñò îò h â ãðàíèöèòå íà èíòåðïîëàöèÿ.

Ðåøåíèå. Òúé êàòî ñà íè äàäåíè 5 òî÷êè, ùå òúðñèì ïîëèíîì îò ñòåïåí, íå-
íàäìèíàâàùà 4. Òîé òðÿáâà äà óäîâëåòâîðÿâà ñèñòåìàòà

a0 + a1 × 0 + · · ·+ a4 × 04 = 9.81,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
a0 + a1 × 120 + · · ·+ a4 × 1204 = 9.5682.

Çàïèñàíà âúâ âåêòîðíî-ìàòðè÷íà ôîðìà, ñèñòåìàòà äîáèâà âèäà 1 · · · 04

...
. . .

...
1 · · · 1204


 a0

...
a4

 =

 9.81
...

9.5682

 .
Èçïîëçâàìå âå÷å ðåàëèçèðàíèÿ êîä, çà äà ÿ ðåøèì.

2.1.3 Ìåòîä íà Ãàóñ�Æîðäàí

Ðàçëèêàòà ìåæäó ìåòîäà íà Ãàóñ�Æîðäàí è êëàñè÷åñêèÿ ìåòîä íà Ãàóñ å, ÷å
íà k-òàòà ñòúïêà ïðè ìåòîäà íà Ãàóñ-Æîðäàí k-òèÿò ðåä ñå èçâàæäà îò âñè÷êè
îñòàíàëè ðåäîâå, à íå ñàìî îò ðåäîâåòå ñëåä k-òèÿ. Ïî òîçè íà÷èí ñå ïîëó÷àâà
äèàãîíàëíà ìàòðèöà è ñèñòåìàòà ìîæå äà ñå ðåøè íåïîñðåäñòâåíî. Ìåòîäúò íà
Ãàóñ�Æîðäàí ñúùî ìîæå äà áúäå ïðèëîæåí ñ ÷àñòè÷åí èëè ïúëåí èçáîð íà
ãëàâíèÿ åëåìåíò. Èìïëåìåíòàöèÿòà îñòàâÿìå çà ñàìîñòîÿòåëíà ðàáîòà.

2.1.4 Ñëîæíîñò íà ìåòîäà íà Ãàóñ

Çà äà îöåíèì ñëîæíîñòòà íà ìåòîäà íà Ãàóñ, òðÿáâà äà ïðåáðîèì êîëêî îïåðàöèè
ñå èçâúðøâàò ïðè ðåøàâàíåòî íà äàäåíà ñèñòåìà. Ïúðâî, íåêà âèäèì êîëêî ñà
îïåðàöèèòå â ïðàâèÿ õîä íà àëãîðèòúìà.

Àëãîðèòúìúò ïðèâåæäà îðèãèíàëíàòà ìàòðèöà äî ãîðíà òðèúãúëíà çà n−1
ñòúïêè. Òîãàâà áðîÿò îïåðàöèè å

N =
n−1∑
i=1

(áðîé îïåðàöèè íà i-òàòà ñòúïêà).

Íà i-òàòà ñòúïêà âàäèì i-òèÿ ðåä îò âñè÷êè ñëåäâàùè. Òîåñò îïåðàöèèòå íà
i-òàòà ñòúïêà ùå ïîëó÷èì, êàòî ñúáåðåì îïåðàöèèòå ïðè èçâàæäàíåòî íà i-òèÿ
îò i+ 1-âèÿ, i+ 2-èÿ è ò.í.

N =
n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

(áðîé îïåðàöèè ïðè èçâàæäàíåòî íà i-òèÿ ðåä îò j-òèÿ).
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Îêîí÷àòåëíî ïîëó÷àâàìå

N =
n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

(1 +
n∑

k=i

2) =
n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

(2n− 2i+ 1)

=
n−1∑
i=1

(2n− 2i+ 1)(n− i− 1)

=
n−1∑
i=1

(2n2 − 2ni− 2n− 2ni+ 2i2 + 2i+ n− i− 1).

Îöåíÿâàéêè ñëîæíîñòòà íà åäèí àëãîðèòúì, íèå ñå èíòåðåñóâàìå îò ÷ëå-
íîâåòå îò íàé-âèñîê ðåä. Â ñëó÷àÿ òîâà ñà îöâåòåíèòå â ÷åðâåíî ÷ëåíîâå. Çà
ïðåñìÿòàíåòî íà ãîðíàòà ñóìà ùå èçïîëçâàìå èçâåñòíèòå ôîðìóëè

n−1∑
i=1

i =
n(n+ 1)

2
=
n2

2
+O(n),

n−1∑
i=1

i2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
=
n3

3
+O(n2).

Òîãàâà

N = 2n3 − 2n
n2

2
− 2n

n2

2
+ 2

n3

3
+O(n2) =

2n3

3
+O(n2).

Îêîí÷àòåëíî ïîëó÷èõìå, ÷å ìåòîäúò íà Ãàóñ èìà ñëîæíîñò 2
3
n3+O(n2). Òîâà

îçíà÷àâà, ÷å ìåòîäúò íà Ãàóñ íå å ïðèëîæèì çà ñèñòåìè ñ ìíîãî ãîëÿìà
ðàçìåðíîñò. Àêî èñêàìå äà ðåøèì ñèñòåìà ñ 109 óðàâíåíèÿ íàïðèìåð, òðÿáâà
äà íàïðàâèì îò ïîðÿäúêà íà 1027 îïåðàöèè, êîåòî å òâúðäå ìíîãî äîðè çà ñúâðå-
ìåííèòå èç÷èñëèòåëíè ìàøèíè. Â òåçè ñëó÷àè ñå èçïîëçâàò èòåðàòèâíè ìåòîäè,
ñ êîèòî ùå ñå çàïîçíàåì ïî-êúñíî â êóðñà. Çà ñèñòåìè ñ ïî-ìàëêà ðàçìåð-
íîñò îáà÷å ìåòîäúò íà Ãàóñ (ñ ÷àñòè÷åí èçáîð íà ãëàâíèÿ åëåìåíò) å
íàé-øèðîêî èçïîëçâàíèÿò ìåòîä, òúé êàòî ñúñ ñèãóðíîñò äàâà ðåøåíèåòî
çà ïðàêòè÷åñêè âñÿêà ñèñòåìà (ìåòîäúò å òî÷åí, ò.å. íÿìà ãðåøêà îò àïðîêñè-
ìàöèÿ, à ñàìî îò çàêðúãëÿâàíèÿòà ïðè ðàáîòà â êîìïþòúðíà àðèòìåòèêà).

Çàáåëåæêà. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ïðè ìåòîäà íà Ãàóñ ñ ÷àñòè÷åí èçáîð íà ãëàâíèÿ
åëåìåíò èçáîðúò íà ãëàâåí åëåìåíò íà âñÿêà ñòúïêà è ðàçìÿíàòà íà ðåäîâåòå
äîáàâÿ O(n2) îïåðàöèè, ò.å. íåãîâàòà ñëîæíîñò å ñúùî 2/3n3 +O(n2).

2.2 LU äåêîìïîçèöèÿ

Â ðåäèöà ñëó÷àè å óäîáíî äàäåíà ìàòðèöà äà ñå ðàçëîæè íà ïðîèçâåäå-
íèå îò ìàòðèöè ïî îïðåäåëåí íà÷èí. Íàïðèìåð äèàãîíàëèçèðàíåòî íà åäíà
ìàòðèöà, ò.å. ïðåäñòàâÿíåòî �è âúâ âèäà

A = TΛT−1,
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êúäåòî Λ å äèàãîíàëíàòà ìàòðèöà îò ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè íà ìàòðèöàòà A,
à ñòúëáîâåòå íà T ñà ñúîòâåòñòâàùèòå èì ñîáñòâåíè âåêòîðè íè äàâà óäîáåí
íà÷èí çà ïîâäèãàíåòî íà ìàòðèöà íà äàäåíà ñòåïåí. Èìàìå

An = (TΛ���T−1)(��TΛ���T−1)(��TΛ���T−1) . . . (��TΛT−1)︸ ︷︷ ︸
n ïúòè

= TΛnT−1.

Ïîñëåäíîòî ìîæå äà áúäå ëåñíî ïðåñìåòíàòî, òúé êàòî, çà äà ïîâäèãíåì äèà-
ãîíàëíàòà ìàòðèöà Λ íà n-òà ñòåïåí òðÿáâà ïðîñòî äà ïîâäèãíåì äèàãîíàëíèòå
åëåìåíòè íà ñúîòâåòíàòà ñòåïåí è íå å íåîáõîäèìî äà ñå ïðàâÿò n íà áðîé
ìàòðè÷íè óìíîæåíèÿ, êàêúâòî ùåøå äà áúäå ñëó÷àÿò, àêî äèðåêòíî áÿõìå ïîâ-
äèãíàëè An.

Ñåãà ùå ñå ñïðåì íà åäíà äðóãà âàæíà äåêîìïîçèöèÿ è ùå êîìåíòèðàìå ñëó-
÷àèòå, êîãàòî òÿ å ïîëåçíà. ßñíî å, ÷å àêî åäíà ëèíåéíà ñèñòåìà èìà òðèúãúëíà
ìàòðèöà, òî íåéíîòî ðåøàâàíå å íåïîñðåäñòâåíî � îò âñÿêî óðàâíåíèå íàìèðàìå
åäíî íåèçâåñòíî. Òîãàâà, àêî ìîæåì äàäåíà ìàòðèöà A äà ïðåäñòàâèì âúâ âèäà

A = LU,

êúäåòî L è U ñà ñúîòâåòíî äîëíà òðèúãúëíà è ãîðíà òðèúãúëíà ìàòðèöè, òî
ðåøàâàíåòî íà ñèñòåìàòà Ax = b e åêâèâàëåíòíî íà ðåøàâàíåòî íà ñèñòåìàòà
LUx = b è ñå ñâåæäà äî ïîñëåäîâàòåëíîòî ðåøàâàíå íà ñèñòåìèòå Ly = b è
Ux = y, êîèòî èìàò òðèúãúëíè ìàòðèöè.

Ïðåäè äà ïîêàæåì êàê ìîæå äà ñå íàìåðè èñêàíîòî ðàçëàãàíå íà ìàòðèöàòà
A, íåêà ïðèïîìíèì íÿêîè ôàêòè îò ëèíåéíàòà àëãåáðà:

1. Óìíîæåíèå ñ ìàòðèöà îòëÿâî (óìíîæåíèå ïî ðåäîâå).

Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíîòî ìàòðè÷íî ðàâåíñòâî: a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 · · ·B1 · · ·
· · ·B2 · · ·
· · ·B3 · · ·

 =

 · · ·C1 · · ·
· · ·C2 · · ·
· · ·C3 · · ·

 .
Â ñèëà å ñëåäíàòà çàâèñèìîñò:

Ci = ai1B1 + ai2B2 + ai3B3, i = 1, 3.

Ñ äðóãè äóìè, àêî óìíîæèì ìàòðèöàòà B îòëÿâî ñ A, òî i-òèÿò ðåä íà
ðåçóëòàòà ñå ïîëó÷àâà êàòî ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà ðåäîâåòå íà B. Êî-
åôèöèåíòèòå â òàçè ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ ñà åëåìåíòèòå îò i-òèÿ ðåä íà
ìàòðèöàòà A.

Çà ïðîñòîòà ðàçãëåäàõìå ñëó÷àÿ íà ìàòðèöè 3 × 3. Îáîáùåíèåòî çà ïðî-
èçâîëíè ìàòðèöè å òðèâèàëíî.

2. Óìíîæåíèå îòäÿñíî (óìíîæåíèå ïî ñòúëáîâå)

Íåêà ñåãà äà âèäèì êàêúâ å åôåêòúò íà òîâà äà óìíîæèì åäíà ìàòðèöà
îòäÿñíî ñ äðóãà:

...
...

...
B1 B2 B3
...

...
...


 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 =


...

...
...

C1 C2 C3
...

...
...

 .
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Â òîçè ñëó÷àé çà ñòúëáîâåòå íà ðåçóëòàòà å â ñèëà

Ci = a1iB1 + a2iB2 + a3iB3, i = 1, 3.

Ñ äðóãè äóìè, àêî óìíîæèì ìàòðèöàòà B îòäÿñíî ñ A, òî i-òèÿò ñòúëá íà ðåçóë-
òàòà ñå ïîëó÷àâà êàòî ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà ñòúëáîâåòå íà B. Êîåôèöèåíòèòå
â òàçè ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ ñà åëåìåíòèòå îò i-òèÿ ñòúëá íà ìàòðèöàòà A.

2.2.1 Àëãîðèòúì

È òàêà, âå÷å ñìå ãîòîâè äà âèäèì êàê ìîæå äà ñå íàìåðè èñêàíîòî ðàçëàãàíå.
Ùå ãî èëþñòðèðàìå ñ ïðèìåð. Äà ðàçãëåäàìå ìàòðèöàòà

A =

 1 1 1
1 2 2
1 2 3

 .
Èçâúðøâàìå ïðàâèÿ õîä íà ìåòîäà íà Ãàóñ è ïîëó÷àâàìå ãîðíà òðèúãúëíà ìàò-
ðèöà:

A =

 1 1 1
1 2 2
1 2 3

 −→
 1 1 1

0 1 1
0 1 2

 −→
 1 1 1

0 1 1
0 0 1

 =: U.

Ñ äðóãè äóìè, ìåòîäúò íà Ãàóñ òðàíñôîðìèðà ìàòðèöàòà A äî ãîðíàòà
òðèúãúëíà ìàòðèöà U . Íî òîâà å åäíà ëèíåéíà òðàíñôîðìàöèÿ, ñëåäîâàòåëíî
òÿ ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè ÷ðåç óìíîæíåíèåòî íà A ñ äàäåíà ìàòðèöà îòëÿâî,
ò.å. L−1A = U , êúäåòî L−1 å ìàòðèöàòà íà âúïðîñíàòà òðàíñôîðìàöèÿ. Òîãàâà
å â ñèëà A = LU . Âúïðîñúò å êàê äà íàìåðèì ìàòðèöàòà L (êîÿòî, êàêòî ùå
âèäèì, å äîëíà òðèúãúëíà ìàòðèöà, ò.å. íè äàâà èñêàíîòî ðàçëàãàíå).

• Íà ïúðâàòà ñòúïêà îò ìåòîäà íà Ãàóñ ìàòðèöàòà A ñå ïðåîáðàçóâà äî A(1)

è íåêà ìàòðèöàòà íà òîâà ïðåîáðàçîâàíèå å L−11 (L−11 A = A(1)). Ïúðâèÿò
ðåä íà ìàòðèöàòà A(1) å ðàâåí íà ïúðâèÿ ðåä íà ìàòðèöàòà A:

A
(1)
1 = 1× A1 + 0× A2 + 0× A3. (2.5)

Âòîðèÿò ðåä íà A(1) ñå ïîëó÷àâà, êàòî îò âòîðèÿ ðåä íà A èçâàäèì ïúðâèÿ,
óìíîæåí ïî 1, ò.å.

A
(1)
2 = −1× A1 + 1× A2 + 0× A3. (2.6)

Àíàëîãè÷íî
A

(1)
3 = −1× A1 + 0× A2 + 1× A3. (2.7)

Âçåìàéêè ïðåäâèä (2.5), (2.6), (2.7) è òîâà, êîåòî êàçàõìå çà óìíîæåíèå ñ
ìàòðèöà îòëÿâî, å ÿñíî, ÷å A(1) = L−11 A, êúäåòî

L−11 =

 1 0 0
−1 1 0
−1 0 1

 .
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• Àíàëîãè÷íî U = L−12 A(1), êúäåòî

L−12 =

 1 0 0
0 1 0
0 −1 1

 .
Òîãàâà (L−12 L−11 )A = U è ñëåäîâàòåëíî A = L1L2U .

• Ñëåäâàùèÿò âúïðîñ å êàê äà íàìåðèì îáðàòíèòå ìàòðèöè íà L−11 è L−12 .
Àêî ðàçãëåæäàìå ìàòðèöàòà L−11 êàòî òðàíñôîðìàöèÿ, ìîæåì ëåñíî äà îò-
ãîâîðèì íà òîçè âúïðîñ. Òîâà å òðàíñôîðìàöèÿ, êîÿòî ïðèëîæåíà âúðõó
äàäåíà ìàòðèöà X âàäè ïúðâèÿ �è ðåä îò âòîðèÿ. Îáðàòíàòà òðàíñôîðìà-
öèÿ òîãàâà òðÿáâà äà ïðèáàâÿ ïúðâèÿ ðåä íà X êúì âòîðèÿ. Àíàëîãè÷íî
îáðàòíàòà òðàíñôîðìàöèÿ òðÿáâà äà ïðèáàâÿ ïúðâèÿ ðåä íà X êúì òðå-
òèÿ:

L1 =

 1 0 0
1 1 0
1 0 1

 .
Ñ äðóãè äóìè, âñè÷êè åëåìåíòè ïîä ãëàâíèÿ äèàãîíàë ñìåíÿò çíàöèòå ñè.
Àíàëîãè÷íî

L2 =

 1 0 0
0 1 0
0 1 1

 .
• Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å

L := L1L2 =

 1 0 0
1 1 0
1 1 1

 .
È òàêà, ïðèâåäåíèÿò ïðèìåð èëþñòðèðà ôàêòà, ÷å çà äà ðàçëîæèì ìàòðè-

öàòà A âúâ âèäà A = LU , òðÿáâà äà èçâúðøèì ïðàâèÿ õîä íà ìåòîäà íà Ãàóñ è
òàêà ïîëó÷àâàìå ìàòðèöàòà U .

Ìàòðèöàòà L å äîëíà òðèúãúëíà ìàòðèöà, ÷èèòî åëåìåíòè aij ïîä
ãëàâíèÿ äèàãîíàë ñà êîåôèöèåíòèòå, ñ êîèòî óìíîæàâàìå j-òèÿ ðåä,
çà äà ãî èçâàäèì îò i-òèÿ.

Äà ðàçãëåäàìå îùå åäíà çàäà÷à, ñ êîÿòî äà çàòâúðäèì êàçàíîòî.

Çàäà÷à 6. Äà ñå íàìåðè LU äåêîìïîçèöèÿòà íà ìàòðèöàòà

A =

 2 1 1
4 −6 0
−2 7 2


Ðåøåíèå. Ïðàâèÿò õîä íà àëãîðèòúìà íè äàâà
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A =

 2 1 1
4 −6 0
−2 7 2

 −→
 2 1 1

0 −8 −2
0 8 3

 −→
 2 1 1

0 −8 −2
0 0 1

 =: U.

Íà ïúðâàòà ñòúïêà îò âòîðèÿ ðåä âàäèì ïúðâèÿ, óìíîæåí ïî 2, à îò òðåòèÿ
âàäèì ïúðâèÿ, óìíîæåí ïî -1. Íà âòîðàòà ñòúïêà îò òðåòèÿ ðåä âàäèì âòîðèÿ,
óìíîæåí ïî -1. Òîãàâà ìàòðèöàòà L èìà âèäà

L =

 1 0 0
2 1 0
−1 −1 1

 .
Ñ äðóãè äóìè,

A =

 1 0 0
2 1 0
−1 −1 1

 2 1 1
0 −8 −2
0 0 1

 .

Ìîæåì ëåñíî äà ìîäèôèöèðàìå ïðîãðàìàòà, êîÿòî ïðåäëîæèõìå çà ìåòîäà
íà Ãàóñ, êàòî â åäíà íîâà ìàòðèöà L, êîÿòî â íà÷àëîòî å åäèíè÷íàòà ìàòðèöà è
íà âñÿêà ñòúïêà çàïàçâàìå êîåôöèåíòèòå, ñ êîèòî i-òèÿò ðåä ñå óìíîæàâà, çà äà
ñå èçâàäè îò ñëåäâàùèòå. Ïðèëàãàìå ïðèìåðíà èìïëåìåíòàöèÿ íà Mathematica.

In[8]:= LU@A_D :=

U = A;

n = Length@AD;

L = Table@0, 8n<, 8n<D;

For@i = 1, i £ n, i++,

L@@i, iDD = 1

D;

ForBi = 1, i £ n, i++,

ForBj = i + 1, j £ n, j++,

l =
U@@j, iDD
U@@i, iDD

;

L@@j, iDD = l;

U@@j, iDD = 0;

For@k = i + 1, k £ n, k++,

U@@j, kDD = U@@j, kDD - l * U@@i, kDD;

D
F

F;

8L, U<
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Êàêòî êàçàõìå, èìàéêè LU äåêîìïîçèöèÿòà íà äàäåíà ìàòðèöà, ìîæåì ëåñ-
íî äà ðåøèì ñèñòåìàòà LUx = b íà äâå ñòúïêè.

Ïúðâî, ðåøàâàìå ñèñòåìàòà Ly = b, êîÿòî èìà äîëíà òðèúãúëíà ìàòðèöà.
i-òîòî óðàâíåíèå íà òàçè ñèñòåìà èìà âèäà

li1y1 + · · ·+ liiyi = bi,

îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå

yi =
bi −

∑i−1
j=1 lijyj

lii
, i = 1, . . . , n.

Ñëåä òîâà ðåøàâàìå ñèñòåìàòà Ux = y, êîÿòî èìà ãîðíà òðèúãúëíà ìàòðèöà.
Èìàìå

uiixi + · · ·+ uinxn = yi

è ñëåäîâàòåëíî

xi =
yi −

∑n
j=i+1 uijxj

uii
, i = n, . . . , 1.

Ïðèëàãàìå ïðèìåðíà èìïëåìåíòàöèÿ íà îáðàòíèÿ õîä íà àëãîðèòúìà.

In[1]:= LUSolve@L_, U_, b_D :=

n = Length@bD;

y = Table@0, 8i, n<D ;

ForBi = 1, i £ n, i++,

y@@iDD =
b@@iDD - Sum@L@@i, jDD y@@jDD, 8j, 1, i - 1<D

L@@i, iDD

F;

x = Table@0, 8i, n<D ;

ForBi = n, i ³ 1, i--,

x@@iDD =
y@@iDD - Sum@U@@i, jDD x@@jDD, 8j, i + 1, n<D

U@@i, iDD

F;

x

2.2.2 Kîãà å ïîëåçíî èçïîëçâàíåòî íà LU-äåêîìïîçèöèÿòà?

Êàêòî êàçàõìå, àêî ñìå ðàçëîæèëè ìàòðèöàòà A âúâ âèäà A = LU , ñèñòåìàòà
Ax = b ìîæå äà ñå ðåøè ñúñ ñëîæíîñò O(n2). Ñàìîòî ðàçëàãàíå íà ìàòðèöàòà
îáà÷å ñòàâà ïî ìåòîäà íà Ãàóñ. Ñ äðóãè äóìè, àêî ðåøèì ñèñòåìàòà äèðåêòíî ïî
ìåòîäà íà Ãàóñ, ùå íàïðàâèì äîðè ïî-ìàëêî îïåðàöèè, çàùîòî èíà÷å ñëåä ìå-
òîäà íà Ãàóñ (çà äà ðàçëîæèì A) ùå òðÿáâà äà ðåøèì äâå ñèñòåìè ñ òðèúãúëíà
ìàòðèöà.
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Ïðåäèìñòâîòî íà òîâà ðàçëàãàíå îáà÷å èäâà, àêî òðÿáâà äà ðåøèì
ìíîãî ñèñòåìè ñ åäíà è ñúùà ìàòðèöà. Àêî èñêàìå äà ðåøèì n ñèñòåìè
ïî ìåòîäà íà Ãàóñ, òîâà îçíà÷àâà äà íàïðàâèì n × O(n3) = O(n4) îïåðàöèè,
äîêàòî, àêî ïúðâî ðàçëîæèì ìàòðèöàòà (çà O(n3) îïåðàöèè) è ïîñëå ðåøèì n-
òå ñèñòåìè çà n× O(n2) = O(n3) îïåðàöèè, â êðàéíà ñìåòêà ùå ñìå íàïðàâèëè
O(n3) îïåðàöèè.

Åäèí ìíîãî âàæåí ñëó÷àé, â êîéòî òîâà ñå íàëàãà, å íàìèðàíåòî íà îáðàòíà
ìàòðèöà.

2.2.3 Íàìèðàíå íà îáðàòíà ìàòðèöà

Íåêà å äàäåíà ìàòðèöàòà A. Íåéíàòà îáðàòíà å òàêàâà ìàòðèöà, ÷å

A


...

...
...

x1 x2 · · · xn
...

...
...

 =


1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1

 .
Òîãàâà ñòúëáîâåòå íà ìàòðèöàòà A−1 ñà ðåøåíèÿòà íà ñèñòåìèòå

Axi = ei, i = 1, n

êúäåòî ei å i-òèÿò åäèíè÷åí âåêòîð è çà ðåøàâàíåòî èì å óäîáíî ìàòðèöàòà
A äà áúäå ðàçëîæåíà âúâ âèäà A = LU . Íåêà ðàçãëåäàìå ïðèìåðíà ôóíêöèÿ,
íàìèðàùà îáðàòíàòà ìàòðèöà íà äàäåíà íåñèíãóëÿðíà êâàäðàòíà ìàòðèöà.

In[2]:= InverseMatrix@A_D := H
8L, U< = LU@AD;

n = Length@AD;

AInverse = Table@0, 8n<, 8n<D;

For@k = 1, k £ n, k++,

b = Table@If@l � k, 1, 0D, 8l, 1, n<D;

AInverse@@kDD = LUSolve@L, U, bD;

D;

Transpose@AInverseD
L

2.3 ×èñëåíè ìåòîäè çà ñèñòåìè ñúñ ñïåöèàëíà ñòðóê-

òóðà

Êàêòî îòáåëÿçàõìå âúâ âúâåäåíèåòî, ÷åñòî íà ïðàêòèêà ìàòðèöèòå, êîèòî ñå
ïîëó÷àâàò ïðè ðåøàâàíåòî íà äàäåíà ðåàëíà çàäà÷à, íå ñà ïðîèçâîëíè, à èìàò
íÿêàêâà ñïåöèàëíà ñòðóêòóðà, íàïðèìåð:

• ñèìåòðè÷íè ìàòðèöè � A = AT ;

• òðèäèàãîíàëíè ìàòðèöè � ìàòðèöè, êîèòî èìàò íåíóëåâè åëåìåíòè ñàìî
ïî ãëàâíèÿ äèàãîíàë è äèàãîíàëèòå ïîä è íàä íåãî;

• ðàçðåäåíè ìàòðèöè � ìàòðèöè ñ ìíîãî íóëåâè åëåìåíòè.
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Êîãàòî ìàòðèöàòà íà äàäåíà ñèñòåìà èìà ñïåöèàëíà ñòðóêòóðà, òÿ ìîæå äà
ñå èçïîëçâà, çà äà ïîëó÷èì ðåøåíèåòî íà ñèñòåìàòà ïî-åôåêòèâíî (ñ ïî-ìàëêà
âðåìåâà ñëîæíîñò).

2.3.1 Ìåòîä íà Õîëåöêè çà ðàçëàãàíå íà ñèìåòðè÷íè è
ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíè ìàòðèöè

Â ñëó÷àÿ, êîãàòî ìàòðèöàòà A å ñèìåòðè÷íà è ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà, òÿ
ìîæå äà áúäå ðàçëîæåíà âúâ âèäà

A = LLT ,

êúäåòî L å äîëíà òðèúãúëíà ìàòðèöà, ò.å. èìà âèäà

L =


l11
l21 l22
l31 l32 l33
...

...
...

. . .

ln1 ln2 ln3 · · · lnn

 .

Òîâà å ò.íàð. ðàçëàãàíå íà Õîëåöêè.
Íåêà ðàçãëåäàìå ñëåäíèÿ ïðèìåð:

Çàäà÷à 7. Äà ñå ðàçëîæè ïî ìåòîäà íà Õîëåöêè ìàòðèöàòà

A =

 4 12 −16
12 37 −43
−16 −43 98


Ðåøåíèå. Òúðñèì ðàçëàãàíåòî âúâ âèäà 4 12 −16

12 37 −43
−16 −43 98

 =

 l11 0 0
l21 l22 0
l31 l32 l33

 l11 l21 l31
0 l22 l32
0 0 l33

 .
Óìíîæàâàéêè ïúðâèÿ ðåä íà L ñ ïúðâèÿ ñòúëá íà LT , ìîæåì äà íàìåðèì

l11. Ïîëó÷àâàìå
l211 = 4⇒ l11 = 2.

Ñëåä òîâà ìîæåì äà íàìåðèì îñòàíàëèòå åëåìåíòè îò ïúðâèÿ ñòúëá íà L,
óìíîæàâàéêè ñúîòâåòíî âòîðèÿ è òðåòèÿ ðåä íà L ñ ïúðâèÿ ñòúëá íà LT :

l21l11 = 12⇒ l21 = 6,

l31l11 = −16⇒ l31 = −8.

Ïðåìèíàâàìå êúì âòîðèÿ ñòúëá, êàòî îòíîâî ïúðâî íàìèðàìå äèàãîíàëíèÿ
åëåìåíò è ñëåä òîâà åëåìåíòèòå ïîä íåãî:

l221 + l222 = 37⇒ l22 = 1,

l31l21 + l32l22 = −43⇒ l32 = 5.
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Íàêðàÿ çà ïîñëåäíèÿ äèàãîíàëåí åëåìåíò èìàìå

l231 + l232 + l233 = 98⇒ l33 = 3.

Îêîí÷àòåëíî ïîëó÷èõìå ìàòðèöàòà

L =

 2 0 0
6 1 0
−8 5 3



Â îáùèÿ ñëó÷àé, àíàëîãè÷íî, ïîñëåäîâàòåëíî ñå ïîïúëâàò ïúðâèÿò, âòîðèÿò
è ò.í. ñòúëá, çàïî÷âàéêè îò äèàãîíàëíèÿ åëåìåíò:

for k =1, n :

lkk =
√
akk − l2k1 − · · · − l2k,k−1,

ljk =
akj −

∑k−1
i=1 lkilji

lkk
, j = k + 1, n.

Çà èçâåæäàíåòî íà ãîðíèòå ôîðìóëè âèæ ó÷åáíèêà.
Ïðèëàãàìå ïðèìåðíà èìïëåìåíòàöèÿ íà ìåòîäà â ñèñòåìàòà Mathematica:

In[1]:= Cholesky@A_D :=

n = Length@AD;

L = Table@0, 8i, n<, 8j, n<D;

ForBk = 1, k £ n, k++, H*Iterate over the columns*L
H*Find the diagonal element*L
L@@k, kDD = A@@k, kDD - Sum@L@@k, pDD^2, 8p, 1, k - 1<D ;

ForBj = k + 1, j £ n, j++, H*Find all the elements below the main diagonal*L

L@@j, kDD =
A@@k, jDD - Sum@L@@k, iDD L@@j, iDD, 8i, 1, k - 1<D

L@@k, kDD
F

F;

L

Åäíà îò íàé-âàæíèòå çàäà÷è, êúäåòî íàìèðàò ïðèëîæåíèå ìåòîäèòå çà ñè-
ìåòðè÷íè ìàòðèöè è çàäà÷à çà íàìèðàíå íà ïðèáëèæåíèå ïî ìåòîäà íà íàé-
ìàëêèòå êâàäðàòè.

Ìåòîä íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè
Åäèí îò íàé-÷åñòî èçïîëçâàíèòå íà ïðàêòèêà ÷èñëåíè ìåòîäè å ìåòîäúò

íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè. Íåêà ñà äàäåíè òî÷êèòå (x1, y1), . . . , (xs, ys). Òúðñèì
ïîëèíîì îò ñòåïåí, íåíàäìèíàâàùà n, êîéòî äà å âúìîæíî �íàé-áëèçî� äî òî÷-
êèòå. Ìîæåì äà ôîðìóëèðàìå çàäà÷àòà è ïî ñëåäíèÿ íà÷èí. Èñêàìå âåêòîðà
îò ãðåøêèòå, êîèòî ñå ïîëó÷àâàò âúâ âñÿêà îò äàäåíèòå òî÷êè, äà å âúçìîæíî
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�íàé-ìàëúê�, ò.å. äà èìà íàé-ìàëêà Åâêëèäîâà äúëæèíà. Âåêòîðúò íà ãðåøêèòå
èìà âèäà

r :=


r1
r2
...
rs

 =


p(x1)
p(x2)
...

p(xs)

−

y1
y2
...
ys

 .
Íåêà çàïèøåì ïîëèíîìà p(x) âúâ âèäà

p(x) = (1, x, . . . , xn)(a0, a1, . . . , an)T ,

êúäåòî a0, a1, . . . , an ñà êîåôèöèåíòèòå íà ïîëèíîìà. Òîãàâà ïîëó÷àâàìå

r =


1 x1 · · · xn1
1 x2 · · · xn2
...

...
...

...
1 xs · · · xns



a0
a1
...
an

−

y1
y2
...
ys

 =: Xa− y. (2.8)

Ìîæå äà ñå ïîêàæå, ÷å âúïðîñúò çà ìèíèìèçèðàíåòî íà ‖Xa − y‖2 å åêâè-
âàëåíòåí íà òîçè çà ðåøàâàíåòî íà ñèñòåìàòà

XTXa = XTy. (2.9)

Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å ñèñòåìàòà èìà ñèìåòðè÷íà è ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà
ìàòðèöà (îò ëèíåéíàòà àëãåáðà çíàåì, ÷å XTX èìà èìåííî òàêàâà ñòðóêòóðà).

Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíèÿ ïðèìåð:

Çàäà÷à 8. Òÿëî å ïóñíàòî îò âèñî÷èíà 450m. Íåãîâàòà âèñî÷èíà å èçìåðâàíà
ïðåç èíòåðâàëè îò 1 ñåê. Äàííèòå ñà ñèñòåìàòèçèðàíè â ñëåäíàòà òàáëèöà:
t, sec 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
h,m 450 445 431 408 375 332 279 216 143 61

Äà ñå íàìåðè ïîäõîäÿùà ôóíêöèÿ, îïèñâàùà ïðîöåñà.

Ðåøåíèå. Íåêà ïúðâî äà èçîáðàçèì òî÷êèòå. Ãðàôèêàòà èçãëåæäà ïî ñëåäíèÿ
íà÷èí

Out[170]=

2 4 6 8

200

300

400

Òî÷êèòå èçãëåæäà äà ëåæàò âúðõó ïàðàáîëà. Çàòîâà ùå òúðñèì ôóíêöèÿòà,
ìîäåëèðàùà ïðîöåñà, âúâ âèäà f(x) = a0+a1x+a2x

2. Çà äà îïðåäåëèì ïî ìåòîäà
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íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè êîåôèöèåíòèòå íà ïîëèíîìà, âçåìàéêè ïðåäâèä (2.8)
è (2.9), òðÿáâà äà ðåøèì ñèñòåìàòà

XTXx = XTy,

êúäåòî

X =



1 0 0
1 1 1
1 2 4
1 3 9
1 4 16
1 5 25
1 6 36
1 7 49
1 8 64
1 9 81


, a =

 a0
a1
a2

 , y =



450
445
431
408
375
332
279
216
143
61


.

Íåêà îçíà÷èì A := XTX, b := XTy. Òîãàâà ñèñòåìàòà, êîÿòî òðÿáâà äà ðåøèì, å
Ax = b. Ïúðâî, ùå ðàçëîæèì ìàòðèöàòà A, êîÿòî å ñèìåòðè÷íà è ïîëîæèòåëíî
îïðåäåëåíà ïî ìåòîäà íà Õîëåöêè:

H*Input data*L
x = Range@0, 9D;

X = Table@81, x@@iDD, x@@iDD^2<, 8i, 1, 10<D;

y = 88450, 445, 431, 408, 375, 332, 279, 216, 143, 61<< �� Transpose;

A = Transpose@XD.X;

b = Transpose@XD.y;

n = Length@AD;

H*Choletsky decomposition of B*L
L = Table@0, 8i, n<, 8j, n<D;

ForBk = 1, k £ n, k++, H*Iterate over the columns*L
H*Find the diagonal element*L
L@@k, kDD = A@@k, kDD - Sum@L@@k, pDD^2, 8p, 1, k - 1<D ;

ForBj = k + 1, j £ n, j++, H*Find all the elements below the diagonal*L

L@@j, kDD =
A@@k, jDD - Sum@L@@k, iDD L@@j, iDD, 8i, 1, k - 1<D

L@@k, kDD
F

F

Â ðåçóëòàò îò èçïúëíåíèåòî íà ãîðíèÿ êîä ïîëó÷àâàìå, ÷å ìàòðèöàòà L èìà
âèäà

L =


√

10 0 0

9
√

5
2

√
165
2

0

57
√

5
2

9
√

165
2

4
√

33

 .
Îñòàâà äà ðåøèì ñèñòåìàòà LLTa = b íà äâå ñòúïêè, êàêòî îáÿñíèõìå â ïàðàã-
ðàôà, ïîñâåòåí íà LU -äåêîìïîçèöèÿòà.
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1. Íàìèðàìå z := LTa, êàòî ðåøèì ñèñòåìàòà Lz = b. Òÿ èìà âèäà
l11
l21 l22
l31 l32 l33
...

...
...

. . .

ln1 ln2 ln3 · · · lnn



z1
z2
...
zn

 =


b1
b2
...
bn


è ñëåäîâàòåëíî îò i-òîòî óðàâíåíèå

li1z1 + li2z2 + · · ·+ liizi = bi

èçðàçÿâàìå

zi =
bi −

∑i−1
j=1 lijzj

lii
.

Ïîñëåäîâàòåëíî íàìèðàìå x1, x2, . . . , xn:

z = Table@0, 8i, n<D;

ForBi = 1, i £ n, i++,

z@@iDD =
b@@iDD - Sum@L@@i, jDD z@@jDD, 8j, 1, i - 1<D

L@@i, iDD
�� N

F

2. Ðåøàâàìå ñèñòåìàòà LTa = z è íàìèðàìå íåèçâåñòíèòå a ïî àíàëîãè÷íàòà
íà ïúðâàòà ñòúïêà ôîðìóëà

ai =
zi −

∑n
j=i+1 l

T
ijaj

lTii
,

êàòî çàïî÷âàìå îò an:

a = Table@0, 8i, n<D;

Ltr = Transpose@LD;

ForBi = n, i ³ 1, i--,

a@@iDD =
z@@iDD - Sum@Ltr@@i, jDD a@@jDD, 8j, i + 1, n<D

Ltr@@i, iDD
�� N

F

Îêîí÷àòåëíî ïîëó÷èõìå a = (449.364, 0.962121,−4.90152)T .
Íåêà ïîñòðîèì ãðàôèêèòå íà ïîëèíîìà P (x) = (1, x, x2).a è äàäåíèòå òî÷êè

â åäíà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà, çà äà âèçóàëèçèðàìå ðåçóëòàòà.
P@x_D := a@@1, 1DD + SumAa@@i, 1DD xi-1, 8i, 2, n<E
plot1 = Plot@P@xD, 8x, 0, 9<D;

plot2 = ListPlot@Table@8x@@iDD, y@@i, 1DD<, 8i, 1, Length@xD<DD;

Show@plot1, plot2D
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2.3.2 Ìåòîä íà äÿñíàòà ïðîãîíêà çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìè
ñ òðèäèàãîíàëíà ìàòðèöà

Âàæåí êëàñ ñèñòåìè ñà òåçè ñ òðèäèàãîíàëíà ìàòðèöà, ò.å. òåçè, êîèòî èìàò
íåíóëåâè åëåìåíòè ñàìî ïî ãëàâíèÿ äèàãîíàë, ïîä íåãî è íàä íåãî:

∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∗ ∗ ∗
∗ ∗

 .

Íåêà çàïèøåì â îáù âèä ñèñòåìàòà, çàäàäåíà ñ òðèäèàãîíàëíà ìàòðèöà, ïî
ñëåäíèÿ íà÷èí:

− C1x1 + B1x2 = F1,
Aixi−1 − Cixi + Bixi+1 = Fi, i = 2, . . . , n− 1
Anxn−1 − Cnxn = Fn.

Òîãàâà îò ïúðâîòî óðàâíåíèå ìîæåì äà èçðàçèì ïúðâîòî íåèçâåñòíî ÷ðåç
âòîðîòî:

x1 =
B1

C1

x2 −
F1

C1

=: α2x2 + β2.

Òàêà, àêî ñìå èçðàçèëè xi−1 = αixi+βi, ìîæåì äà ãî çàìåñòèì â i-òîòî óðàâíåíèå
è îòòàì äà èçðàçèì xi ÷ðåç xi+1:

xi = αi+1xi+1 + βi+1. (2.10)

Êîåôèöèåíòèòå αi è βi ñå îïðåäåëÿò îò ôîðìóëèòå

αi+1 =
Bi

Ci − Aiαi

, βi+1 =
Aiβi − Fi

Ci − Aiαi

, i = 1, . . . , n− 1.

Íàêðàÿ, çàìåñòâàéêè xn−1 = αnxn + βn â ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå, ïîëó÷àâàìå

xn =
Anβn − Fn

Cn − Anαn

.

Òîãàâà îò (2.10) ìîæåì äà èçðàçèì ïîñëåäîâàòåëíî xn−1, xn−2, . . . , x1.
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Çàäà÷à 9. Êàòî ñå èçïîëçâà ìåòîäúò íà äÿñíàòà ïðîãîíêà, äà ñå ðåøè ñèñòåìàòà

3x1 − x2 = 3,
−x1 + 3x2 − x3 = 0,

−x2 + 3x3 − x4 = 0,
−x3 + 3x4 = 0.

Ðåøåíèå. Îò ïúðâîòî óðàâíåíèå èçðàçÿâàìå

x1 =
1

3
x2 + 1.

Çàìåñòâàéêè ãîðíîòî âúâ âòîðîòî óðàâíåíèå, ïîëó÷àâàìå

−1

3
x2 − 1 + 3x2 − x3 = 0 =⇒ x2 =

3

8
x3 +

3

8
.

Ïðîäúëæàâàéêè àíàëîãè÷íî, ïîëó÷àâàìå

−3

8
x3 −

3

8
+ 3x3 − x4 = 0 =⇒ x3 =

8

21
x4 +

1

7

è îêîí÷àòåëíî

− 8

21
x4 −

1

7
+ 3x4 = 20 =⇒ x4 =

423

55
.

Ñåãà, âðúùàéêè ñå íàçàä, èìàìå

x3 =
8

21
x4 +

1

7
=

169

55
, x2 =

3

8
x3 +

3

8
=

84

55
, x1 =

1

3
x2 + 1 =

83

55
.

Ïðèëàãàìå ïðèìåðíà èìïëåìåíòàöèÿ íà ìåòîäà:
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In[41]:= A = 883, -1, 0, 0<, 8-1, 3, -1, 0<, 80, -1, 3, -1<, 80, 0, -1, 3<< �� N;

b = 83, 0, 0, 20< �� N;

H*Find the coefficients Αi, Βi*L
n = Length@AD;

Α = Table@0, 8i, n<D;

Β = Table@0, 8i, n<D;

x = Table@0, 8i, n<D;

Α@@2DD =
A@@1, 2DD

- A@@1, 1DD
; H*C1=-A@@1,1DD*L

Β@@2DD = -
b@@1DD

- A@@1, 1DD
;

ForBi = 2, i < n, i++,

Α@@i + 1DD =
A@@i, i + 1DD

- A@@i, iDD - A@@i, i - 1DD Α@@iDD
; H*Ci=-A@@i,iDD*L

Β@@i + 1DD =
A@@i, i - 1DD Β@@iDD - b@@iDD

- A@@i, iDD - A@@i, i - 1DD Α@@iDD
;

F

x@@nDD =
A@@n, n - 1DD Β@@nDD - b@@nDD

- A@@n, nDD - A@@n, n - 1DD Α@@nDD
;

For@i = n - 1, i ³ 1, i--,

x@@iDD = Α@@i + 1DD x@@i + 1DD + Β@@i + 1DD
D
x

Out[51]= 81.50909, 1.52727, 3.07273, 7.69091<

Äîïúëíèòåëíè çàäà÷è 1

Çàäà÷è çà ðåøàâàíå íà ðúêà

Çàäà÷à 10. Â ñèñòåìàòà ÷èñëà ñ ïëàâàùà
òî÷êà, êîÿòî äåôèíèðàõìå (ñ 3-öèôðåíà ìàí-
òèñà è 1-öèôðåíà åñêïîíåíòà ñúñ çíàê, äåñå-
òè÷íà áðîéíà ñèñòåìà), íàïðàâåòå ïðåñìÿòà-
íèÿòà, èëþñòðèðàùè ôàêòà, ÷å äèñòðèáóòèâ-
íèÿò çàêîí

a× (b+ c) = a× b+ a× c

ìîæå è äà íå å â ñèëà ïðè ÷èñëåíè ïðåñìÿ-
òàíèÿ. Çà öåëòà èçïîëçâàéòå ñòîéíîñòèòå a =
0.200× 101, b = −0.600× 100, c = 0.602× 100.

Çàäà÷à 11. Èçïîëçâàéêè ìåòîäà íà Ãàóñ ñ
÷àñòè÷åí èçáîð íà ãëàâíèÿ åëåìåíò, ðåøåòå
ñèñòåìàòà

u+ 4v + 2w = −2,
−2u− 8v + 3w = 32,

v + w = 1.

Íàïèøåòå ïåðìóòàöèîííèòå ìàòðèöè P1 è
P2, êîèòî îïèñâàò ñìåíèòå íà ðåäîâå íà ïúð-
âàòà è âòîðàòà ñòúïêà îò àëãîðèòúìà.

Íàìåðåòå ìàòðèöàòà A = PA, ÷èÿòî LU -
äåêîìïîçèöèÿ áèõìå íàìåðèëè ïî êëàñè÷åñ-
êèÿ ìåòîä íà Ãàóñ.

Çàäà÷à 12. Íàìåðåòå LU-äåêîìïîçèöèÿòà íà
ìàòðèöàòà

A =

 2 3 3
0 5 7
6 9 8

 .
Êàòî èçïîëçâàòå òàçè äåêîìïîçèöèÿ, ðåøåòå
ñèñòåìèòå Ax = b ñ äåñíè ñòðàíè b = (2, 2, 5)T

è b = (1, 1,−3)T .
Êàêâî ïå÷åëèì îò LU-äåêîìïîçèöèÿòà

ïðè ðåøàâàíåòî íà òåçè ñèñòåìè?

Çàäà÷à 13. Äàäåíà å ìàòðèöàòà

A =

 1 1 1
1 4 4
1 4 8

 .
Êîÿ å ìàòðèöàòà L−11 , êîÿòî òðàíñôîðìèðà A
â A(1) � ìàòðèöàòà, ïîëó÷åíà ñëåä ïúðâàòà

38



ñòúïêà íà ìåòîäà íà Ãàóñ,

A(1) =

 1 1 1
0 3 3
0 3 7

?
Êîÿ å îáðàòíàòà íà L−11 ìàòðèöà?

Çàäà÷à 14. Êàòî èçïîëçâàòå ìåòîäà íà Õî-
ëåöêè, ïðåñìåòíåòå x = A−1b, detA è A−1:

[A|b] =

 1 2 3 0
2 5 8 −1
3 8 14 −3


Çàäà÷à 15. Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî A å îáðàòè-
ìà äèàãîíàëíà/òðèúãúëíà ìàòðèöà, òî è A−1

å îò ñúùèÿ âèä.

Çàäà÷à 16. Äà ñå äîêàæå, ÷å ìåòîäúò íà Õî-
ëåöêè çà ðàçëàãàíå íà ñèìåòðè÷íè è ïîëî-
æèòåëíî îïðåäåëåíè ìàòðèöè èìà ñëîæíîñò
1/3n3 +O(n2) àðèòìåòè÷íè îïåðàöèè.

Çàäà÷à 17. Äàäåíî å äèôåðåíöèàëíîòî óðàâ-
íåíèå

u′′(x) + u(x) = x, x ∈ (0, 1)

u(0) = u(1) = 0.

Äà ñå ðåøè ïðèáëèæåíî, êàòî èíòåðâàëúò
[0, 1] ñå ðàçäåëè ñ ðàâíîîòäàëå÷åíè âúçëè íà
ïîäèíòåðâàëè ñúñ ñòúïêà h = 0.01 è ïðîèç-
âîäíèòå â íåãî ñå àïðîêñèìèðàò âúâ âñåêè âú-
çåë (âæ. çàïèñêèòå). Ïîëó÷åíàòà ëèíåéíà ñèñ-
òåìà äà ñå ðåøè ñ ïîäõîäÿù ÷èñëåí ìåòîä.

Ïðîãðàìèðàíå

Çàäà÷à 18. Íàïèøåòå ïðîãðàìà íà åçèê
çà ïðîãðàìèðàíå, êîéòî çíàåòå (C++/ Java/
FORTRAN è äð.), êîÿòî íàìèðà êîðåíèòå íà
êâàäðàòíîòî óðàâíåíèå

x2 + 3000.001x+ 3,

èçïîëçâàéêè ñòàíäàðòíàòà ôîðìóëà çà öåëòà.

• Íàïðàâåòå åêñïåðèìåíò, êàòî èçïîëç-
âàòå ïðîìåíëèâè ñ åäèíè÷íà (�oat) è
äâîéíà òî÷íîñò (double).

• Ñðàâíåòå ñ òî÷íèòå ñòîéíîñòè íà êîðå-
íèòå: -0.001 è -3000.

• Îáÿñíåòå êîÿ å ïðè÷èíàòà çà ïîÿâèëèòå
ñå ãðåøêè.

• Ïîòúðñåòå â èíòåðíåò èíôîðìàöèÿ çà
óñòîé÷èâè ïî îòíîøåíèå íà ãðåøêèòå
îò çàêðúãëÿâàíå ìåòîäè çà ðåøàâàíå
íà êâàäðàòíè óðàâíåíèÿ. Èìïëåìåíòè-
ðàéòå íÿêîé îò òÿõ.

Çàáåëåæêà. Matlab è ñèñòåìèòå çà êîìïþ-
òúðíà àëãåáðà íå ñà ïîäõîäÿùè çà öåëèòå íà
çàäà÷àòà, òúé êàòî â òÿõ íå çàäàâàìå ÿâíî òè-
ïà íà äàííèòå.

Çàäà÷à 19. Äà ñå íàïèøå ôóíêöèÿ
hilbertMatrix[n_] â Mathematica, êîÿòî ãå-
íåðèðà ìàòðèöàòà

1 1/2 · · · 1/n
1/2 1/3 · · · 1/(n+ 1)
...

...
. . .

...
1/n 1/(n+ 1) · · · 1/(2n)

 .
Çàäà÷à 20. Äà ñå ìîäèôèöèðà ïðîãðàìàòà,
ðåàëèçèðàùà ìåòîäà íà Ãàóñ, çà äà ñå ðåàëè-
çèðà ìåòîäúò íà Ãàóñ-Æîðäàí áåç èçáîð íà
ãëàâíèÿ åëåìåíò (âæ. çàïèñêèòå). Ðàçëèêàòà
ìåæäó äâàòà ìåòîäà å, ÷å íà k-òàòà ñòúïêà
ïðè ìåòîäà íà Ãàóñ-Æîðäàí k-òèÿò ðåä ñå èç-
âàæäà îò âñè÷êè îñòàíàëè ðåäîâå, à íå ñàìî
îò ðåäîâåòå ñëåä k-òèÿ. Ïî òîçè íà÷èí ñå ïî-
ëó÷àâà äèàãîíàëíà ìàòðèöà è ñèñòåìàòà ìî-
æå äà ñå ðåøè íåïîñðåäñòâåíî.

Çàäà÷à 21. Íàïèøåòå ïðîãðàìà, êîÿòî íàìè-
ðà îáðàòíàòà íà äàäåíà ñèìåòðè÷íà ìàòðèöà,
êàòî èçïîëçâà ìåòîäà íà Õîëåöêè çà ïîëó-
÷àâàíå íà òðèúãúëíîòî ðàçëàãàíå. Ñðàâíåòå
âðåìåíàòà çà ðåàëèçèðàíàòà ôóíêöèÿ è ôóí-
êöèÿòà InverseMatrix[A_] (âæ. èçïðàòåíèÿ
ôàéë LU.nb), êàòî èçïîëçâàòå âãðàäåíàòà â
Mathematica ôóíêöèÿ TimeUsed.

Çàäà÷à 22. Ðåøåòå çàäà÷è 9,11, êàòî íà-
ïèøåòå ïîäõîäÿùè ïðîãðàìè â ñèñòåìàòà
Mathematica.

Çàäà÷à 23. Ïî ìåòîäà íà íàé-ìàëêèòå êâàä-
ðàòè äà ñå íàìåðè ïîäõîäÿùà ôóíêöèÿ, êîÿòî
ïðèáëèæàâà òàáëèöàòà

x 3 4 5 7 8 9 11 12
y 1.6 3.6 4.4 3.4 2.2 2.8 3.8 4.6

Äà ñå èëþñòðèðà ãðàôè÷íî.
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Ãëàâà 3

Èòåðàöèîííè ìåòîäè çà ðåøàâàíå

íà ñèñòåìè ëèíåéíè àëãåáðè÷íè

óðàâíåíèÿ

Îñíîâåí ïðîáëåì íà äèðåêòíèòå ìåòîäè, êîèòî ðàçãëåäàõìå çà ðåøàâàíå íà
ñèñòåìàòà

Ax = b,

å òÿõíîòî áúðçîäåéñòâèå. Çà ãîëåìè ñèñòåìè óðàâíåíèÿ òÿõíîòî ïðèëàãàíå å
íåöåëåñúîáðàçíî, à ÷åñòî ïúòè � è íåâúçìîæíî. Íà ïðàêòèêà, îò äðóãà ñòðàíà,
âúçíèêâàò ñèñòåìè ñ äåñåòêè õèëÿäè è äîðè ìèëèîíè óðàâíåíèÿ. Çà ñèñòåìè ñ
ãîëÿìà ðàçìåðíîñò îáèêíîâåíî ñå èçïîëçâàò ò.íàð. èòåðàöèîííè ìåòîäè. Èäå-
ÿòà ïðè òÿõ å ñëåäíàòà. Çàïî÷âàéêè ñ äàäåíî íà÷àëíî ïðèáëèæåíèå x0, ïîñò-
ðîÿâàìå ðåäèöàòà x0, x1, x2, . . . îò ïîñëåäîâàòåëíè ïðèáëèæåíèÿ, êîÿòî äà áúäå
ñõîäÿùà êúì ðåøåíèåòî íà ñèñòåìàòà. Òîãàâà î÷åâèäíî å âàæåí âúïðîñúò çà
ñõîäèìîñòòà íà ñúîòâåòíèòå ÷èñëåíè ìåòîäè.

3.1 Ìåòîä íà ïðîñòàòà èòåðàöèÿ

Íåêà å äàäåíà ñèñòåìàòà

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1x1 + an2x2 + · · · + annxn = bn

Àêî îò ïúðâîòî óðàâíåíèå èçðàçèì x1, îò âòîðîòî � x2 è ò.í. ïîëó÷àâàìå åêâè-
âàëåíòíàòà ñèñòåìà

xi = −
n∑

j=1,j 6=i

aij
aii
xj +

bi
aii
, i = 1, n. (3.1)

Àêî èìàìå äàäåíî ïðèáëèæåíèå, çàìåñòâàéêè ñ íåãî â äÿñíàòà ñòðàíà íà
(3.1) è èçïîëçâàéêè ñúîòâåòíèòå ðàâåíñòâà, ùå ïîëó÷èì íîâè ñòîéíîñòè íà
x1, . . . , xn.
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È òàêà, ôîðìóëèòå çà ïîñòðîÿâàíå íà ðåäèöàòà îò ïîñëåäîâàòåëíè ïðèáëè-
æåíèÿ èìàò âèäà

x
(k+1)
i = −

i−1∑
j=1

aij
aii
x
(k)
j −

n∑
j=i+1

aij
aii
x
(k)
j +

bi
aii
, i = 1, n. (3.2)

Çàäà÷à 24. Äà ñå ïðèâåäå ñèñòåìàòà

4x1 − x2 + x3 = 12,
−x1 + 4x2 − 2x3 = −1,
x1 − 2x2 + 4x3 = 5

(3.3)

âúâ âèä, óäîáåí çà ïðèëàãàíå íà ìåòîäà íà ïðîñòàòà èòåðàöèÿ. Äà ñå íàïðàâÿò
äâå èòåðàöèè, çàïî÷âàéêè ñ íà÷àëíî ïðèáëèæåíèå x0 = (0, 0, 0)T .

Ðåøåíèå. Îò ïúðâîòî óðàâíåíèå èçðàçÿâàìå x1 ÷ðåç äðóãèòå äâå íåèçâåñòíè,
îò âòîðîòî � x2, à îò òðåòîòî � x3. Ïîëó÷àâàìå åêâèâàëåíòíàòà ñèñòåìà

x1 = 1
4
x2 − 1

4
x3 + 3,

x2 = 1
4
x1 + 1

2
x3 − 1

4
,

x3 = −1
4
x1 + 1

2
x2 + 5

4
.

Òîãàâà èòåðàöèîííèÿò ïðîöåñ ñå ïîñòðîÿâà ïî ôîðìóëèòå

x
(k+1)
1 = 1

4
x
(k)
2 − 1

4
x
(k)
3 + 3,

x
(k+1)
2 = 1

4
x
(k)
1 + 1

2
x
(k)
3 − 1

4
,

x
(k+1)
3 = −1

4
x
(k)
1 + 1

2
x
(k)
2 + 5

4
.

(3.4)

Òîãàâà, çàïî÷âàéêè îò íà÷àëíîòî ïðèáëèæåíèå x0 = (0, 0, 0)T , ïîëó÷àâàìå

x
(1)
1 =

1

4
× 0− 1

4
× 0 + 3 = 3,

x
(1)
2 =

1

4
× 0 +

1

2
× 0− 1

4
= −1

4
,

x
(1)
3 = −1

4
× 0 +

1

2
× 0 +

5

4
=

5

4
.

Çà âòîðîòî ïðèáëèæåíèå x2 ïîëó÷àâàìå

x
(2)
1 =

1

4
×
(
−1

4

)
− 1

4
× 5

4
+ 3 =

21

8
,

x
(2)
2 =

1

4
× 3 +

1

2
× 5

4
− 1

4
=

9

8
,

x
(2)
3 = −1

4
× 3 +

1

2
×
(
−1

4

)
+

5

4
=

3

8
.

Ðàçáèðà ñå, âúçíèêâà âúïðîñúò çà ñõîäèìîñòòà íà òàêà ïîñòðîåíèÿ èòåðàöè-
îíåí ïðîöåñ. Îòãîâîð íà òîçè âúïðîñ äàâà ñëåäíîòî òâúðäåíèå.
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Òâúðäåíèå 1. Èòåðàöèîííèÿò ïðîöåñ

xk+1 = Bxk + d (3.5)

å ñõîäÿù çà ïðîèçâîëíî íà÷àëíî ïðèáëèæåíèå òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî

âñè÷êè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè íà ìàòðèöàòà B ñà ïî ìîäóë ïî ìàëêè îò 1.

Çàäà÷à 25. Äà ñå èçñëåäâà ñõîäèìîñòòà íà ìåòîäà íà ïðîñòàòà èòåðàöèÿ çà
ñèñòåìàòà (3.3).

Ðåøåíèå. Ïúðâî, äà çàïèøåì èòåðàöèîííèÿ ïðîöåñ âúâ âèäà (3.5). Èçïîëçâàé-
êè (3.4), ïîëó÷àâàìå

xk+1 =

 0 1
4
−1

4
1
4

0 1
2

−1
4

1
2

0


︸ ︷︷ ︸

B

xk +

 3
−1

4
5
4


︸ ︷︷ ︸

d

Ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè íà ìàòðèöàòà B ñà ðåøåíèÿòà íà óðàâíåíèåòî

det(B − λI) =

∣∣∣∣∣∣
−λ 1

4
−1

4
1
4
−λ 1

2

−1
4

1
2
−λ

∣∣∣∣∣∣ = 0,

ò.å. ñà 1/2 è (−1±
√

3)/4 è ñà ïî ìîäóë ïî-ìàëêè îò 1. Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîë-
íî íà÷àëíî ïðèáëèæåíèå ìåòîäúò íà ïðîñòàòà èòåðàöèÿ å ñõîäÿù çà äàäåíàòà
ñèñòåìà.

Çàäà÷à 26. Äà ñå íàìåðÿò ñòîéíîñòèòå íà ðåàëíèÿ ïàðàìåòúð a, çà êîèòî ìå-
òîäúò íà ïðîñòàòà èòåðàöèÿ å ñõîäÿù ïðè âñÿêî íà÷àëíî ïðèáëèæåíèå çà ñèñ-
òåìàòà

ax + y = 1,

x + y + z = 1,

y + az = 1.

Ðåøåíèå. ßñíî å, ÷å ïðè a = 0 ñèñòåìàòà å íåîïðåäåëåíà. Íåêà a 6= 0. Îòíîâî
ùå çàïèøåì èòåðàöèîííèÿ ïðîöåñ âúâ âèäà (3.5). Èìàìå

x(k+1) = − 1
a
y(k) + 1

a
,

y(k+1) = −x(k) − z(k) + 1,

z(k+1) = − 1
a
y(k) + 1

a
,

ò.å. ìàòðèöàòà B èìà âèäà

B =

 0 − 1
a

0

−1 0 −1

0 − 1
a

0

 .
Íåéíèÿò õàðàêòåðèñòè÷åí ïîëèíîì å

det(B − λI) =

∣∣∣∣∣∣∣
−λ − 1

a
0

−1 −λ −1

0 − 1
a
−λ

∣∣∣∣∣∣∣ = −λ
(
λ2 − 2

a

)
.

Ñëåäîâàòåëíî ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè íà B ñà λ1 = 0, è λ2,3 = ±
√

2
a
.
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• Ïúðâè ñëó÷àé: a > 0. ßñíî å, ÷å â òîçè ñëó÷àé óñëîâèåòî çà ñõîäèìîñò å
èçïúëíåíî ò.ñ.ò.ê a > 2.

• Âòîðè ñëó÷àé: a < 0. Èìàìå | ±
√

2/a| = |i
√

2/− a| < 1 ⇐⇒ 2/ − a < 1,
ò.å. a < −2.

Îêîí÷àòåëíî ïîëó÷èõìå, ÷å ìåòîäúò å ñõîäÿù ïðè ïðîèçâîëíî íà÷àëíî ïðèá-
ëèæåíèå, òî÷íî êîãàòî a ∈ (−∞,−2) ∪ (2,+∞).

Òåîðåòè÷íî, òî÷íîòî ðåøåíèå �ñå äîñòèãà� ïðè n→∞. Ðàçáèðà ñå, íà ïðàê-
òèêà íèå íå ìîæåì äà íàïðàâèì áåçáðîé ìíîãî èòåðàöèè. Âúçíèêâà íåîáõîäè-
ìîñòòà îò êðèòåðèé, ïî êîéòî äà ñïèðàìå ðàçãëåæäàíèÿ èòåðàöèîíåí
ïðîöåñ, êîãàòî ñìå äîñòèãíàëè ðåøåíèå, êîåòî å äîñòàòú÷íî áëèçî (â íÿêàêúâ
ñìèñúë) äî òî÷íîòî ðåøåíèå.

Ãîâîðåéêè çà �áëèçî�, ÿñíî å, ÷å òîçè êðèòåðèé òðÿáâà äà å ñâúðçàí ñ ïî-
íÿòèÿòà íîðìà è ðàçñòîÿíèå. Äà ïðèïîìíèì íÿêîè ÷åñòî èçïîëçâàíè íîðìè è
ïîðîäåíèòå îò òÿõ ðàçñòîÿíèÿ. Íåêà x ∈ Rn. Òîãàâà ðàâíîìåðíàòà (ìàêñèìóì)
íîðìà è ïîðîäåíîòî îò íåÿ ðàçñòîÿíèå ñå äåôèíèðàò ñ

‖x‖∞ = max
i=1,n
|xi|, ρ(x, y) = ‖x− y‖∞ = max

i=1,n
|xi − yi|.

Åâêëèäîâàòà íîðìà è åâêëèäîâîòî ðàçñòîÿíèå ñà ñúîòâåòíî

‖x‖2 =
√
x21 + · · ·+ x2n, ρ(x, y) = ‖x− y‖2 =

{
n∑

i=1

(xi − yi)2
}1/2

.

Òîãàâà ìîæåì äà ñïèðàìå èòåðàöèîííèÿ ïðîöåñ, êîãàòî äâå ïîñëåäîâàòåëíè
ïðèáëèæåíèÿ ñà äîñòàòú÷íî áëèçî åäíî äî äðóãî â ñìèñúëà íà íÿêîå ðàçñòîÿíèå
(îáèêíîâåíî ñå èçïîëçâà îòíîñèòåëíî ðàçñòîÿíèå), ò.å. êîãàòî

εr :=
‖x(k+1) − x(k)‖
‖x(k)‖

< εmax,

êúäåòî εmax å îòíàïðåä çàäàäåíà æåëàíà òî÷íîñò. Àêî ïðàâåíåòî íà íîâè èòå-
ðàöèè íå ïðîìåíÿ ñúùåñòâåíî ðåçóëòàòà, ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å ñìå ñòèãíàëè ñ
äîñòàòú÷íî äîáðà òî÷íîñò äî òî÷íîòî ðåøåíèå.

Âå÷å ñìå ãîòîâè äà ðàçãëåäàìå èìïëåìåíòàöèÿòà íà ìåòîäà â Mathematica:
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A = 884, -1, 1<, 8-1, 4, -2<, 81, -2, 4<< �� N;

b = 812, -1, 5< �� N;

n = Length@AD;

Ε = 0.001;

maxIter = 100;

iter = 1;

xOld = Table@0, 8i, n<D;

xNew = Table@0, 8i, n<D;

ForBi = 1, i £ n, i++, H*Compute the first approximation x1*L

xNew@@iDD =
1

A@@i, iDD
H-Sum@A@@i, jDD xOld@@jDD, 8j, 1, i - 1<D -

Sum@A@@i, jDD xOld@@jDD, 8j, i + 1, n<DL +
b@@iDD

A@@i, iDD
F;

H*Compute the successive approximations

until the desired accuracy is reached or

the maximum number of iterations is reached*L
WhileBNorm@xNew - xOldD � Norm@xNewD ³ Ε && iter < maxIter,

xOld = xNew;

ForBi = 1, i £ n, i++,

xNew@@iDD =
1

A@@i, iDD
H-Sum@A@@i, jDD xOld@@jDD, 8j, 1, i - 1<D -

Sum@A@@i, jDD xOld@@jDD, 8j, i + 1, n<DL +
b@@iDD

A@@i, iDD
F;

iter++

F
xNew

iter

Ðåçóëòàòúò îò èçïúëíåíèåòî íà ãîðíèÿ êîä å
Out[11]= 83.00045, 0.999379, 1.00062<
Out[12]= 19

Æåëàíàòà òî÷íîñò å ïîñòèãíàòà çà 19 èòåðàöèè. Íàìåðåíîòî ðåøåíèå ñ òî÷-
íîñò äî ÷åòâúðòèÿ çíàê ñëåä äåñåòè÷íàòà çàïåòàÿ å x = (3.0005, 0.9994, 1.0006)T .
Àêî ñðàâíèì ñ òî÷íîòî ðåøåíèå, êîåòî å ξ = (3, 1, 1)T , âèæäàìå, ÷å ïîëó÷åíàòà
òî÷íîñò äåéñòâèòåëíî îòãîâàðÿ íà çàäàäåíàòà (0.1%).

Çàäà÷à 27. Äà ñå èçñëåäâà ñõîäèìîñòòà íà ìåòîäà íà ïðîñòàòà èòåðàöèÿ çà
ñèñòåìàòà

x1 − 5x2 = −4,

7x1 − x2 = 6.

íà áàçàòà íà Òâúðäåíèå 3.5. Äà ñå íàïðàâÿò ïúðâèòå 20 èòåðàöèè íà ìåòîäà íà
ïðîñòàòà èòåðàöèÿ âúðõó òàçè ñèñòåìà ïðè íà÷àëíî ïðèáëèæåíèå x0 = (0, 0)T .

Ðåøåíèå. Ïðîâåðêàòà íà óñëîâèåòî îñòàâÿìå çà ñàìîñòîÿòåëíà ðàáîòà. Ìîæå äà
ñå ïîêàæå, ÷å òî íå å èçïúëíåíî, ò.å. íå çà âñÿêî íà÷àëíî ïðèáëèæåíèå ìåòîäúò
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ùå áúäå ñõîäÿù. Îáúðíåòå âíèìàíèå, ÷å â òîçè ñëó÷àé òâúðäåíèåòî íå íè äàâà
îòãîâîð íà âúïðîñà äàëè ñúùåñòâóâàò íà÷àëíè ïðèáëèæåíèÿ, çà êîèòî ìåòîäúò
å ñõîäÿù, è êîè ñà òå.

Çà íà÷àëíîòî ïðèáëèæåíèå x0 = (0, 0)T , èçïîëçâàéêè âå÷å ðåàëèçèðàíàòà
ïðîãðàìà ñúñ ñúîòâåòíèòå âõîäíè äàííè, ïîëó÷àâàìå

Out[59]= 9-2.75855 ´ 1015, -2.75855 ´ 1015=
Ðåçóëòàòúò ïîêàçâà, ÷å ìåòîäúò å ðàçõîäÿù.

3.2 Ìåòîä íà Çàéäåë

Ìåòîäúò íà Çàéäåë å ìîäèôèêàöèÿ íà ìåòîäà íà ïðîñòàòà èòåðàöèÿ. Ïðè íåãî
íà k + 1-âàòà èòåðàöèÿ ïðèáëèæåíèåòî ñå íàìèðà ïî ôîðìóëèòå

x
(k+1)
i = −

i−1∑
j=1

aij
aii
x
(k+1)
j −

n∑
j=i+1

aij
aii
x
(k)
j +

bi
aii
, i = 1, n. (3.6)

Ñ äðóãè äóìè, ñå èçïîëçâàò è âñè÷êè âå÷å íàìåðåíè íà k + 1-âàòà ñòúïêà
êîîðäèíàòè íà âåêòîðà xk+1, ò.å. �íàé-äîáðàòà� â äàäåíèÿ ìîìåíò èíôîðìàöèÿ
çà ñúîòâåòíèòå êîîðäèíàòè.

Èìïëåìåíòàöèÿòà â Mathematica å ñëåäíàòà:
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A = 884, -1, 1<, 8-1, 4, -2<, 81, -2, 4<< �� N;

b = 812, -1, 5< �� N;

n = Length@AD;

Ε = 0.001;

maxIter = 100;

iter = 1;

xOld = Table@0, 8i, n<D;

xNew = Table@0, 8i, n<D;

ForBi = 1, i £ n, i++,

xNew@@iDD =
1

A@@i, iDD
H-Sum@A@@i, jDD xOld@@jDD, 8j, 1, i - 1<D -

Sum@A@@i, jDD xOld@@jDD, 8j, i + 1, n<DL +
b@@iDD

A@@i, iDD
F;

WhileBNorm@xNew - xOldD � Norm@xNewD ³ Ε && iter < maxIter,

xOld = xNew;

ForBi = 1, i £ n, i++,

xNew@@iDD =
1

A@@i, iDD
H-Sum@A@@i, jDD xNew@@jDD, 8j, 1, i - 1<D -

Sum@A@@i, jDD xOld@@jDD, 8j, i + 1, n<DL +
b@@iDD

A@@i, iDD
F;

iter++

F
xNew

iter

Ðåçóëòàòúò îò èçïúëíåíèåòî íà ãîðíèÿ êîä å ñëåäíèÿò:
Out[35]= 83.00015, 1.00017, 1.00005<
Out[36]= 7

Æåëàíàòà òî÷íîñò å ïîñòèãíàòà çà 7 èòåðàöèè, êîåòî å ïî-áúðçî îò ìåòîäà
íà ïðîñòàòà èòåðàöèÿ.

3.3 Ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò
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Ãëàâà 4

Íÿêîè ïðàêòè÷åñêè âúïðîñè,

ñâúðçàíè ñ ïðèëàãàíåòî íà

÷èñëåíèòå ìåòîäè çà ðåøàâàíå íà

ëèíåéíè àëãåáðè÷íè ñèñòåìè

4.1 Ñðàâíåíèå íà áúðçîäåéñòâèåòî íà ìåòîäèòå

Íåêà ðàçãëåäàìå ñèñòåìàòà Ax = b, êúäåòî ìàòðèöàòà A å îò ðåä n è èìà âèäà

A =



2.2 1
1 2.2 1

1 2.2 1
. . . . . . . . .

1 2.2 1
1 2.2


,

à äÿñíàòà ñòðàíà å b = (1, 1, . . . , 1)T .
Ìàòðèöàòà A å èçáðàíà òàêà, ÷å äà ìîãàò äà áúäàò ïðèëîæåíè âñè÷êè èçó÷å-

íè ìåòîäè, ñ öåë äà ñå íàïðàâè ñðàâíåíèå íà òÿõíîòî áúðçîäåéñòâèå çà ñèñòåìè
ñ ðàçëè÷íà ðàçìåðíîñò n. Âðåìåòî â ñåêóíäè, çà êîåòî âñåêè îò òÿõ ðåøàâà
ñèñòåìàòà, e äàäåíî â òàáëèöàòà ïî-äîëó. Âñè÷êè ÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè ñà íàï-
ðàâåíè â ñèñòåìàòà Wolfram Mathematica 8 íà ïåðñîíàëåí êîìïþòúð ñ ïðîöåñîð
Intel Core i5-6200U, 2.4GHz.
n Ãàóñ (ñ ÷àñò. èçáîð) Õîëåöêè Ïðîãîíêà ßêîáè Çàéäåë

2/3n3 +O(n2) 1/3n3 +O(n2) O(n) O(n2) O(n2)
50 0.14 0.062 <0.01 0.125 (51 èò.) 0.047 (17 èò.)
100 1.078 0.328 <0.01 0.766 (79 èò.) 0.14 (15 èò.)
200 8.422 2.328 <0.01 2.937 (80 èò.) 0.516 (14 èò.)
400 66.297 18.172 <0.01 11.985 (80 èò.) 1.734 (12 èò.)
800 613.594 147.25 0.015 47.238 (81 èò.) 6.234(11 èò.)
1600 íàä 1 ÷àñ 1379.73 0.03 190.766 (81 èò.) 23.078 (10 èò.)
Êàêòî ìîæå äà ñå î÷àêâà, ìåòîäúò íà äÿñíàòà ïðîãîíêà å ÷óâñòâèòåëíî ïî-áúðç
îò îñòàíàëèòå, êîåòî ãî ïðàâè ïðèëîæèì çà ñèñòåìè ñ ìíîãî ãîëÿìà ðàçìåðíîñò,
èìàùè ïîäõîäÿùà ñòðóêòóðà.
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Îñòàíàëèòå ìåòîäè îáà÷å èìàò ñðàâíèìî áúðçîäåéñòâèå çà ñèñòåìè ñ ìàëêà
ðàçìåðíîñò. Çà n = 50, 100, 200 ìåòîäúò íà Õîëåöêè å äîðè ïî-áúðç îò ìåòîäà
íà ßêîáè, êîéòî èìà ñëîæíîñò îò ïî-íèñúê ðåä.

Çà ñèñòåìè ñ ìàëêà ðàçìåðíîñò äèðåêòíèòå ìåòîäè ñà çà ïðåäïî-
÷èòàíå. Òå èìàò ñðàâíèìî áúðçîäåéñòâèå, íî ñà çíà÷èòåëíî ïî-íàäåæäíè. Çà
ñèñòåìè ñ ãîëÿìà ðàçìåðíîñò îáà÷å âèæäàìå, ÷å èòåðàöèîííèòå ìå-
òîäè èìàò ñúùåñòâåíî ïðåèìóùåñòâî. Òîâà ìîæå äà ñå îáÿñíè ñ ôàêòà, ÷å
áðîÿò èòåðàöèè íå ñå ïðîìåíÿ ìíîãî ïðè óâåëè÷àâàíå ðàçìåðíîñòòà íà ñèñòå-
ìàòà.

4.2 ×èñëî íà îáóñëîâåíîñò. Àïðèîðíè è àïîñòå-

ðèîðíè îöåíêè íà ãðåøêàòà.

Êàêòî âèäÿõìå, íåóñòîé÷èâîñòòà íà äàäåí ìåòîä ìîæå äà äîâåäå äî ñúùåñòâåíè
ãðåøêè â êðàéíèÿ ðåçóëòàò. Ïðè÷èíàòà çà òîâà å, ÷å àëãîðèòúìúò �óâåëè÷àâà�
ãðåøêèòå îò çàêðúãëÿâàíå. Èçïîëçâàíåòî íà äðóã, óñòîé÷èâ, ìåòîä ùå äîâåäå
äî ïîëó÷àâàíåòî íà âåðåí ðåçóëòàò.

Ñúùåñòâóâà îáà÷å è äðóãà ïðè÷èíà, ïîðàäè êîÿòî ðåçóëòàòèòå îò ÷èñëåíîòî
ðåøàâàíå íà äàäåíà ëèíåéíà ñèñòåìà ìîãàò äà áúäàò ëîøè. Òîâà å ò.íàð. îáóñ-
ëîâåíîñò íà çàäà÷àòà. Òîâà ïîíÿòèå å ñâúðçàíî ñ ãðåøêàòà, äî êîÿòî ãðåøêàòà
âúâ âõîäíèòå äàííè ìîæå äà äîâåäå â ðåçóëòàòà.

Ùå èçâåäåìì îöåíêà íà ãðåøêàòà ïðè ðåøàâàíåòî íà åäíà ëèíåéíà àëãåá-
ðè÷íà ñèñòåìà, àêî ïðîìåíèì ìàëêî âõîäíèòå äàííè. Íåêà x å ðåøåíèåòî íà
îðèãèíàëíàòà ñèñòåìà, à x̂ å ðåøåíèåòî íà ñèñòåìàòà ñ ïðîìåíåíè âõîäíè äàí-
íè, ò.å.

(A+ ∆A)x̂ = b,

Ax = b.

Âàäåéêè âòîðîòî óðàâíåíèå îò ïúðâîòî, çà ãðåøêàòà ïîëó÷àâàìå

A(x̂− x) = −∆Ax̂,

x̂− x = −A−1∆Ax̂.

Òîãàâà çà àáñîëþòíàòà ãðåøêà, èçìåðåíà â äàäåíà íîðìà, å â ñèëà

εa := ‖x̂− x‖ = ‖A−1Ax̂‖ ≤ ‖A−1‖‖A‖‖x̂‖.

Çà äà èçðàçèì îòíîñèòåëíàòà ãðåøêà, äåëèì äâåòå ñòðàíè íà ‖x̂‖ è ïîëó÷àâàìå

εr :=
‖x− x̂‖
‖x̂‖

≤ ‖A−1‖‖A‖︸ ︷︷ ︸
cond(A)

‖∆A‖
‖A‖

. (4.1)

È òàêà, âèæäàìå îò ãîðíàòà îöåíêà, ÷å äîðè íåçíà÷èòåëíà ïðîìÿíà âúâ âõîäíè-
òå äàííè, ‖∆A‖/‖A‖, ìîæå äà äîâåäå äî ãîëÿìà ãðåøêà â ðåçóëòàòà, àêî cond(A)
å ãîëÿìî. ×èñëîòî cond(A) ñå íàðè÷à ÷èñëî íà îáóñëîâåíîñò çà ìàòðèöàòà A.

Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å îáóñëîâåíîñòòà å ñâîéñòâî íà ðåøàâàíàòà
çàäà÷à, à íå íà ìåòîäà, ñ êîéòî ÿ ðåøàâàìå.

Äà ïðåñìåòíåì ÷èñëîòî íà îáóñëîâåíîñò çà ìàòðèöàòà íà Õèëáåðò îò ðåä 20:

48



H = HilbertMatrix@20D;

N@Norm@Inverse@HD, 2D Norm@H, 2DD
Out[10]= 2.45216 ´ 1028

Âçåìàéêè ïðåäâèä ïîñëåäíèÿ ðåçóëòàò è îöåíêàòà (4.1), ìîæåì äà î÷àêâà-
ìå, ÷å ðàáîòåéêè â êîìïþòúðíà àðèòìåòèêà, ðåøàâàíåòî íà ñèñòåìà ñ ìàòðèöà
íà Õèëáåðò, ùå áúäå ëîøî îáóñëîâåíà çàäà÷à è ïîëó÷åíèòå ãðåøêè ùå ñà ñú-
ùåñòâåíè. Çà äà èëþñòðèðàìå òîçè ôàêò, íåêà ïúðâî ðåøèì ñèñòåìàòà Hx = b
çà b = (1, 1, . . . , 1)T ñèìâîëíî, èçïîëçâàéêè âãðàäåíàòà ôóíêöèÿ LinearSolve â
Mathematica:

In[18]:= b = Table@1, 820<D;

LinearSolve@H, bD
Out[19]= 8-20, 7980, -790 020, 34 321 980, -823 727 520, 12 355 912 800,

-124 932 007 200, 894 921 112 800, -4 698 335 842 200, 18 503 322 637 800,

-55 509 967 913 400, 127 994 058 246 600, -227 544 992 438 400,

311 023 037 001 600, -323 717 854 838 400, 251 780 553 763 200,

-141 626 561 491 800, 54 396 360 988 200, -12 759 640 231 800, 1 378 465 288 200<
Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å òúé êàòî íå èçïîëçâàìå ÷èñëà ñ ïëàâàùà òî÷êà âúâ

âõîäíèòå äàííè, à ðàáîòèì ñèìâîëíî, Mathematica íàìèðà òî÷íîòî ðåøåíèå íà
ñèñòåìàòà.

Íåêà ñåãà ðåøèì ñúùàòà ñèñòåìà, êàòî åäèíñòâåíî ïî ãëàâíèÿ äèàãîíàë íà
ìàòðèöàòà H äîáàâè 10−15, êîåòî å ñðàâíèìî ñ ìàøèííàòà ãðåøêà:

In[22]:= H1 = H + DiagonalMatrix@Table@10^-15, 820<DD;

LinearSolve@H1, bD �� N

Out[23]= 94.18461, -428.767, 9520.28, -66 286.5, -19 407.5, 2.19682 ´ 106,

-1.01854 ´ 107, 1.79997 ´ 107, -4.97211 ´ 106, -1.87141 ´ 107,

3.77987 ´ 106, 2.21275 ´ 107, 7.80635 ´ 106, -1.97735 ´ 107, -2.34981 ´ 107,

5.52176 ´ 106, 3.27829 ´ 107, 1.19906 ´ 107, -4.52997 ´ 107, 1.83143 ´ 107=
Îòíîâî ñìå ðàáîòèëè ñèìâîëíî, ò.å. Mathematica å âúðíàëà òî÷íîòî ðåøåíèå

íà ïðîìåíåíàòà ñèñòåìà. Âèæäàìå, ÷å ðåøåíèåòî íÿìà íèùî îáùî ñ ðåøåíèåòî
íà ñèñòåìàòà Hx = b. Îò äðóãà ñòðàíà, íèå ñìå ïðîìåíèëè âõîäíèòå äàííè ñúñ
ñòîéíîñòè, ñðàâíèìè ñ ìàøèííàòà ãðåøêà, ò.å. òàêèâà ãðåøêè ñà íåèçáåæíè
çàðàäè çàêðúãëÿâàíåòî. Òîãàâà ìîæåì äà î÷àêâàìå, ÷å ÷èñëåíîòî ðåøàâàíå íà
ñèñòåìàòà Hx = b íÿìà äà áúäå äîáðî. Äåéñòâèòåëíî:

In[13]:= LinearSolve@N@HD, Table@1, 820<DD

LinearSolve::luc : Result for LinearSolve of badly conditioned matrix 8�1�< may contain significant numerical errors. �

Out[13]= 9-9.92855, 1073.33, -21 305.6, -18 047.6, 3.8623 ´ 106,

-4.18194 ´ 107, 2.09821 ´ 108, -5.51336 ´ 108, 6.27157 ´ 108, 3.06172 ´ 108,

-1.50994 ´ 109, 6.47086 ´ 108, 1.62751 ´ 109, -8.38695 ´ 108, -3.11475 ´ 109,

4.47977 ´ 109, -1.8183 ´ 109, -4.77868 ´ 108, 5.73674 ´ 108, -1.22314 ´ 108=
Ðàáîòåéêè ÷èñëåíî, Mathematica âðúùà ñúâúðøåíî ðàçëè÷åí ðåçóëòàò, êàòî

èçâåæäà ñúîáùåíèå, ÷å ñèñòåìàòà å ëîøî îáóñëîâåíà.
Àêî çàäà÷àòà å ëîøî îáóñëîâåíà, îò íèòî åäèí ÷èñëåí ìåòîä íå ìî-

æå äà î÷àêâàìå äîáúð ðåçóëòàò. ×èñëåíèÿò ìåòîä ðàáîòè ñúñ çàêðúãëåíèòå
âõîäíè äàííè è äîðè äà ðåøè àáñîëþòíî òî÷íî òàçè çàäà÷à, ðåçóëòàòúò ìîæåì
äà î÷àêâàìå äà å ñúùåñòâåíî ðàçëè÷åí îò ðåøåíèåòî íà îðèãèíàëíàòà çàäà÷à
(ò.å. áåç äà ñà çàêðúãëåíè âõîäíèòå äàííè). Åòî çàùî, åäèíñòâåíàòà âúçìîæ-
íîñò å çàäà÷àòà äà ñå çàïèøå â åêâèâàëåíòíà ôîðìà, â êîÿòî ùå áúäå ïî-äîáðå
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îáóñëîâåíà.
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Ãëàâà 5

×èñëåíè ìåòîäè çà íàìèðàíå íà

ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè è ñîáñòâåíè

âåêòîðè íà ìàòðèöà

Äåôèíèöèÿ 3. Êàçâàìå, ÷å ÷èñëîòî λ å ñîáñòâåíà ñòîéíîñò íà ìàòðèöà-

òà A, àêî ñúùåñòâóâà âåêòîð x, çà êîéòî Ax = λx, ò.å. èçîáðàæåíèåòî íà

âåêòîðà x å âåêòîð, êîëèíåàðåí íà äàäåíèÿ.

Òâúðäåíèå 2. Ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè íà ìàòðèöàòà A ñà ðåøåíèÿòà íà

óðàâíåíèåòî det(A− λI) = 0, êúäåòî I å åäèíè÷íàòà ìàòðèöà.

Äîêàçàòåëñòâî. Îò x = λx ñëåäâà, ÷å õîìîãåííàòà ñèñòåìà (A− λI)x = 0 èìà
ïîíå åäíî íåíóëåâî ðåøåíèå, x, è ñëåäîâàòåëíî ìàòðèöàòà A−λI å îñîáåíà, ò.å.
èìà íóëåâà äåòåðìèíàíòà.

Ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè ñà ñúùåñòâåíà õàðàêòåðèñòèêà íà ëèíåéíèÿ îïåðà-
òîð, çàäàâàù ñå ñúñ ñúîòâåòíàòà ìàòðèöà. Ñúùî òàêà, òÿõíîòî íàìèðàíå å ñâúð-
çàíî ñ ðåäèöà âàæíè çàäà÷è â ìàòåìàòèêàòà, â ò.÷. íÿêîè ðàçëàãàíèÿ íà ìàò-
ðèöè, ðåøàâàíå íà ëèíåéíè ÎÄÓ, èçñëåäâàíèÿ çà óñòîé÷èâîñò, îáóñëîâåíîñò è
äð.

5.1 Ìåòîä íà Äàíèëåâñêè

Ìåòîäúò íà Äàíèëåâñêè å äèðåêòåí ìåòîä çà íàìèðàíå íà ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñ-
òè íà äàäåíà ìàòðèöà.

Îñíîâíà èäåÿ, íà êîÿòî ñå áàçèðàò äèðåêòíèòå ìåòîäè, å äà ïðèâåäåì îðè-
ãèíàëíàòà ìàòðèöà â òàêàâà, çà êîÿòî çàäà÷àòà (â ñëó÷àÿ çà íàìèðàíå íà ñîá-
ñòâåíèòå ñòîéíîñòè) å ëåñíî ðåøèìà. Ïðè òîâà òðÿáâà äà èçâúðøâàìå òàêèâà
ïðåîáðàçîâàíèÿ, ÷å çàäà÷àòà çà îðèãèíàëíàòà ìàòðèöà è òàçè, ïîëó÷åíà ñëåä
ïðåîáðàçîâàíèÿòà, äà èìàò åäíè è ñúùè ðåøåíèÿ.

Àêî åäíà ìàòðèöà å â íîðìàëíà ôîðìà íà Ôðîáåíèóñ, ò.å.

A =


p1 p2 · · · pn−1 pn
1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0

 ,
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òî íåéíèÿò õàðàêòåðèñòè÷åí ïîëèíîì ìîæå ëåñíî äà áúäå íàìåðåí, êàòî ðàçâè-
åì det(A − λI) ïî ïúðâèÿ ðåä, è ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè íà A ñà ðåøåíèÿòà íà
óðàâíåíèåòî

p(x) ≡ λn − p1λn−1 − · · · − pn = 0.

Ùå èëþñòðèðàìå ìåòîäà ñúñ ñëåäíèÿ ïðèìåð.

Çàäà÷à 28. Äà ñå íàìåðÿò ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè íà ìàòðèöàòà

A =

 −1 3 −2
1 1 −1
1 1 0

 .
Ðåøåíèå. Íà ïúðâàòà ñòúïêà ùå ïðèâåäåì ïîñëåäíèÿ ðåä âúâ âèä, ñúîòâåòñò-
âàù íà íîðìàëíàòà ôîðìà íà Ôðîáåíèóñ. Çà òàçè öåë âòîðèÿ ñòúëá ùå ïðèáà-
âèì, óìíîæåí ñ -1, êúì ïúðâèÿ. Òîâà ïðåîáðàçîâàíèå ñúîòâåòñòâà íà óìíîæå-
íèåòî îòäÿñíî íà ìàòðèöàòà A ñ ìàòðèöàòà

M1 =

 1 0 0
−1 1 0
0 0 1

 .
Çà äà áúäå òîâà ïðåîáðàçîâàíèå íà ïîäîáèå, òðÿáâà äà óìíîæèì îòëÿâî ñ

íåéíàòà îáðàòíà

M−1
1 =

 1 0 0
1 1 0
0 0 1

 .
Òàêà, ñëåä ïúðâàòà ñòúïêà ïîëó÷àâàìå

A(1) = M−1
1 AM1 =

 −4 3 −2
−4 4 −3
0 1 0

 .
Íà âòîðàòà ñòúïêà îñòàâà äà ïðèâåäåì è âòîðèÿ ðåä íà ìàòðèöàòà â ïîä-

õîäÿùèÿ âèä. Çà òàçè öåë ïðèáàâÿìå ïúðâèÿ ñòúëá êúì âòîðèÿ, ïðèáàâÿìå
ïúðâèÿ ñòúëá, óìíîæåí ñ -3/4 êúì òðåòèÿ è äåëèì ïúðâèÿ ñòúëá íà -4. Òîâà
ïðåîáðàçîâàíèå ìîæåì äà èçâúðøèì, êàòî óìíîæèì ìàòðèöàòà A(1) îòäÿñíî ñ

M2 =

 −1/4 1 −3/4
0 1 0
0 0 1

 .
Çà äà íàïðàâèì ïðåîáðàçîâàíèå íà ïîäîáèå, îòëÿâî óìíîæàâàìå ñ îáðàòíàòà
ìàòðèöà

M−1
2 =

 −4 4 −3
0 1 0
0 0 1

 .
Îêîí÷àòåëíî ïîëó÷àâàìå ìàòðèöàòà

A(2) = M−1
2 A(1)M2 =

 0 1 −4
1 0 0
0 1 0

 ,
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êîÿòî å ïîäîáíà íà A, ò.å. èìà ñúùèòå ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè êàòî íåÿ, è å â
íîðìàëíà ôîðìà íà Ôðîáåíèóñ. Íåéíèÿò õàðàêòåðèñòè÷åí ïîëèíîì å λ3−λ+ 4
è ñëåäîâàòåëíî ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè íà A ñà 1.79632 è 0.898161±1.19167i.

Ïðèâåæäàìå ïðèìåðíà èìïëåìåíòàöèÿ íà ìåòîäà íà Äàíèëåâñêè.
In[1]:= A = 88-1, 3, -2<, 81, 1, -1<, 81, 1, 0<<;

n = Length@AD;

For@i = n, i ³ 2, i--,

M = IdentityMatrix@nD;

For@j = 1, j £ i - 2, j++,

M@@i - 1, jDD = - A@@i, jDD � A@@i, i - 1DD;

D;

For@j = i, j £ n, j++,

M@@i - 1, jDD = - A@@i, jDD � A@@i, i - 1DD;

D;

M@@i - 1, i - 1DD = 1 � A@@i, i - 1DD;

A = Inverse@MD.A.M

D
p@Λ_D = Λ

n;

ForAi = 1, i £ n, i++,

p@Λ_D = p@ΛD - A@@1, iDD Λ
n-i

E
p@ΛD

5.2 Ìåòîäè, ñâúðçàíè ñ ïîäïðîñòðàíñòâàòà íà Êðè-

ëîâ

Íåêà A å ìàòðèöà n × n è íåêà x0 ∈ Rn. Ëèíåéíîòî ïîäïðîñòðàíñòâî íà Rn,
ïîðîäåíî îò âåêòîðèòå x0, Ax0, . . . , A

kx0 (k ≤ n), ñå íàðè÷à ïîäïðîñòðàíñòâî
íà Êðèëîâ îò ðåä k. Ùå îçíà÷àâàìå

Kk := span{x0, Ax0, . . . , A
kx0}.

Íåêà âåêòîðèòå x0, . . . , A
mx0 cà ëèíåéíî-íåçàâèñèìè çà íÿêîå m < n è íåêà

Km+1 = Km.
Ïðàâåéêè åäíè è ñúùè ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ áàçèñíèòå åëåìåíòè íà Kk è πk,

k ≤ m ùå ïîëó÷àâàìå ñúîòâåòñòâàùè ñè åëåìåíòè íà äâåòå ïðîñòðàíñòâà (ò.å.
ñ åäíè è ñúùè êîîðäèíàòè ïî îòíîøåíèå íà òåçè áàçèñè).

ßñíî å, ÷å âåêòîðèòå x0, . . . , A
m+1x0 cà ëèíåéíî-çàâèñèìè. Ìîæå äà ñå äîêà-

æå, ÷å àêî
Am+1x0 + α1A

mx0 + · · ·+ αm+1x0 = 0, (5.1)

òîãàâà ðåøåíèÿòà íà óðàâíåíèåòî

λm+1 + α1λ
m + · · ·+ αm+1 = 0 (5.2)

ñà ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè íà A. Â ÷àñòíîñò, àêî m + 1 = n, òîãàâà òå ñà âñè÷êè
ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè íà A.
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5.2.1 Ìåòîä íà Êðèëîâ

Ìåòîäúò íà Êðèëîâ èìïëåìåíòèðà íåïîñðåäñòâåíî êàçàíîòî äîòóê. Àêî íàìå-
ðèì ëèíåéíàòà êîìáèíàöèÿ (5.1), êîÿòî å ðàâíà íà 0, òî íèå àâòîìàòè÷íî ñìå
íàìåðèëè äåëèòåë íà õàðàêòåðèñòè÷íèÿ ïîëèíîì � ëÿâàòà ñòðàíà íà (5.2). Íà-
÷èíúò, ïî êîéòî òîâà ñå èìïëåìåíòèðà íà ïðàêòèêà, èëþñòðèðàìå ñúñ ñëåäâà-
ùèÿ ïðèìåð.

Çàäà÷à 29. Íåêà

A =

 1 0 −1
−1 1 0
0 −1 1

 .
Ïî ìåòîäà íà Êðèëîâ äà ñå íàìåðè õàðàêòåðèñòè÷íèÿ ïîëèíîì (èëè íåãîâ äå-
ëèòåë), êàòî ñå èçáåðå x0 = (1, 1, 0)T .

Ðåøåíèå. Ðàçãëåæäàìå âåêòîðèòå x0, Ax0, A
2x0, A

3x0, êúäåòî

Ax0 = (1, 0,−1)T , A2x0 = (2,−1,−1)T , A3x0 = (3,−3, 0)T .

Òúðñèì òÿõíàòà ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ, êîÿòî å ðàâíà íà 0. Òîãàâà ñúîòâåòíàòà
ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà 1, λ, λ2, λ3 ùå å òúðñåíèÿò õàðàêòåðèñòè÷åí ïîëèíîì.
Çà òàçè öåë ðàçãëåæäàìå ìàòðèöàòà

1 1 0 1
1 0 −1 λ
2 −1 −1 λ2

3 −3 0 λ3

 . (5.3)

Ïðàâåéêè ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ëÿâàòà �è ñòðàíà òàêà, ÷å â ïîñëåäíèÿ ðåä äà ïîëó-
÷èì íóëåâèÿ âåêòîð, òî ñúùèòå ïðåîáðàçîâàíèÿ â äÿñíàòà ñòðàíà ùå íè äàäàò
õàðàêòåðèñòè÷íèÿ ïîëèíîì, êîéòî òúðñèì.

Ïîëó÷àâàìå ïîñëåäîâàòåëíî
1 1 0 1
1 0 −1 λ
2 −1 −1 λ2

3 −3 0 λ3

→


1 1 0 1
0 −1 −1 λ− 1
0 −3 −1 λ2 − 2
0 −6 0 λ3 − 3



→


1 1 0 1
0 −1 −1 λ− 1
0 0 2 λ2 − 3λ+ 1
0 0 6 λ3 − 6λ+ 3



→


1 1 0 1
0 −1 −1 λ− 1
0 −3 −1 λ2 − 2
0 0 0 λ3 − 3λ2 + 3λ

 .
Ñëåäîâàòåëíî õàðàêòåðèñòè÷íèÿò ïîëèíîì íà A å λ3 − 3λ2 + 3λ.

Çàáåëåæêà. Aêî ðàíãúò íà ìàòðèöàòà å ïî-ìàëúê îò n, òîãàâà ùå ïîëó÷èì
äåëèòåë íà õàðàêòåðèñòè÷íèÿ ïîëèíîì. Äðóãèòå äåëèòåëè ùå ïîëó÷èì, êàòî
çàïî÷íåì ñ äðóãî íà÷àëíî ïðèáëèæåíèå.

Äîïúëíèòåëíè çàäà÷è 2
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Çàäà÷à 30. Äàäåíà å ñèñòåìàòà

3x1 + x2 − x3 = 1,
2x2 + x3 = 2,

x1 − 2x2 + 3x3 = 3.

1. Ïðèâåäåòå ñèñòåìàòà âúâ âèä, óäîáåí
çà ïðèëàãàíå íà ìåòîäà íà ïðîñòàòà
èòåðàöèÿ.

2. Èçñëåäâàéòå ñõîäèìîñòòà íà ìåòîäà íà
ïðîñòàòà èòåðàöèÿ çà äàäåíàòà ñèñòå-
ìà.

3. Ìîæåòå ëè äà ïðèëîæèòå íÿêîå îò äîñ-
òàòú÷íèòå óñëîâèÿ, èçâåäåíè â ëåêöè-
îííèÿ êóðñ, çà äà ïîêàæåòå, ÷å ìåòîäúò
å ñõîäÿù çà âñÿêî íà÷àëíî ïðèáëèæå-
íèå?

4. Èçñëåäâàéòå ñõîäèìîñòòà íà ìåòîäà íà
Çàéäåë çà äàäåíàòà ñèñòåìà.

5. Íàïðàâåòå íà ðúêà ïî äâå èòåðàöèè ïî
ìåòîäà íà ïðîñòàòà èòåðàöèÿ è ïî ìåòî-
äà íà Çàéäåë çà íà÷àëíî ïðèáëèæåíèå
(0, 0, 0)T .

6. Ñðàâíåòå âðåìåòî, çà êîåòî ñõîæäà ìå-
òîäúò íà ïðîñòàòà èòåðàöèÿ è ìåòîäúò
íà Çàéäåë, êàòî â öèêúë ïóñíåòå ðåøà-
âàíåòî íà ñèñòåìàòà 10000 ïúòè (â ïðî-
òèâåí ñëó÷àé ñèñòåìàòà ùå áúäå ðåøå-
íà çà ìíîãî ìàëêî âðåìå, êîåòî íå ìîæå
äà áúäå ðåãèñòèðàíî).

Çàäà÷à 31. Äà ñå èìïëåìåíòèðà ìåòîäúò íà
Êðèëîâ.

Çàäà÷à 32. Ñ ìåòîäèòå íà Êðèëîâ è Äàíè-
ëåâñêè äà ñå íàìåðÿò õàðàêòåðèñòè÷íèòå ïî-
ëèíîìè íà ìàòðèöèòå 4 2 2

2 5 1
2 1 6

 ,
 3 1 5

1 3 5
5 5 −1


• íà ðúêà;

• êàòî ñå èçïîëçâàò íàïèñàíè îò âàñ
ïðîãðàìè â Mathematica.

Çàäà÷à 33. Èìïëåìåíòèðàéòå ñòåïåííèÿ ìå-
òîä, îïèñàí ïî-äîëó.

Ñòåïåííèÿò ìåòîä å èòåðàöèîíåí ìåòîä

çà íàìèðàíå íà íàé-ãîëÿìàòà ïî ìîäóë ñîáñ-
òâåíà ñòîéíîñò íà äàäåíà êâàäðàòíà ìàòðèöà
A.

Âçåìàéêè çà íà÷àëíî ïðèáëèæåíèå

ïðîèçâîëåí íåíóëåâ âåêòîð, c(0), ïðàâèì
èòåðàöèè ïî ôîðìóëàòà

c(k+1) =
A.c(k)

‖A.c(k)‖
.

Èòåðàöèîííèÿò ïðîöåñ ñå ïðåêúñâà òîãà-
âà, êîãàòî äâå ïîñëåäîâàòåëíè ïðèáëèæåíèÿ
èìàò ïðèáëèçèòåëíî ðàâíè êîîðäèíàòè, ò.å.
êîãàòî

1− ε <

∣∣∣∣∣c(k+1)
1

c
(k)
1

∣∣∣∣∣ < 1 + ε.

Íàé-ãîëÿìàòà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò íà ìàò-
ðèöàòà A ñå çàäàâà ñ ôîðìóëàòà

cT .A.c

cT .c
.

Çàäà÷à 34. Èìïëåìåíòèðàéòå ìåòîäà íà
ßêîáè, îïèñàí ïî-äîëó.

Ìåòîäúò íà ßêîáè å èòåðàöèîíåí ìå-

òîä çà ïðèáëèæåíîòî íàìèðàíå íà ñîáñòâåíè-
òå ñòîéíîñòè íà åäíà ñèìåòðè÷íà ìàòðèöà

A. Ïðè íåãî ñå ïðàâÿò ïðåîáðàçîâàíèÿ íà

ïîäîáèå

Anew =MAoldM
(−1),

êúäåòî ìàòðèöàòà íà òðàíñôîðìàöèÿ M èìà
ñëåäíèÿ âèä:

M =



1 0
. . .

cosφ · · · − sinφ
...

...
sinφ · · · cosφ

. . .

0 1


.

Òóê

ϕ =
1

2
arctan

2aij
aii − ajj

,

à i è j ñà èíäåêñèòå íà íàé-ãîëåìèÿ ïî àáñî-
ëþòíà ñòîéíîñò èçâúíäèàãîíàëåí åëåìåíò.

Èòåðàöèèòå ñå ïðàâÿò, äîêàòî ìàòðèöà-

òà ñòàíå �ïî÷òè äèàãîíàëíà� , ò.å. äîêàòî
ñóìàòà îò êâàäðàòèòå íà èçâúíäèàãîíàëíèòå
åëåìåíòè

n∑
i=1

n∑
j=i+1

a2ij

ñòàíå ïî-ìàëêà îò ε.
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5.2.2 Ìåòîä íà Ëàíöîø (ìåòîä íà îðòîãîíàëèçàöèÿòà çà
ñèìåòðè÷íè ìàòðèöè)

Àêî ðàçãëåäàìå ïî-âíèìàòåëíî îïåðàöèèòå, êîèòî íàïðàâèõìå ñ ìàòðèöàòà (5.3),
ìîæåì äà çàáåëåæèì ñëåäíîòî. Àêî ðàçãëåæäàìå îïåðàöèèòå ñàìî â ïúðâèòå
äâà ðåäà íà ìàòðèöàòà, òîâà ñà âñúùíîñò ëèíåéíè îïåðàöèè â ïîäïðîñòðàíñò-
âîòî íà Êðèëîâ K1 (â ëÿâàòà ñòðàíà) è ñúîòâåòíè îïåðàöèè â ïðîñòðàíñòâîòî
îò ëèíåéíèòå ïîëèíîìè π1 (â äÿñíàòà ñòðàíà). Îïåðàöèèòå â ïúðâèòå òðè ðåäà
ñà âñúùíîñò ëèíåéíè îïåðàöèè â K2 è π2 è ò.í. Ïðîñòðàíñòâàòà ñà çàäàäåíè ñúñ
ñëåäíèòå áàçèñíè åëåìåíòè, ÷èèòî ëèíåéíè êîìáèíàöèè íèå íàìèðàìå � Kk å
çàäàäåíî ñ x0, Ax0, . . . , A

kx0, à πk å çàäàäåíî ñ áàçèñà 1, λ, . . . , λk. Ðàçáèðà ñå,
íèå ìîæåì äà ðàáîòèì ñ äðóãè áàçèñè íà ïðîñòðàíñòâàòà Kk è ñúñ ñúîòâåòíèòå
áàçèñè íà πk. Íàé-äîáðèÿò èçáîð, ðàçáèðà ñå, áè áèë äà âçåìåì îðòîãîíàëíè áà-
çèñè. Îñíîâíîòî ïðåäèìñòâî å, ÷å òîâà ïðàâè àëãîðèòúìà ïî-óñòîé÷èâ
îò ÷èñëåíà ãëåäíà òî÷êà.

Ùå èëþñòðèðàìå ãîðíàòà èäåÿ íà áàçà íà ñúùèÿ ïðèìåð, êîéòî èçïîëçâàõìå
çà ìåòîäà íà Êðèëîâ.

Çàäà÷à 35. Íåêà

A =

 1 0 −1
−1 1 0
0 −1 1

 .
Ïî ìåòîäà íà Ëàíöîø äà ñå íàìåðè õàðàêòåðèñòè÷íèÿ ïîëèíîì (èëè íåãîâ äå-
ëèòåë) ïðè íà÷àëåí âåêòîð x0 = (1, 1, 0)T .

Ðåøåíèå. Ïîñëåäîâàòåëíî ùå îðòîãîíàëèçèðàìå áàçèñèòå íà ïîäïðîñòðàíñòâà-
òà íà Êðèëîâ è ùå íàìåðèì ñúîòâåòíèòå åëåìåíòè íà ïîëèíîìèàëíèòå ïðîñò-
ðàíñòâà.

1. Ïðîñòðàíñòâîòî íà Êðèëîâ K0 ñå îïðåäåëÿ îò x0, ñúîòâåòíî ïðîñòðàíñò-
âîòî π0 å îïðåäåëåíî îò êîíñòàíòíèÿ ïîëèíîì 1. Òóê èìàìå ñàìî ïî åäèí
åëåìåíò â áàçèñèòå è íÿìà êàêâî äà îðòîãîíàëèçèðàìå.

2. Èìàìå K1 = span{x0, Ax0}, ñúîòâåòíî π1 = span{1, λ}. Èìàìå Ax0 =
(1, 0,−1)T . Îðòîãîíàëèçèðàìå áàçèñà, êàòî èçáèðàìå âåêòîð x1 = Ax0 +
αx0, êîéòî å îðòîãîíàëåí íà x0:

(Ax0 + αx0,x0) = 0.

Ñëåäîâàòåëíî

α = −(Ax0,x0)

(x0,x0)
= −1

2
,

ò.å.

x1 = (1, 0,−1)T − 1

2
(1, 1, 0)T =

(
1

2
,−1

2
,−1

)T

.

Òàêà ïîëó÷èõìå îðòîãîíàëåí áàçèñ:

K1 = span

{
x0 = (1, 1, 0)T ,x1 =

(
1

2
,−1

2
,−1

)T
}
.
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Ñúîòâåòñòâàùèÿò âòîðè áàçèñåí åëåìåíò íà å π1 = λ + α.1. Òîãàâà ïîëó-
÷àâàìå ñëåäíîòî ñúîòâåòñòâàùî ïðåäñòàâÿíå:

π1 = span

{
1, λ− 1

2

}
.

3. Èìàìå K2 = span{x0,x1, Ax1} è ñúîòâåòíî π2 = span
{

1, λ− 1
2
, λ2 − 1

2
λ
}
.

Èìàìå Ax1 =
(
3
2
,−1,−1

2

)T
. Îðòîãîíàëèçèðàìå áàçèñà, êàòî èçáèðàìå âåê-

òîð
x2 = Ax1 + αx1 + βx0,

êîéòî äà å îðòîãîíàëåí íà ïúðâèòå äâà:

(x0,x2) = 0 =⇒ β = −(Ax1,x0)

(x0,x0)
= −1

4
,

(x1,x2) = 0 =⇒ α = −(Ax1,x1)

(x1,x1)
= −7

6
,

ò.å. x2 =
(
2
3
,−2

3
, 2
3

)T
. Ñúîòâåòñòâàùèÿò òðåòè áàçèñåí åëåìåíò íà π2 å(

λ2 − 1

2
λ

)
+ α

(
λ− 1

2

)
+ β.1 = λ2 − 5

3
λ+

1

3
.

4. Èìàìå K3 = span{x0,x1,x2, Ax2}. Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å ÷åòèðèòå âåê-
òîðà â ïîñëåäíîòî ñà ëèíåéíî-çàâèñèìè, ò.å. ïðè îðòîãîíàëèçàöèÿòà ùå
ïîëó÷èì ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ, êîÿòî å ðàâíà íà íóëà (à òî÷íî òîâà å öåë-

òà íè! � âæ. (5.1) è (5.2)). Èìàìå Ax2 =
(
0,−4

3
, 4
3

)T
.

Òúðñèì
x3 = Ax2 + αx2 + βx1 + γx0,

îðòîãîíàëåí íà ïúðâèòå òðè (çàáåëåæåòå, ÷å òîâà å çàäúëæèòåëíî íóëåâèÿ
âåêòîð, òúé êàòî òîâà å âåêòîð îò R3, êîéòî å îðòîãîíàëåí íà K2 ≡ R3):

α = −(Ax2,x2)

(x2,x2)
= −4

3
, β = −(Ax2,x1)

(x1,x1)
=

4

9
, γ = −(Ax2,x0)

(x0,x0)
=

2

3
.

Òîãàâà òúðñåíèÿò õàðàêòåðèñòè÷åí ïîëèíîì å(
λ3 − 5

3
λ2 +

1

3
λ

)
− 4

3

(
λ2 − 5

3
λ+

1

3

)
+

4

9

(
λ− 1

2

)
+

2

3
= λ3 − 3λ2 + 3λ.

Èçõîæäàéêè îò ïîñëåäíèÿ ïðèìåð å ÿñíî, ÷å íà k-òàòà ñòúïêà îò àëãîðèòúìà
òúðñèì k − 1 êîåôèöèåíòà:

xk = Axk−1 + αk−1xk−1 + · · ·+ α0x0,

êúäåòî

αj = −(Axk−1,xj)

(xj,xj)
, j = 0, k − 1.
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Îêàçâà ñå, ÷å àêî ìàòðèöàòà å ñèìåòðè÷íà, íåùàòà ñå îïðîñòÿâàò çíà÷èòåëíî,
òúé êàòî ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å α0 = · · · = αk−3 = 0. Ùå ïðèâåäåì ïðèìåð-
íà èìïëåìåíòàöèÿ íà ìåòîäà çà ñèìåòðè÷íè ìàòðèöè. Ïî-òî÷íî, ùå íàïèøåì
ñêðèïò, êîéòî ïî ïîäàäåí íà÷àëåí âåêòîð íàìèðà õàðàêòåðèñòè÷íèÿ ïîëèíîì
èëè íåãîâ äåëèòåë

In[1]:= A = 881, 0, -1<, 80, 1, 0<, 8-1, 0, 1<< �� N;

xPrev = 881<, 81<, 80<<;

polyPrev = 1;

Α = -
Transpose@xPrevD.HA.xPrevL

Transpose@xPrevD.xPrev
�� Flatten;

xCurr = A.xPrev + Α@@1DD xPrev ;

polyCurr = Λ + Α@@1DD polyPrev;

iter = 1;

WhileBNorm@xCurrD > 0.00001,

xPrevPrev = xPrev;

polyPrevPrev = polyPrev;

xPrev = xCurr;

polyPrev = polyCurr;

Α = -
Transpose@xPrevD.HA.xPrevL

Transpose@xPrevD.xPrev
�� Flatten;

Β = -
Transpose@xPrevPrevD.HA.xPrevL
Transpose@xPrevPrevD.xPrevPrev

�� Flatten;

xCurr = A.xPrev + Α@@1DD xPrev + Β@@1DD xPrevPrev;

polyCurr = Λ * polyPrev + Α@@1DD polyPrev + Β@@1DD polyPrevPrev �� Expand;

iter++

F

5.2.3 Ìåòîä íà Ëàíöîø (ìåòîä íà áèîðòîãîíàëèçàöèÿòà
çà íåñèìåòðè÷íè ìàòðèöè)

Çà íåñèìåòðè÷íè ìàòðèöè ìîæå äà ñå ïîëó÷è ïîäîáíî îïðîñòÿâàíå íà òîâà,
êîåòî èìàìå ïðè ìåòîäà íà îðòîãîíàëèçàöèÿòà çà ñèìåòðè÷íè ìàòðèöè. Çà
òàçè öåë îáà÷å òðÿáâà äà ñå ïîñòðîÿò äâå ðåäèöè âçàèìíî-îðòîãîíàëíè âåê-
òîðè, çàïî÷âàéêè ñ íà÷àëíè âåêòîðè x0 è y0. Ïúðâàòà ðåäèöà ñà âåêòîðè â
ïðîñòðàíñòâàòà K‖ = span{x0, Ax0 . . . , A

kx0}, à äðóãàòà � â ïðîñòðàíñòâàòà
K̄k = span{y0, A

Ty0 . . . , (A
T )ky0}. Òóê ñå èçïîëçâà ôàêòúò, ÷å ñîáñòâåíèòå ñòîé-

íîñòè íà A è íà AT ñà åäíè è ñúùè.

Çàäà÷à 36. Íåêà

A =

 1 0 −1
−1 1 0
0 −1 1

 .
Ïî ìåòîäà íà Ëàíöîø äà ñå íàìåðè õàðàêòåðèñòè÷íèÿ ïîëèíîì (èëè íåãîâ äå-
ëèòåë) ïðè íà÷àëíè âåêòîðè x0 = (1, 1, 0)T , y0 = (0, 1, 0)T .

Ðåøåíèå. Ïîñòðîÿâàìå ïîñëåäîâàòåëíî âåêòîðèòå ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí íà òîâà,
êîåòî íàïðàâèõìå â ïðåäèøíèÿ ïàðàãðàô. Ùå áåëåæèì ñ ÷åðâåíî ñúîòâåòíèòå
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åëåìåíòè íà ïðîñòðàíñòâàòà îò ïîëèíîìè. Âñè÷êè âåêòîðè ïî-äîëó ùå èíòåï-
ðåòèðàìå êàòî âåêòîð-ñòúëáîâå. Ùå ïðèâåäåì èç÷èñëåíèÿòà ñúâñåì íàêðàòêî.
Òå èçïîëçâàò ôàêòà, ÷å (xi,yj) = 0 çà i 6= j.

•
Ax0 = (1, 0,−1) λ ATy0 = (−1, 1, 0) λ
x1 = Ax0 + αx0 y1 = ATy0 + αy0

α = − (Ax0,y0)
(x0,y0)

= 0 α = − (AT
y0,x0)

(x0,y0)
= 0

x1 = (1, 0, 1) λ y1 = (−1, 1, 0) λ

•
Ax1 = (2,−1,−1) λ2 ATy1 = (−2, 1, 1) λ2

x2 = Ax1 + αx1 + βx0 y2 = ATy1 + αy1 + βy0

α = − (Ax1,y1)
(x1,y1)

= −3 α = − (AT
y1,x1)

(x1,y1)
= −3

β = − (Ax1,y0)
(x0,y0)

= 1 β = − (AT
y1,x0)

(x0,y0)
= 1

x2 = (0, 0, 2) λ2 − 3λ+ 1 y2 = (1,−1, 1) λ2 − 3λ+ 1

•
Ax2 = (−2, 0, 2) λ3 − 3λ2 + λ
x3 = Ax2 + αx2 + βx1 + γx0

α = − (Ax2,y2)
(x2,y2)

= 0

β = − (Ax2,y1)
(x1,y1)

= 2

γ = − (Ax2,y0)
(x0,y0)

= 0

x3 = (0, 0, 0) (λ3 − 3λ2 + λ) + 2λ

Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å èç÷èñëÿâàíåòî íà γ íå áåøå íåîáõîäèìî. Íàï-
ðàâèõìå ãî, ñàìî çà äà ïîêàæåì, ÷å ðåçóëòàòúò äåéñòâèòåëíî å 0.

Îòíîâî çà õàðàêòåðèñòè÷íèÿ ïîëèíîì ïîëó÷èõìå λ3 − 3λ2 + 3λ.
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