
1 Ñúæäèòåëíî ñìÿòàíå

Äåôèíèöèÿ 1. Ëîãè÷åñêè èçðàç íà÷è÷àìå ñúâêóïíîñòòà îò ñúæäåíèÿ p, q, r, . . . , ñâúðçàíè ñúñ
çíàöèòå çà ëîãè÷åñêè îïåðàöèè ¬,∨,&,→,↔ è ñêîáè, îïðåäåëÿùè ðåäà íà îïåðàöèèòå.

Äåôèíèöèÿ 2. Òúæäåñòâåíî âåðåí (èñòèíåí) å òîçè ëîãè÷åñêè èçðàç, êîéòî èìà âåðíîñòíà
ñòîéíîñò 1 ïðè âñè÷êè âúçìîæíè íàáîðè íà âåðíîñòíèòå ñòîéíîñòè íà ñúæäèòåëíèòå ïðîìåí-
ëèâè â èçðàçà.

I) Êîìóòàòèâåí çàêîí
p ∨ q ≡ q ∨ p

p & q ≡ q & p

II) Àñîöèàòèâåí çàêîí
(p ∨ q) ∨ r ≡ p ∨ (q ∨ r)

(p & q) & r ≡ p & (q & r)

III) Äèñòðèáóòèâåí çàêîí
p & (q ∨ r) ≡ (p &q) ∨ (p & r)

p ∨ (q & r) ≡ (p ∨ q) & (p ∨ r)

IV) Çàêîíè íà Äå Ìîðãàí
¬(p & q) ≡ (¬p ∨ ¬q)

¬(p ∨ q) ≡ (¬p & ¬q)

V) Çàêîí çà êîíòðàïîçèöèÿòà
p→ q ≡ ¬q → ¬p

VI) Îáîáùåí çàêîí çà êîíòðàïîçèöèÿòà

(p & q)→ r ≡ (p & ¬r)→ ¬q

VII) Çàêîí çà èçêëþ÷åíîòî òðåòî
p ∨ ¬p

VIII) Çàêîí çà ñèëîãèçìà (òðàíçèòèâíîñò)

[(p→ q) & (q → r)]→ [p→ r]

Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà ñ òàáëèöèòå çà èñòèííîñò, ÷å çàêîíèòå ñà òúæäåñòâåíî âåðíè.

Çàäà÷à 1. Ïðîâåðåòå ñ òàáëèöè çà èñòèííîñò, ÷å ñëåäíèòå ñúæäèòåëíè ôîðìóëè ñà òàâòîëî-
ãèè:

1) (p ∧ q)→ p;

2) p→ (p ∨ q);

3) (p→ q) ⇐⇒ (¬q → ¬p);

4) p→ q ≡ ¬p ∨ q

5) (p & q)→ r ≡ p→ (q → r)

6) p & q ≡ ¬(¬p ∨ ¬q)

7) p↔ q ≡ (p→ q) & (q → p)

8) ¬(p ∧ q) ⇐⇒ (¬p ∨ ¬q);
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9) ¬(p ∨ q) ⇐⇒ (¬p ∧ ¬q);

10) ¬(p→ q) ⇐⇒ (p ∧ ¬q);

Îáúðíåòå âíèìàíèå, ÷å (p→ q)→ r íå å åêâèâàëåíòíî íà p→ (q → r), íàïðèìåð âçåìåòå p = 0, q =
0, r = 0.

Çàäà÷à 2. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å ñìå íà îñòðîâ, êîéòî ñå îáèòàâà ëúæöè è áëàãîðîäíèöè. Ëúæ-
öèòå âèíàãè ëúæàò, à áëàãîðîäíèöèòå âèíàãè êàçâàò èñòèíàòà. Ñðåùàìå òðèìà ÷îâåêà À,Á è
Â.

1) À êàçâà "Âñè÷êè ñìå ëúæöè".

Á êàçâà "Òî÷íî åäèí îò íàñ å áëàãîðîäíèê".

Êàêâè ñà À,Á è Â?

2) À êàçâà "Âñè÷êè ñìå ëúæöè".

Á êàçâà "Òî÷íî åäèí îò íàñ å ëúæåö".

Ìîæå ëè äà îïðåäåëèì êàêúâ å Á ? Ìîæå ëè äà îïðåäåëèì êàêúâ å Â ?

3) À êàçâà "Á å ëúæåö".

Á êàçâà "À è Â ñà îò åäèí è ñúù òèï, ò.å. èëè è äâàìàòà ñà áëàãîðîäíèöè, èëè è äâàìàòà
ñà ëúæöè".

Êàêúâ å Â?

2 Ïðåäèêàòíî ñìÿòàíå

(I) ¬∀xP (x) ⇐⇒ ∃x¬P (x)

(II) ¬∃xP (x) ⇐⇒ ∀x¬P (x)

(III) ∀xP (x) ⇐⇒ ¬∃x¬P (x)

(IV) ∃xP (x) ⇐⇒ ¬∀x¬P (x)

(V) ∀x∀yP (x) ⇐⇒ ∀y∀xP (x)

(VI) ∃x∃yP (x, y) ⇐⇒ ∃y∃xP (x)

(VII) ∃x∀yP (x, y)→ ∀y∃xP (x, y)

Ïðèìåð 1. Íåêà äà âçåìåì äà äåôèíèðàìå ïðåäèêàòà P (x, y) êàòî x = y. ßñíî å, ÷å ∀y∃x(x = y)
å èñòèíà, íî íå å èñòèíà, ÷å ∃x∀y(x = y).

Ïðèìåð 2. à) ×èñëîòî y äåëè x áåç îñòàòúê.

Div(x, y) ⇐⇒ (∃k)[x = ky].

á) ×èñëîòî x å ïðîñòî òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî íÿìà äðóãè äåëèòåëè îñâåí 1 è ñåáå ñè.

Prime(x) ⇐⇒ (∀y)[1 < y < x→ ¬Div(x, y)].

â) ×èñëîòî z å íàé-ãîëÿì îáù äåëèòåë íà x è y òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî z äåëè x è y è
âñÿêî ÷èñëî ïî-ãîëÿìî îò z íå äåëè íÿêîå îò x, y.

GCD(x, y, z) ⇐⇒ Div(x, z) & Div(y, z) & (∀u)[u > z → (¬Div(x, u) ∨ ¬Div(y, u))].

ã) Âñÿêî ðåøåíèå íà f(x) ïðèòåæàâà ñâîéñòâîòî P (x)

(∀x)[f(x) = 0→ P (x)].
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ä) f(x) íÿìà êîðåí
(∀x)[f(x) 6= 0].

å) f(x) èìà ïîíå äâà ðàçëè÷íè êîðåíà

(∃x1)(∃x2)[x1 6= x2 & f(x1) = 0 & f(x2) = 0].

æ) f(x) èìà òî÷íî äâà ðàçëè÷íè êîðåíà

(∃x1)(∃x2)[x1 6= x2 & f(x1) = 0 & f(x2) = 0 & (∀z)[f(z) = 0→ (z = x1 ∨ z = x2)]].

ç) Íåêà P (x, y) îçíà÷àâà, ÷å x å ðîäèòåë íà y. Âñè÷êè õîðà èìàò ïîíå äâàìà ðîäèòåëè:

∀x∃y∃z[P (y, x) & P (z, x) & y 6= z].

Äåôèíèðàéòå ïðåäèêàò Q(x, y), êîéòî å âåðåí òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî x å íàñëåäíèê
íà y.

∀x∀y[Q(x, y) ⇐⇒ [P (y, x) ∨ ∃z(P (z, x) & Q(z, y))]].

è) Íåêà èìàìå äàäåí ïðåäèêàòà Seq(x), êîéòî å âåðåí òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî x å áåçêðàé-
íà ðåäèöà îò ðåàëíè ÷èñëà. Íåêà ñúùî èìàìå I(x, y, z), êîéòî å âåðåí òîãàâà è ñàìî òîãàâà,
êîãàòî Seq(x) è y å åñòåñòâåíî ÷èñëî, è z å y-òèÿ ÷ëåí íà ðåäèöàòà.

• Åäíà áåçêðàéíà ðåäèöà a1, a2, . . . å ñõîäÿùà è êëîíè êúì ÷èñëîòî a, àêî çà âñÿêî ïîëîæè-
òåëíî ÷èñëî ε ìîæåì äà íàìåðèì òàêîâà ÷èñëî ν, ÷å ïðè n > ν èìàìå, ÷å |an − a| < ε.

Limit(x, y) ⇐⇒ Seq(x) & (∀u)(∃v)(∀n)(∀z)[(n > v & I(x, n, z))→ |z − y| < u]

• Åäíà áåçêðàéíà ðåäèöà a1, a2, . . . êëîíè êúì áåçêðàéíîñò, àêî çà âñåêè èçáîð íà ïîëîæè-
òåëíî ÷èñëî A ìîæå äà ñå íàìåðè òàêîâà ÷èñëî ν, ÷å ïðè n > ν äà èìàìå an > A.

Inf(z) ⇐⇒ Seq(z) & (∀x)(∃y)(∀n)(∀u)[(n > y & I(z, n, u))→ u > x]

• Ñåãà èñêàìå äà çàïèøåì â åçèêà íà ëîãèêàòà òåîðåìàòà, ÷å âñÿêà ñõîäÿùà ðåäèöà èìà
åäèíñòâåíà ãðàíèöà.

(∀x)[(Seq(x) & (∃y)(Limit(x, y)))→ (∀u)(∀v)(Limit(x, u) & Limit(x, v)→ u = v)],

êîåòî ìîæå äà ñå çàïèøå è òàêà

(∀x)(∀y)(∀u)(∀v)[(Seq(x) & Limit(x, y))→ (Limit(x, u) & Limit(x, v)→ u = v)],

êîåòî å åêâèâàëåíòíî íà

(∀x)(∀y)(∀u)[(Limit(x, y) & Limit(x, u))→ y = u]

• Àêî ðåäèöàòà a1, a2, . . . å ñõîäÿùà ñ ãðàíèöà a, è àêî çà âñÿêî n èìàìå an ≤ l, êúäåòî l å
íÿêàêâî ðåàëíî ÷èñëî, òî è a ≤ l.

(∀α)(∀a)[Limit(α, a)→ (∀l)[(∀n)(∀u)(I(α, n, u)→ u ≤ l)→ a ≤ l]],

êîåòî å åêâèâàëåíòíî íà

(∀α)(∀a)(∀l)(∃n)(∃u)[Limit(α, a)→ [(I(α, n, u)→ u ≤ l)→ a ≤ l]],

Çàäà÷à 3. Íà âñåêè îò ïî-ãîðå äåôèíèðàíèòå ïðåäèêàòè íàïèøåòå íåãîâîòî îòðèöàíèå.
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