
1 Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå

Âúâåæäàìå îïåðàöèÿ íàðåäåíà äâîéêà 〈x, y〉, êîÿòî èñêàìå äà èìà ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

1. 〈x, y〉 = 〈x′, y′〉 ⇐⇒ x = x′ & y = y′;

2. êëàñúò A×B = {〈x, y〉 | x ∈ A & x ∈ B} å ìíîæåñòâî.

Äåôèíèöèÿ 1 (Êóðàòîâñêè). Íàðåäåíà äâîéêà 〈x, y〉 = {{x}, {x, y}}

Ïúðâîòî ñâîéñòâî ñå ïðîâåðÿâà ëåñíî. Çà âòîðîòî ñâîéñòâî, äîñòàòú÷íî å äà ïîêàæåì, ÷å çà ïðîèç-
âîëíè ìíîæåñòâà A,B ìîæåì äà èçáåðåì ìíîæåñòâî C, çà êîåòî å èçïúëíåíî, ÷å

x ∈ A & x ∈ B → {x, {x, y}} ∈ C.

Àêî óñïååì äà íàìåðèì òàêîâà ìíîæåñòâî C, òî òîãàâà îò àêñèîìàòà çà îòäåëÿíåòî ñëåäâà, ÷å A×B
å ìíîæåñòâî, çàùîòî A×B = {z ∈ C | (∃x ∈ A)(∃y ∈ B)[z = 〈x, y〉]} å ìíîæåñòâî.

Ëåñíî ìîæå äà ñå ïðîâåðè, ÷å C = P(P(A ∪B)) âúðøè ðàáîòà.

Âúçìîæíî å äà ñå äàäàò è äðóãè äåôèíèöèè íà íàðåäåíà äâîéêà.

Çàäà÷à 1. Ïðîâåðåòå êîè îò ñëåäíèòå îïåðàöèè îòãîâàðÿò íà óñëîâèÿòà çà íàðåäåíà äâîéêà.

1. 〈x, y〉1 = {x, y};

2. 〈x, y〉2 = {x, {y}};

3. 〈x, y〉3 = {{∅, {x}}, {{y}}};

4. 〈x, y〉4 = {{0, x}, {1, y}}, êúäåòî 0, 1 ñà ðàçëè÷íè îáåêòè.

Çàäà÷à 2. Ïðîâåðåòå:

1. A×B = ∅ ⇐⇒ A = ∅ ∨B = ∅

2. A× (B ∪ C) = (A×B) ∪ (A× C)

3. A× (B ∩ C) = (A×B) ∩ (A× C)

4. A× (B\C) = (A×B)\(A× C)

5. (A ∩B)× (C ∩D) = (A× C) ∩ (B ×D)

6. (A ∪B)× (C ∪D) = (A× C) ∪ (B ×D)

7. (A\C)× (B\D) ( (A×B)\(C ×D)

2 Ðåëàöèè

Äåôèíèöèÿ 2. Åäíà ðåëàöèÿ R ⊆ A2 å:

1) àíòèðåôëåêñèâíà, àêî (∀x ∈ A)[(x, x) 6∈ R]

2) ðåôëèêñèâíà, àêî (∀x ∈ A)((x, x) ∈ R);

3) òðàíçèòèâíà, àêî (∀x, y, z ∈ A)((x, y) ∈ R & (y, z) ∈ R→ (x, z) ∈ R);

4) ñèìåòðè÷íà, àêî (∀x, y ∈ A)((x, y) ∈ R→ (y, x) ∈ R);
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5) àíòèñèìåòðè÷íà, àêî (∀x, y ∈ A)((x, y) ∈ R & (y, x) ∈ R→ x = y);

6) àñèìåòðè÷íà, àêî (∀x, y)[(x, y) ∈ R→ (y, x) 6∈ R].

Çàäà÷à 3. Äîêàæåòå, ÷å:

à) R å ñèìåòðè÷íà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî R−1 ⊆ R;

á) R å òðàíçèòèâíà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî R ◦R = R;

â) R å òðàíçèòèâíà è ñèìåòðè÷íà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî R = R−1 ◦R.

Çàäà÷à 4. Ïðîâåðåòå çà R äàëè å ðåôëåêñèâíà, òðàíçèòèâíà, ñèìåòðè÷íà, àíòèñèìåòðè÷íà èëè
àñèìåòðè÷íà ðåëàöèÿ.

à) R ( N2, aRb ⇐⇒ a|b

á) R ⊆ R2, aRb ⇐⇒ a.b > 0

â) R ⊆ R2, aRb ⇐⇒ a+ b = 0

ã) R ⊆ R2, aRb ⇐⇒ a+ b = 5

ä) R ⊆ R2, aRb ⇐⇒ a+ b å ÷åòíî

å) R ⊆ (R2)2, 〈a, b〉R〈c, d〉 ⇐⇒ a.d = b.c

æ) Rm ⊆ Z2,m ∈ Z,m > 0, aRmb ⇐⇒ m | (a− b)

ç) R ⊆ R2, xRy ⇐⇒ (x− y) å ðàöèîíàëíî ÷èñëî

è) aRb ⇐⇒ a, b ∈ N & (a = b ∨ a+ 1 = b)

ê) aRb ⇐⇒ a, b ∈ N & (∃k ∈ N)(a+ k = b)

ë) Íåêà ≤1 å ÷.í. âúðõó A, ≤2 å ÷.í. âúðõó B. 〈a, b〉R〈c, d〉 ⇐⇒ a ≤1 c & b ≤2 d

ì) Íåêà ≤1 å ÷.í. âúðõó A, ≤2 å ÷.í. âúðõó B. 〈a, b〉R〈c, d〉 ⇐⇒ a ≤1 c ∨ b ≤2 d

í) f : X → Y , R ⊆ (2X)2, ARB ⇐⇒ f(A) = f(B)

Äåôèíèöèÿ 3. 1. Àçáóêà å êðàéíî ìíîæåñòâî X = {a1, . . . , an}, ε 6∈ X. Åëåìåíòèòå íà X
íàðè÷àìå áóêâè.

2. Äóìè íàä àçáóêàòà X ñà:

(à) ε å äóìà íàä X, íàðè÷àìå ÿ ïðàçíàòà äóìà.

(á) Íåêà α å äóìà íàä X. Òîãàâà çà âñÿêî i ≤ n èìàìå, ÷å αai å äóìà íàä X;

(â) íÿìà äðóãè äóìè íàä X.

3. Íåêà α = ai1 . . . aim è β = bj1 . . . bjn ñà äóìè íàä X. α å íà÷àëî íà β, àêî m ≤ n è (∀k ≤
m)(aik = bjk). α å êðàé íà β, àêî m ≤ n è (∀k ≤ m)(ai(m−k)

= bj(n−k)
).

Îçíà÷àâàìå ñ Xn ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè äóìè ñ äúëæèíà n íàä àçáóêàòà X, X0 = {ε}. Ñ X∗

îçíà÷àâàìå ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè äóìè íàä àçáóêàòà X, ò.å. X∗ =
⋃

0≤nX
n.

Äåôèíèðàìå äúëæèíàòà |α| íà äóìèòå α ∈ X∗ ñ èíäóêöèÿ:

(0) |ε| = 0;

(n+1) Àêî α = βai ∈ X∗, òî |α| = |β|+ 1.

Çàäà÷à 5. Ïðîâåðåòå êîè îò ñëåäíèòå ðåëàöèè ñà ÷àñòè÷íè íàðåäáè.

2



à) αRβ ⇐⇒ α å íà÷àëî íà β

á) αRβ ⇐⇒ α å êðàé íà β

â) αRβ ⇐⇒ α å íà÷àëî íà β ∨ (∃α1 ∈ X∗)(∃a, b ∈ X)(α1a å íà÷àëî íà α & α1b å íà÷àëî íà β)

ã) R ⊆ ({0, 1}n)2, 〈a1, . . . , an〉R〈b1, . . . , bn〉 ⇐⇒ a1 ≤ b1 & . . . & an ≤ bn Çàáåëåæåòå, ÷å òîâà íå
å ëåêñèêîãðàôñêàòà íàðåäáà.

ä) R ⊆ ({0, 1}n)2, 〈a1, . . . , an〉R〈b1, . . . , bn〉 ⇐⇒ (∃i : 1 ≤ i ≤ n)((∀j < i)(aj = bj) & ai ≤ bi)
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