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Интерпретация на Brouwer-Heyting-Kolmogorov

В интуиционистката (конструктивната) логика можем да разглеждаме
доказателствата като конструкции.

Доказателство на
1 A ∧ B е комбинация от доказателства на A и B

2 A ∨ B е доказателство на A или на B с етикет a или b

3 A→ B е конструкция, която по доказателство на A дава
доказателство на B

4 ∀xA е конструкция, която по елемент x дава доказателство на A(x)

5 ∃xA е комбинация от елемент x и доказателство на A(x)
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Формулите като типове

Можем да си мислим за формулите като за типове!

формула тип
A→ B ρ⇒ σ
A ∧ B ρ⊗ σ
A ∨ B ρ⊕ σ

съждителни променливи типови променливи
A[P 7→ B] ρ[α 7→ σ]

атомарна формула p x фамилия от базови типове {µx}
∀xA фамилия от типове {ρx}
∃xA елемент на фамилия от типове ρx
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Доказателствата като програми

Доказателство на формула като за типизиран терм

доказателство λ-терм

| M
A→ B

| N
A→− B

апликация (MA→BNA)B

[Au]

| M
B→+ u

A→ B

абстракция (λuAM
B)A→B

етикет u на допускане A променлива u от тип A
задраскано допускане свързана променлива

FA(M) FV(M)
доказателство без свободни допускания затворен терм

аксиома константа
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Доказателствата като програми (2)

доказателство λ-терм

| M
A

| N
B∧+ A ∧ B

наредена двойка
〈
MA,NB

〉A∧B
| M

A ∧ B∧−0 A

лява проекция (MA∧Bx)A

| M
A ∧ B∧−1 B

дясна проекция (MA∧By)B

разглеждане на случаи разклонение (Cases)
индукция рекурсия (R)
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Доказателствата като програми (3)

доказателство λ-терм

| M
A∀+ x /∈ FV [FA(M)]
∀xA

(зависима) абстракция (λxM
A)∀xA

| M
∀xA t

∀−
A[x 7→ t]

(зависима) апликация (M∀xAt)A[x 7→t]

t

| M
A[x 7→ t]

∃+ ∃xA
(зависима) наредена двойка

〈
t,MA[x 7→t]

〉∃xA
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Програмите като доказателства

λ-терм доказателство

(
(λuAMB)A→BNA

)B (β-редекс)

[Au]

| M
B→+ u

A→ B

| N
A→−

B

(Cut)

MB [uA 7→ NA] (β-редукт)

| N
[A]

| M
B

β-редукция елиминиране на Cut
терм в нормална форма доказателство без Cut

теорема за силна нормализация теорема за елиминиране на Cut
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Програмите като доказателства (2)

λ-терм доказателство

(
λuA(MA→BuA)B

)A→B η→ MA→B

| M
A→ B Au

→−
B→+ u

A→ B

η→ | M
A→ B

ΛT Nm(→)

типова коректност коректност на доказателство

обитаем тип теорема

проверка за обитаемост търсене на доказателство
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HAω

Типове
σ, τ ::= α | B | N | σ ⇒ τ | σ ⊗ τ

Термове

s, t ::= xρ | (λxρtσ)ρ⇒σ | (sρ⇒σtρ)σ

| Pairρ⇒σ⇒ρ⊗σρ,σ | Splitρ,σ,τ : ρ⊗ σ ⇒ (ρ⇒ σ ⇒ τ)⇒ τ

| ttB | ffB | Casesτ : B ⇒ τ ⇒ τ ⇒ τ
| 0N | SN⇒N | Rτ : N⇒ τ ⇒ (N⇒ τ ⇒ τ)⇒ τ

〈s, t〉 := Pair s t, tx:= Split t (λx,yx), ty := Split t (λx,yy).

Редукции
(λxs)t

β→ s[x 7→ t] Split 〈s, t〉 f β→ f s t

Cases tt s t
β→ s Cases ff s t

β→ t

R 0 s t
β→ s R (Sn) s t

β→ t n (R n s t)
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HAω

Формули

A,B ::= at(tB) | A→ B | A ∧ B | A ∨ B | ∀xρA | ∃xρA
F := at(ffB), T := at(ttB), ¬A := A→ F .

Доказателства

M,N ::= uA | AxTT | (λuAMB)A→B | (MA→BNA)B

| ∧+A,B : A→ B → A ∧ B

| ∧−A,B,C : A ∧ B → (A→ B → C )→ C

| ∨+0
A,B : A→ A ∨ B | ∨+1

A,B : B → A ∨ B

| ∨−A,B,C : A ∨ B → (A→ C )→ (B → C )→ C
| (λxρMA)∀xρA (x /∈ FV[FA(M)]) | (M∀xρAtρ)A[x 7→t]

| ∃+x,A : ∀xρ(A→ ∃xρA)

| ∃−x,A,C : ∃xρA→ ∀xρ(A→ C )→ C (x /∈ FV(C ))

| Cb,A : ∀bB(A[b 7→ tt]→ A[b 7→ ff]→ A)
| Indn,A : ∀nN(A[n 7→ 0]→ ∀n(A→ A[n 7→ S n])→ A)
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