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Ãëàâà 1

Îñíîâíè ïîíÿòèÿ ïî ëîãèêà

1.1 Ñúæäèòåëíî ñìÿòàíå
Íà àíãë. Propositional calculus

Ñúæäèòåëíîòî ñìÿòàíå íàïîäîáÿâà àðèòìåòè÷íîòî ñìÿòàíå. Âìåñòî àðèò-
ìåòè÷íèòå îïåðàöèè +,−, ·, /, èìàìå ñúæäèòåëíè îïåðàöèè êàòî ¬,∧,∨.
Íàïðèìåð, (p ∨ q) → ¬r å ëîãè÷åñêè èçðàç. Îñâåí òîâà, äîêàòî àðèòìåòè÷-
íèòå ïðîìåíëèâè ïðèåìàò ñòîéíîñòè ïðîèçâîëíè ÷èñëà, òî ñúæäèòåëíèòå
ïðîìåíëèâè ïðèåìàò ñàìî ñòîéíîñòè èñòèíà (1) èëè ëúæà (0).

Ñúæäèòåëåí èçðàç íàðè÷àìå ñúâêóïíîñòòà îò ñúæäèòåëíè ïðîìåí-
ëèâè p, q, r, . . . , ñâúðçàíè ñúñ çíàöèòå çà ëîãè÷åñêè îïåðàöèè ¬,∨,∧,→,↔ è
ñêîáè, îïðåäåëÿùè ðåäà íà îïåðàöèèòå.

Ñúæäèòåëíè îïåðàöèè

• Îòðèöàíèå ¬

• Äèçþíêöèÿ ∨

• Êîíþíêöèÿ ∧

• Èìïëèêàöèÿ →

• Åêâèâàëåíòíîñò ↔

Ùå èçïîëçâàìå òàáëèöà çà èñòèííîñò çà äà îïðåäåëèì ñòîéíîñòèòå íà
îñíîâíèòå ñúæäèòåëíè îïåðàöèè ïðè âñè÷êè âúçìîæíè íàáîðè íà ñòîéíîñ-
òèòå íà ïðîìåíëèâèòå.

p q ¬p p ∨ q p ∧ q p→ q ¬p ∨ q p ↔ q pq ∨ pq
0 0 1 0 0 1 1 1 1
0 1 1 1 0 1 1 0 0
1 0 0 1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 1 1 1 1 1

Ñúæäèòåëíî âåðåí (âàëèäåí) å òîçè ëîãè÷åñêè èçðàç, êîéòî èìà âåð-
íîñòíà ñòîéíîñò 1 ïðè âñè÷êè âúçìîæíè íàáîðè íà ñòîéíîñòèòå íà ñúæäè-
òåëíèòå ïðîìåíëèâè â èçðàçà, ò.å. ñòúëáúò íà èçðàçà â òàáëèöàòà çà èñòèí-
íîñò òðÿáâà äà ñúäúðæà ñàìî ñòîéíîñòè 1.
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Çà äâà ñúæäèòåëíè èçðàçà ϕ è ψ ñà åêâèâàëåíòíè, îçíà÷àâàìå ϕ ≡ ψ,
àêî ñà ñúñòàâåíè îò åäíè è ñúùè ñúæäèòåëíè ïðîìåíëèâè è äâàòà èçðàçà
èìàò åäíè è ñúùè âåðíîñòíè ñòîéíîñòè ïðè âñè÷êè êîìáèíàöèè îò âåðíîñ-
òíè ñòîéíîñòè íà ïðîìåíëèâèòå. Ñ äðóãè äóìè, êîëîíèòå íà äâàòà èçðàçà â
òàáëèöèòå èì çà èñòèííîñò òðÿáâà äà ñúâïàäàò. Íàïðèìåð, ëåñíî ñå âèæäà,
÷å

p→ q ≡ ¬p ∨ q.

Ñúæäèòåëíè çàêîíè

À) Êîìóòàòèâåí çàêîí

p ∨ q ≡ q ∨ p

p ∧ q ≡ q ∧ p

Á) Àñîöèàòèâåí çàêîí

(p ∨ q) ∨ r ≡ p ∨ (q ∨ r)

(p ∧ q) ∧ r ≡ p ∧ (q ∧ r)

Â) Äèñòðèáóòèâåí çàêîí

p ∧ (q ∨ r) ≡ (p ∧ q) ∨ (p ∧ r)

p ∨ (q ∧ r) ≡ (p ∨ q) ∧ (p ∨ r)

Ã) Çàêîíè íà äå Ìîðãàí

¬(p ∧ q) ≡ (¬p ∨ ¬q)

¬(p ∨ q) ≡ (¬p ∧ ¬q)

Ä) Çàêîí çà êîíòðàïîçèöèÿòà

p→ q ≡ ¬q → ¬p

Å) Îáîáùåí çàêîí çà êîíòðàïîçèöèÿòà

(p ∧ q)→ r ≡ (p ∧ ¬r)→ ¬q

Æ) Çàêîí çà èçêëþ÷åíîòî òðåòî

p ∨ ¬p ≡ 1

Ç) Çàêîí çà ñèëîãèçìà (òðàíçèòèâíîñò)

[(p→ q) ∧ (q → r)]→ (p→ r) ≡ 1

Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà ñ òàáëèöèòå çà èñòèííîñò, ÷å çàêîíèòå ñà âàëèäíè.
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Ïðèìåð 1. Íåêà íàïðèìåð äà ïðîâåðèì åäíî îò ïðàâèëàòà íà äå Ìîðãàí
è çàêîíà çà êîíòðàïîçèöèÿòà.

p q p ∧ q ¬(p ∧ q) ¬p ¬q ¬p ∨ ¬q p→ q ¬q → ¬p
0 0 0 1 1 1 1 1 1
0 1 0 1 1 0 1 1 1
1 0 0 1 0 1 1 0 0
1 1 1 0 0 0 0 1 1

Ïðè âñè÷êè ñòîéíîñòè íà ïðîìåíëèâèòå p è q, ñòúëáîâåòå ñúîòâåòñòâàùè íà
¬(p∧q) è ¬p∨¬q ñúâïàäàò. Ñëåäîâàòåëíî, çàêîíúò íà äå Ìîðãàí å âàëèäåí.
Ïî ñúùèÿ íà÷èí ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å çàêîíúò çà êîíòðàïîçèöèÿòà å âàëèäåí.

Ïðèìåð 2. Ìîæåì äà äîêàæåì âàëèäíîñòòà íà çàêîíèòå è ïî äðóã íà÷èí,
à èìåííî ÷ðåç äîïóñêàíå íà ïðîòèâíîòî. Òàêà ùå äîêàæåì, ÷å çàêîíúò çà
ñèëîãèçìà å âàëèäåí.

Äà äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâà ñòîéíîñò íà ïðîìåíëèâèòå p,q,r, çà êîèòî

[(p→ q) ∧ (q → r)]︸ ︷︷ ︸
1

→ (p→ r)︸ ︷︷ ︸
0

≡ 0

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å

p ≡ 1, r ≡ 0.

Òîãàâà

[(1→ q) ∧ (q → 0)]︸ ︷︷ ︸
1

→ (1→ 0)︸ ︷︷ ︸
0

≡ 0

• Àêî q ≡ 0, òî (1→ 0) ∧ (0→ 0) ≡ 0 ∧ 1 ≡ 0, ñëåäîâàòåëíî òîçè ñëó÷àé
å íåâúçìîæåí.

• Àêî q ≡ 1, òî (1→ 1) ∧ (1→ 0) ≡ 1 ∧ 0 ≡ 0, ñëåäîâàòåëíî òîçè ñëó÷àé
ñúùî å íåâúçìîæåí.

È â äâàòà ñëó÷àÿ çà q äîñòèãíàõìå äî ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî íàøåòî
äîïóñêàíå íå å âÿðíî, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å ïðè âñÿêà ñòîéíîñò íà ïðîìåíëè-
âèòå p, q, r,

[(p→ q) ∧ (q → r)]→ (p→ r) ≡ 1.

Çàäà÷à 1. Ïðîâåðåòå äàëè ñëåäíèòå ñúæäèòåëíè ôîðìóëè ñà âàëèäíè.

à) (p ∧ q)→ p;

á) p→ (p ∨ q);

â) (p→ q) ↔ (¬q → ¬p);

ã) p→ q ≡ ¬p ∨ q

ä) (p ∧ q)→ r ≡ p→ (q → r)

å) p ∧ q ≡ ¬(¬p ∨ ¬q)
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æ) p↔ q ≡ (p→ q) ∧ (q → p)

ç) ¬(p ∧ q) ≡ (¬p ∨ ¬q);

è) ¬(p ∨ q) ≡ (¬p ∧ ¬q);

ê) ¬(p→ q) ≡ (p ∧ ¬q).

Çàáåëåæêà. Îáúðíåòå âíèìàíèå, ÷å (p → q) → r íå å åêâèâàëåíòíî íà
p→ (q → r). Íàïðèìåð âçåìåòå p ≡ q ≡ r ≡ 0.

Çàáåëåæêà. Çà óäîáñòâî, ïîíÿêîãà ùå ïèøåì p âìåñòî ¬p è pq âìåñòî p∧q.
(Îò [1])

Çàäà÷à 2. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å ñìå íà îñòðîâ, êîéòî ñå îáèòàâà íåãîäíèöè è
áëàãîðîäíèöè. Íåãîäíèöèòå âèíàãè ëúæàò, à áëàãîðîäíèöèòå âèíàãè êàçâàò
èñòèíàòà. Ñðåùàìå òðèìà îáèòàòåëè íà òîçè îñòðîâ, íàðå÷åíè À, Á è Â.

a ↔ abc

à) (à) À êàçâà �Âñè÷êè ñìå íåãîäíèöè�.
b ↔ (abc ∨ abc ∨ abc)

(á) Á êàçâà �Òî÷íî åäèí îò íàñ å áëàãîðîäíèê�.

(â) Êàêâè ñà À,Á è Â?
a ↔ abc

á) (à) À êàçâà �Âñè÷êè ñìå íåãîäíèöè�.
b ↔ (abc ∨ abc ∨ abc)

(á) Á êàçâà �Òî÷íî åäèí îò íàñ å íåãîäíèê�.

(â) Ìîæå ëè äà îïðåäåëèì êàêúâ å Á?

(ã) Ìîæå ëè äà îïðåäåëèì êàêúâ å Â?
a ↔ b

â) (à) À êàçâà �Á å íåãîäíèê�.
b ↔ (ac ∨ ac)

(á) Á êàçâà �À è Â ñà îò åäèí è ñúù òèï, ò.å. èëè è äâàìàòà ñà áëàãî-
ðîäíèöè, èëè è äâàìàòà ñà íåãîäíèöè�.

(â) Êàêúâ å Â?

Äîêàçàòåëñòâî.

à) Íåêà ñúæäèòåëíàòà ïðîìåíëèâà a äà èìà ñòîéíîñò 1, àêî A å áëàãîðîä-
íèê è íåêà èìà ñòîéíîñò 0, àêî A å íåãîäíèê. Òîãàâà

à) Àêî À å áëàãîðîäíèê, òî À,Á,Â ñà íåãîäíèöè ñå ïðåâåæäà íà åçèêà
íà ñúæäèòåëíîòî ñìÿòàíå êàòî

a→ abc.

Àêî À å íåãîäíèê, òî òîé ëúæå, ñëåäîâàòåëíî íå å âÿðíî, ÷å âñè÷êè
ñà íåãîäíèöè. Òîâà ñå ïðåâåæäà íà åçèêà íà ñúæäèòåëíîòî ñìÿòàíå
êàòî

a→ abc,

êîåòî å åêâèâàëåíòíî íà

abc→ a.

Ñëåäîâàòåëíî, â äâàòà ñëó÷àÿ çà A ïîëó÷àâàìå

(a→ abc) ∧ (abc→ a) ≡ 1,
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èëè

a ↔ abc ≡ 1.

Ñåãà ïîëó÷àâàìå ñëåäíèòå åêâèâàëåíòíè ïðåîáðàçîâàíèÿ:

a ↔ abc ≡ aabc ∨ a(abc)

≡ a(a ∨ b ∨ c)
≡ ab ∨ ac
≡ 1.

á) Ïðàâèì àíàëîãè÷íè ðàçñúæäåíèÿ è çà Á.

b ↔ (abc ∨ abc ∨ abc) ≡ b(abc ∨ abc ∨ abc) ∨ b(abc ∨ abc ∨ abc)
≡ abc ∨ b(a ∨ b ∨ c)(a ∨ b ∨ c)(a ∨ b ∨ c)
≡ abc ∨ b(a ∨ ab ∨ ac ∨ ab ∨ bc ∨ ac ∨ bc)(a ∨ b ∨ c)
≡ abc ∨ b(a ∨ bc ∨ bc)(a ∨ b ∨ c)
≡ abc ∨ abc ∨ abc.
≡ 1.

â) Ñåãà âçèìàìå êîíþíêöèÿòà íà À) è Á).

(ab ∨ ac) ∧ (abc ∨ abc ∨ abc) ≡ abc ≡ 1.

Çàêëþ÷àâàìå, ÷å À è Â ñà íåãîäíèöè, à Á å áëàãîðîäíèê.
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1.2 Ïðåäèêàòè è êâàíòîðè

Êâàíòîðè

Ñâîéñòâàòà èëè îòíîøåíèÿòà íà åëåìåíòèòå â ïðîèçâîëíî ìíîæåñòâî ñå íà-
ðè÷àò ïðåäèêàòè. Íåêà äà ðàçãëåäàìå åäèí åäíîìåñòåí ïðåäèêàò P (·).

òâúðäåíèå Êîãà å èñòèíà? Êîãà å íåèñòèíà?
∀xP (x) P (x) å âÿðíî çà âñÿêî x ñúùåñòâóâà x, çà êîåòî P (x)

íå å âÿðíî
∃xP (x) ñúùåñòâóâà x, çà êîåòî

P (x) å âÿðíî
P (x) íå å âÿðíî çà âñÿêî x

(I) Êâàíòîð çà îáùíîñò ∀x. Çàïèñúò (∀x ∈ A)P (x) îçíà÷àâà, ÷å çà âñå-
êè åëåìåíò a â A, òâúðäåíèåòî P (a) èìà ñòîéíîñò èñòèíà. Íàïðèìåð,
(∀x ∈ R)[(x+ 1)2 = x2 + 2x+ 1].

(II) Êâàíòîð çà ñúùåñòâóâàíå ∃x. Çàïèñúò (∃x ∈ A)P (x) îçíà÷àâà, ÷å
ñúùåñòâóâà åëåìåíò a â A, çà êîéòî òâúðäåíèåòî P (a) èìà ñòîéíîñò
èñòèíà. Íàïðèìåð, (∃x ∈ C)[x2 = −1], íî (∀x ∈ R)[x2 6= −1].

Çàêîíè íà ïðåäèêàòíîòî ñìÿòàíå

(I) ¬∀xP (x) ↔ ∃x¬P (x)

(II) ¬∃xP (x) ↔ ∀x¬P (x)

(III) ∀xP (x) ↔ ¬∃x¬P (x)

(IV) ∃xP (x) ↔ ¬∀x¬P (x)

(V) ∀x∀yP (x) ↔ ∀y∀xP (x)

(VI) ∃x∃yP (x, y) ↔ ∃y∃xP (x)

(VII) ∃x∀yP (x, y)→ ∀y∃xP (x, y)

Çàêîíè íà Äå Ìîðãàí çà êâàíòîðè
òâúðäåíèå Åêâèâàëåíòíî

òâúðäåíèå
Êîãà å èñòèíà? Êîãà å íåèñòèíà?

¬∃xP (x) ∀x¬P (x) çà âñÿêî x P (x) íå å
âÿðíî

ñúùåñòâóâà x, çà
êîåòî P (x) å âÿðíî

¬∀xP (x) ∃x¬P (x) ñúùåñòâóâà x, çà êî-
åòî P (x) íå å âÿðíî

P (x) å âÿðíî çà
âñÿêî x

Çàäà÷à 3. Äà îçíà÷èì ñ K(x, y) òâúðäåíèåòî �x ïîçíàâà y�. Èçðàçåòå êàòî
ïðåäèêàòíà ôîðìóëà ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ.

∀x∃yK(x, y)

1) Âñåêè ïîçíàâà íÿêîãî.
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∃x∀yK(x, y)

2) Íÿêîé ïîçíàâà âñåêè.
∃x∀yK(y, x)

3) Íÿêîé å ïîçíàâàí îò âñè÷êè.
∀x∃y(K(x, y) ∧ ¬K(y, x))

4) Âñåêè çíàå íÿêîé, êîéòî íå ãî ïîçíàâà.
∃x∀y(K(y, x) → K(x, y))

5) Èìà òàêúâ, êîéòî çíàå âñåêè, êîéòî ãî ïîçíàâà.
(∀x, y)(K(x, y) & K(y, x)→

∃z(K(x, z) & K(y, z))
6) Âñåêè äâàìà ïîçíàòè èìàò îáù ïîçíàò.

Çàäà÷à 4. Íåêà G(x) îçíà÷àâà, ÷å ÷îâåêúò x å äîáúð.

1) Èçðàçåòå ñ ôîðìóëà òâúðäåíèåòî, ÷å âñè÷êè õîðà ñà äîáðè áåç äà èçïîë-
çâàòå êâàíòîðà ∀, à ñàìî êâàíòîðà ∃ è ëîãè÷åñêèòå âðúçêè.

2) Èçðàçåòå ñ ôîðìóëà òâúðäåíèåòî, ÷å ïîíå åäèí ÷îâåê å äîáúð áåç äà
èçïîëçâàòå êâàíòîðà ∃, à ñàìî êâàíòîðà ∀ è ëîãè÷åñêèòå âðúçêè.

Ïðèìåð 3. Êàçâàìå, ÷å ðåäèöàòà (qn)n∈N å ñõîäÿùà è êëîíè êúì a, àêî

(∀ε)(∃N)(∀n)[n > N =⇒ |a− qn| < ε].

Îáèêíîâåíî òîâà îçíà÷àâàìå êàòî limn qn = a. Äà âèäèì êàêâî îçíà÷àâà, ÷å
limn qn 6= a.

¬(∀ε)(∃N)(∀n)[n > N =⇒ |a− qn| < ε] ↔
¬(∀ε)(∃N)(∀n)[n ≤ N ∨ |a− qn| < ε] ↔
(∃ε)¬(∃N)(∀n)[n ≤ N ∨ |a− qn| < ε] ↔
(∃ε)(∀N)¬(∀n)[n ≤ N ∨ |a− qn| < ε] ↔
(∃ε)(∀N)(∃n)¬[n ≤ N ∨ |a− qn| < ε] ↔
(∃ε)(∀N)(∃n)¬[n ≤ N ∨ |a− qn| < ε] ↔
(∃ε)(∀N)(∃n)[n > N ∧ |a− qn| ≥ ε].

Ïðèìåð 4. Êàçâàìå, ÷å f : D → R å íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà x0 ∈ D, àêî

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ D)[|x0 − x| < δ =⇒ |f(x0)− f(x)| < ε].

Äà âèäèì êàêâî îçíà÷àâà f äà áúäå ïðåêúñíàòà â òî÷êàòà x0 ∈ D: f å ïðåêúñíàòà â x0 àêî f íå
å íåïðåêúñíàòà â x0

¬(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ D)[|x0 − x| < δ =⇒ |f(x0)− f(x)| < ε] ↔
(∃ε > 0)¬(∃δ > 0)(∀x ∈ D)[|x0 − x| < δ =⇒ |f(x0)− f(x)| < ε] ↔
(∃ε > 0)(∀δ > 0)¬(∀x ∈ D)[|x0 − x| < δ =⇒ |f(x0)− f(x)| < ε] ↔
(∃ε > 0)(∀δ > 0)(∃x ∈ D)¬[|x0 − x| < δ =⇒ |f(x0)− f(x)| < ε] ↔
(∃ε > 0)(∀δ > 0)(∃x ∈ D)¬[¬(|x0 − x| < δ) ∨ |f(x0)− f(x)| < ε] ↔
(∃ε > 0)(∀δ > 0)(∃x ∈ D)[¬¬(|x0 − x| < δ) ∧ ¬(|f(x0)− f(x)| < ε)] ↔
(∃ε > 0)(∀δ > 0)(∃x ∈ D)[|x0 − x| < δ ∧ |f(x0)− f(x)| ≥ ε].

Çàäà÷à 5. Êàçâàìå, ÷å f : D → R å ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà, àêî

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ D)(∀y ∈ D)[|x− y| < δ =⇒ |f(x)− f(y)| < ε].

Íàïèøåòå ôîðìóëà, êîÿòî êàçâà, ÷å f íå å ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà.
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(Îò [1])

Çàäà÷à 6. Íà åäèí îñòðîâ æèâååëè äâà âèäà îáèòàòåëè - áëàãîðîäíèöè è
íåãîäíèöè. Áëàãîðîäíèöèòå âèíàãè êàçâàëè èñòèíàòà, à íåãîäíèöèòå âèíàãè
ëúæåëè. Åäèí ïúòåøåñòâåíèê ïîïàäíàë íà òîçè îñòðîâ è èñêàë äà ðàçáåðå
ïîâå÷å çà íåãîâèòå îáèòàòåëè. Âñåêè îáèòàòåë íà îñòðîâà ìó êàçàë:

∀x(K(x)↔
(∀xK(x) ∨ ∀x¬K(x)))→ ?

à) �Âñè÷êè òóê ñìå îò åäèí è ñúù âèä�. Êàêâè ñà æèòåëèòå íà îñòðîâà?
∀x(K(x)↔

(∃xK(x) ∧ ∃x¬K(x)))→ ?
á) �Íÿêîè îò íàñ ñà áëàãîðîäíèöè è íÿêîè îò íàñ ñà íåãîäíèöè�. Êàêâè ñà

æèòåëèòå íà îñòðîâà?

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà ñ K(x) äà îçíà÷àâàìå, ÷å æèòåëÿò x å áëàãîðîä-
íèê (îò àíãë. Knight), è ñúîòâåòíî ñ ¬K(x) ùå îçíà÷àâàìå, ÷å æèòåëÿò x å
íåãîäíèê.

à) Tâúðäåíèåòî, êîåòî êàçâà, ÷å âñè÷êè îáèòåòåëè ñà îò åäèí è ñúù âèä
ìîæå äà ñå ïðåâåäå íà åçèêà íà ïðåäèêàòíîòî ñìÿòàíå êàòî:

∀xK(x) ∨ ∀x¬K(x).

Òîãàâà, ïîíåæå àêî îáèòàòåëÿò x å áëàãîðîäíèê, òîé âèíàãè êàçâà èñòè-
íàòà, ñëåäíàòà ôîðìóëà å âÿðíà:

(∀x)[K(x)→ (∀xK(x) ∨ ∀x¬K(x))].

Ñúîòâåòíî àêî x å íåãîäíèê, òî òîé âèíàãè êàçâà ëúæà,

(∀x)[¬K(x)→ ¬(∀xK(x) ∨ ∀x¬K(x))].

Òàêà ïîëó÷àâàìå ôîðìóëàòà

(∀x)[K(x) ↔ (∀xK(x) ∨ ∀x¬K(x))].

• Àêî èìà áëàãîðîäíèê íà îñòðîâà, òî âñè÷êè ñà áëàãîðîäíèöè.

• Àêî èìà íåãîäíèê íà îñòðîâà, òî èìà è áëàãîðîäíèê. Íî ùîì èìà
áëàãîðîäíèê, âñè÷êè ñà áëàãîðîäíèöè. Ïðîòèâîðå÷èå.

á) • Àêî èìà íåãîäíèê íà îñòðîâà, òî âñè÷êè ñà íåãîäíèöè.

• Àêî èìà áëàãîðîäíèê íà îñòðîâà, òî èìà è íåãîäíèê. Ùîì èìà íåãîä-
íèê, òî âñè÷êè ñà íåãîäíèöè. Ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 7. Ñëåä òîâà ïúòåøåñòâåíèêúò ïîïàäíàë íà äðóã îñòðîâ, íà êîéòî
òîé ñèëíî ñå èíòåðåñóâàë îò òîâà äàëè îáèòàòåëèòå ïóøàò. Æèòåëèòå íà
òîçè îñòðîâ ìó îòãîâîðèëè òàêà.

∀x(K(x)↔ ∀y(K(y)→
S(y)))→ ?

à) �Âñè÷êè áëàãîðîäíèöè ïóøàò.� Êàêâè ñà æèòåëèòå íà îñòðîâà è ïóøàò
ëè ? ∀x(K(x)↔

∃y(¬K(y) ∧ S(y)))→ ?
á) �Íÿêîè íåãîäíèöè ïóøàò.� Êàêâè ñà æèòåëèòå íà îñòðîâà è ïóøàò ëè ?

Ðåøåíèå.

10



à) • Èìà áëàãîðîäíèê íà îñòðîâà. Òîãàâà âñè÷êè áëàãîðîäíèöè ïóøàò. Àêî
èìà ñúùî òàêà è íåãîäíèê íà îñòðîâà, òî òîãàâà èìà áëàãîðîäíèê,
êîéòî íå ïóøå. Òîâà å ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî, àêî èìà ïîíå åäèí
áëàãîðîäíèê, òî âñè÷êè îáèòàòåëè ñà áëàãîðîäíèöè.

• Èìà íåãîäíèê íà îñòðîâà. Òîãàâà èìà áëàãîðîäíèê íà îñòðîâà, êîéòî
íå ïóøå. Íî òîãàâà ïúê âñè÷êè áëàãîðîäíèöè ïóøàò, êîåòî å ïðîòè-
âîðå÷èå.

Çàêëþ÷àâàìå, ÷å âñè÷êè îáèòàòåëÿ íà îñòðîâà ñà áëàãîðîäíè ïóøà÷è.

á) Äà äîïóñíåì, ÷å èìà áëàãîðîäíèê íà îñòðîâà. Ñëåäîâàòåëíî èìà è íå-
ãîäíèê, êîéòî ïóøå. Íî òîãàâà (∀y)[K(y) ∨ ¬S(y)], êîåòî îçíà÷àâà, ÷å
âñè÷êè íåãîäíèöè ñà íåïóøà÷è. Äîñòèãíàõìå äî ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäî-
âàòåëíî âñè÷êè îáèòàòåëè íà îñòðîâà ñà íåãîäíèöè, êîèòî ñà íåïóøà÷è.

Çàäà÷à 8. Ïúòåøåñòâåíèêúò îòèøúë è íà òðåòè îñòðîâ, íà êîéòî âñè÷êè
îáèòàòåëè áèëè îò åäèí è ñúù âèä. Äîáàâÿìå ∀xK(x) ∨ ∀x¬K(x)

∀x(K(x)↔ (S(x)→ ∀yS(y)))
à) �Àêî àç ïóøà, òî âñè÷êè ïóøàò.�

∀x(K(x)↔ (∃yS(y)→ S(x)))

á) �Àêî íÿêîé îáèòàòåë íà îñòðîâà ïóøå, òî è àç ïóøà.�
∀x(K(x)↔ (∃yS(y) ∧ ¬S(x)))

â) �Íÿêîè ïóøàò, íî àç íå.�
∀x(K(x)↔ ∃yS(y)) ∧
∀x(K(x)↔ ¬S(x))

ã) �Íÿêîè ïóøàò.� è ñëåä òîâà äîáàâèëè - �Àç íå ïóøà.�.

Êàêâî ìîæåì äà êàæåì çà îáèòàòåëèòå íà òîçè îñòðîâ?

Ðåøåíèå.

à) Àêî âñè÷êè íåãîäíèöè, òî (∀x)[S(x) ∧ ∃y¬S(y)], êîåòî å íåâúçìîæíî.
Ñëåäîâàòåëíî, âñè÷êè ñà áëàãîðîäíèöè. Òîãàâà èëè âñè÷êè ïóøàò èëè
íèêîé íå ïóøå.

á) Àêî âñè÷êè ñà íåãîäíèöè, òî (∀x)[∃yS(y) ∧ ¬S(x)], êîåòî å íåâúçìîæíî.
Ñëåäîâàòåëíî, âñè÷êè ñà áëàãîðîäíèöè. Òîãàâà èëè âñè÷êè ïóøàò èëè
íèêîé íå ïóøå.

â) Àêî âñè÷êè ñà áëàãîðîäíèöè, òî (∀x)[∃yS(y) ∧¬S(x)], êîåòî å íåâúçìîæ-
íî. Ñëåäîâàòåëíî, âñè÷êè ñà íåãîäíèöè. Òîãàâà (∀x)[∀y¬S(y) ∨ S(x)],
êîåòî îçíà÷àâà, ÷å èëè âñè÷êè ïóøàò èëè íèêîé íå ïóøå.

ã) Òàçè ñèòóàöèÿ å íåâúçìîæíà!
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Ãëàâà 2

Ìíîæåñòâà

2.1 Îñíîâíè ïîíÿòèÿ

Ìíîæåñòâî å ñúâêóïíîñò îò îáåêòè (åëåìåíòè). Åäíî ìíîæåñòâî ìîæå ñú-
ùî òàêà äà áúäå åëåìåíò íà íÿêîå äðóãî ìíîæåñòâî. Èçïîëçâàìå îçíà÷åíè-
åòî x ∈ A, ÷å îáåêòúò x ïðèíàäëåæè íà ìíîæåñòâîòî A.

Ïðàçíîòî ìíîæåñòâî îçíà÷àâàìå ñ ∅. Òî èìà ñëåäíîòî ñâîéñòâî:

(∀x)[x 6∈ ∅]

èëè åêâèâàëåíòíî,

¬(∃x)[x ∈ ∅].

Ïðèìåð 5. Åòî íÿêîëêî ïðèìåðà çà ìíîæåñòâà, êîèòî ùå èçïîëçâàìå ÷åñòî:

• Åñòåñòâåíèòå ÷èñëà,

N = {0, 1, 2, . . . };

• Öåëèòå ÷èñëà,

Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . };

• Ðàöèîíàëíèòå ÷èñëà,

Q = {m
n
| m,n ∈ Z & n 6= 0}.

2.2 Ñðàâíÿâàíå íà ìíîæåñòâà

Êàçâàìå, ÷å åäíî ìíîæåñòâî A ñå âêëþ÷âà â ìíîæåñòâîòî B, êîåòî îçíà-
÷àâàìå ñ A ⊆ B, àêî âñåêè åëåìåíò, êîéòî ïðèíàäëåæè íà A, ïðèíàäëåæè è
íà B, ò.å.

(∀x)[x ∈ A → x ∈ B].

Îáèêíîâåíî ùå êàçâàìå, ÷å A å ïîäìíîæåñòâî íà B. Åòî íÿêîëêî ïðèìåðà:
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• ∅ ⊆ A, çà âñÿêî ìíîæåñòâî A.

• {1, 2} ⊆ {1, 2, 3}.

• {{∅}} ⊆ {{∅}, ∅}.

• N ⊆ Z è Z ⊆ Q.

Äâå ìíîæåñòâà A è B ñà ðàâíè, àêî

A = B ↔ A ⊆ B & B ⊆ A.

2.3 Îïåðàöèè âúðõó ìíîæåñòâà

Ùå ðàçãëåäàìå íÿêîëêî îïåðàöèè âúðõó ïðîèçâîëíè ìíîæåñòâà A è B.

(I) Ñå÷åíèå

A ∩B = {x | x ∈ A ∧ x ∈ B}.

Êàçàíî ïî-ôîðìàëíî, A ∩ B å ìíîæåñòâîòî, çà êîåòî å èçïúëíåíà
ôîðìóëàòà

(∀x)[x ∈ A ∩B ↔ (x ∈ A ∧ x ∈ B)].

Ïðèìåðè:

• A ∩A = A, çà âñÿêî ìíîæåñòâî A.

• A ∩ ∅ = ∅, çà âñÿêî ìíîæåñòâî A.
• {1, ∅, {∅}} ∩ {∅} = {∅}.
• {1, 2, {1, 2}} ∩ {1, {1}} = {1}.

(II) Îáåäèíåíèå

A ∪B = {x | x ∈ A ∨ x ∈ B}.

A ∪B å ìíîæåñòâîòî, çà êîåòî å èçïúëíåíà ôîðìóëàòà

(∀x)[x ∈ A ∪B ↔ (x ∈ A ∨ x ∈ B)].

Ïðèìåðè:

• A ∪A = A, çà âñÿêî ìíîæåñòâî A.

• A ∪ ∅ = A, çà âñÿêî ìíîæåñòâî A.

• {1, 2, ∅} ∪ {1, 2, {∅}} = {1, 2, ∅, {∅}}.
• {1, 2, {1, 2}} ∪ {1, {1}} = {1, 2, {1}, {1, 2}}.

(III) Ðàçëèêà

A \B = {x | x ∈ A ∧ x 6∈ B}.

A \B å ìíîæåñòâîòî, çà êîåòî å èçïúëíåíà ôîðìóëàòà

(∀x)[x ∈ A \B ↔ (x ∈ A ∧ x 6∈ B)].

Ïðèìåðè:
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• A \A = ∅, çà âñÿêî ìíîæåñòâî A.
• A \ ∅ = A, çà âñÿêî ìíîæåñòâî A.

• ∅ \A = ∅, çà âñÿêî ìíîæåñòâî A.
• {1, 2, ∅} \ {1, 2, {∅}} = {∅}.
• {1, 2, {1, 2}} \ {1, {1}} = {2, {1, 2}}.

(IV) Ñèìåòðè÷íà ðàçëèêà

A4B = (A\B) ∪ (B\A).

A4B å ìíîæåñòâîòî, çà êîåòî å èçïúëíåíà ôîðìóëàòà

(∀x)[x ∈ A4B ↔ [(x ∈ A ∧ x 6∈ B) ∨ (x ∈ B ∧ x 6∈ A)]].

Ïðèìåðè:

• A4∅ = A, çà âñÿêî ìíîæåñòâî A.

• A4A = ∅, çà âñÿêî ìíîæåñòâî A.
• A4B = B4A, çà âñåêè äâå ìíîæåñòâà A è B.

• {1, 2, ∅}4{1, 2, {∅}} = {∅} ∪ {{∅}} = {∅, {∅}}.
• {1, 2, {1, 2}}4{1, {1}} = {2, {1, 2}} ∪ {{1}} = {2, {1}, {1, 2}}.

(V) Ñòåïåííî ìíîæåñòâî

P(A) = {x | x ⊆ A}.

P(A) å ìíîæåñòâîòî, çà êîåòî å èçïúëíåíà ôîðìóëàòà

(∀x)[x ∈P(A) ↔ (∀y)[y ∈ x→ y ∈ A]].

Ïðèìåðè:

• P(∅) = {∅}.
• P({∅}) = {∅, {∅}}.

Ïî-êúñíî ùå âèäèì, ÷å àêî A
èìà n íà áðîé åëåìåíòà, òî

P(A) èìà 2n åëåìåíòà
• P({∅, {∅}}) = {∅, {∅}, {{∅}}, {∅, {∅}}}.
• P({1, 2}) = {∅, {1}, {2}, {1, 2}}.
• P({∅, {1}, 1}) = {∅, {∅}, {{1}}, {1}, {∅, {1}}, {∅, 1}, {1, {1}}, {∅, {1}, 1}}

Íåêà èìàìå ðåäèöà îò ìíîæåñòâà {A1, A2, . . . , An}. Òîãàâà èìàìå ñëåäíèòå
îïåðàöèè:

(I) Îáåäèíåíèå íà ðåäèöà îò ìíîæåñòâà

n⋃
i=1

Ai = {x | ∃i(1 ≤ i ≤ n & x ∈ Ai)}.

(∀x)[x ∈
n⋃
i=1

Ai ↔ (∃i)[1 ≤ i ≤ n ∧ x ∈ Ai]].
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(II) Ñå÷åíèå íà ðåäèöà îò ìíîæåñòâà

n⋂
i=1

Ai = {x | ∀i(1 ≤ i ≤ n→ x ∈ Ai)}.

(∀x)[x ∈
n⋂
i=1

Ai ↔ (∀i)[1 ≤ i ≤ n → x ∈ Ai]].

Ïðèìåð 6. Íåêà A = {x ∈ N | x > 1} è B = {x ∈ N | x > 3}. Òîãàâà :

• A ∩B = {x ∈ N | x > 3},

• A ∪B = {x ∈ N | x > 1},

• A \B = {x ∈ N | 1 < x ≤ 3},

• B \A = ∅,

• A4B = {x ∈ N | 1 < x ≤ 3}

Çàäà÷à 9. Íåêà A = {x ∈ R | |x| ≤ 1} è B = {x ∈ R | |x−1| ≤ 1
2}. Íàìåðåòå:

• A ∪B;

• A ∩B;

• A \B;

• B \A;

• A4B.

Çàäà÷à 10. Íàìåðåòå P(A), êúäåòî:
{∅}

à) A = ∅.
{∅, {1}, {2}, {1, 2}}

á) A = {1, 2}.
{∅, {{1, 2}}}

â) A = {{1, 2}}.
{∅, {∅}, {{∅}}, {∅, {∅}}}

ã) A = {∅, {∅}}.

ä) A = {∅, {1, 2}, 7}.

å) A = {1, 2, 3, 4}.

Çàäà÷à 11. Ïðîâåðåòå âåðíè ëè ñà ñâîéñòâàòà:

à) A ⊆ B ↔ A \B = ∅ ↔ A ∪B = B ↔ A ∩B = A;

á) A \ ∅ = A, ∅ \A = ∅, A \B = B \A.

â) A ∩ (B ∪A) = A ∩B;

ã) A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C) è A ∩ (B ∪ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C);

ä) C ⊆ A & C ⊆ B → C ⊆ A ∩B;
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å) A ⊆ C & B ⊆ C → A ∪B ⊆ C;

æ) (
⋃n
i=1Ai) ∩B =

⋃n
i=1(Ai ∩B);

ç) (
⋂n
i=1Ai) ∪B =

⋂n
i=1(Ai ∪B);

è) A\B = A ↔ A ∩B = ∅;

ê) A\B = A\(A ∩B) è A\B = A\(A ∪B);

ë) (A ∪B) \ C = (A \ C) ∪ (B \ C);
Íå å âÿðíî!

ì) A \ (B \ C) = (A \B) \ C;
Çàêîíè íà Äå Ìîðãàí

í) C \ (A ∪B) = (C\A) ∩ (C\B) è C\(A ∩B) = (C\A) ∪ (C\B)

î) C\(
⋃n
i=1Ai) =

⋂n
i=1(C\Ai) è C\(

⋂n
i=1Ai) =

⋃n
i=1(C\Ai);

ï) (A\B)\C = (A\C)\(B\C) è A\(B\C) = (A\B) ∪ (A ∩ C);

ð) A4B = B4A è A4B = (A ∪B) \ (A ∩B);

ñ) A4(B4C) = (A4B)4C;

ò) A4(B ∪ C) = (A4B) ∪ (A4C);

ó) A4(B ∩ C) = (A4B) ∩ (A4C);

ô) A\B = A4(A ∩B);

õ) A ∩ (B4C) = (A ∪B)4(A ∪ C);

ö) A ∪B = (A4B) ∪ (A ∩B);

÷) A4A = A è A4B = ∅ ↔ A = B;

ø) A4B = C ↔ B4C = A ↔ C4A = B;

ù) A ⊆ B ⇒P(A) ⊆P(B);
X ⊆ A ∪ B ?⇒ X ⊆ A ∨X ⊆ B

þ) P(A ∩B) = P(A) ∩P(B) è P(A ∪B) = P(A) ∪P(B);

ÿ) P(A \B) = P(A) \P(B) è P(A4B) = P(A)4P(B).

Çàäà÷à 12. Äà ñå ðåøàò ñèñòåìèòå ñ ïðîìåíëèâà X:
X

?
= C ∪ (A \ B)

à)

∣∣A \X = B∣∣X \A = C,

êúäåòî ñà äàäåíè ìíîæåñòâàòà A,B,C è B ⊆ A, A ∩ C = ∅;

á)

∣∣A ∩X = B∣∣A ∪X = C,

êúäåòî ñà äàäåíè ìíîæåñòâàòà A,B,C è B ⊆ A ⊆ C;

â)

∣∣A \X = B∣∣A ∪X = C,

êúäåòî ñà äàäåíè ìíîæåñòâàòà A,B,C è B ⊆ A ⊆ C.
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Ñëåäâàùèÿò ïðèìåð ïðîêàçâà, ÷å òðÿáâà äà áúäåì âíèìàòåëíè êàê ñòðî-
èì íîâè ìíîæåñòâà.

Ïðèìåð 7. Íåêà ñúâêóïíîñòòà îò îáåêòè D å îïðåäåëåíà êàòî

D = {A | A å ìíîæåñòâî è A 6∈ A}.

Òîãàâà:

à) Àêî D ∈ D, òî D 6∈ D. Ïðîòèâîðå÷èå.

á) Àêî D 6∈ D, òî D ∈ D. Ïðîòèâîðå÷èå.
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Ãëàâà 3

Ðåëàöèè

Çà äà äàäåì îïðåäåëåíèå íà ïîíÿòèåòî ðåëàöèÿ, òðÿáâà ïúðâî äà âúâåäåì
ïîíÿòèåòî äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå íà ìíîæåñòâà, êîåòî ïúê îò ñâîÿ ñòðàíà
ñå îñíîâàâà íà ïîíÿòèåòî íàðåäåíà äâîéêà.

Íàðåäåíà äâîéêà

Çà äâà åëåìåíòà a è b âúâåæäàìå îïðåöèÿòà íàðåäåíà äâîéêà 〈a, b〉. Íà-
ðåäåíàòà äâîéêà 〈a, b〉 èìà ñëåäíîòî õàðàêòåðèñòè÷íîòî ñâîéñòâî:

a1 = a2 ∧ b1 = b2 ↔ 〈a1, b1〉 = 〈a2, b2〉.

Ïîíÿòèåòî íàðåäåíà äâîéêà ìîæå äà ñå äåôèíèðà ïî ìíîãî íà÷èíè, ñòèãà
äà èçïúëíÿâà õàðåêòåðèñòè÷íîòî ñâîéñòâî. Åòî ïðèìåðè êàê òîâà ìîæå äà
ñòàíå:

Norbert Wiener (1914)

1) Ïúðâîòî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåíî îïðåäåëåíèå íà ïîíÿòèåòî íàðåäåíà äâîé-
êà å äàäåíî îò Íîðáåðò Âèíåð:

〈a, b〉 = {{{a}, ∅}, {{b}}}.
Kazimierz Kuratowski (1921)

2) Îïðåäåëåíèåòî íà Êóðàòîâñêè ñå ïðèåìà çà ½ñòàíäàðòíî� â íàøè äíè:

〈a, b〉 = {{a}, {a, b}}.

Çàäà÷à 13. Äîêàæåòå, ÷å ãîðíèòå äåôèíèöèè íàèñòèíà èçïúëíÿâàò õàðåê-
òåðèñòè÷íîòî ñâîéñòâî çà íàðåäåíè äâîéêè.

Çàáåëåæêà. Ñåãà ìîæåì äà âúâåäåì ïîíÿòèåòî íàðåäåíà n-îðêà 〈a1, . . . , an〉
çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n ≥ 1:

〈a1〉 = a1,

〈a1, a2, . . . , an〉 = 〈a1, 〈a2, . . . , an〉〉
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3.1 Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå
Íà àíãë. cartesian product

Ñ÷èòàìå, ÷å (A× B)× C =
A× (B × C) = A× B × C

Çà äâå ìíîæåñòâà A è B, îïðåäåëÿìå òÿõíîòî äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå êàòî

A×B = {〈a, b〉 | a ∈ A & b ∈ B}.

Çà êðàåí áðîé ìíîæåñòâà A1, A2, . . . , An, îïðåäåëÿìå

A1×A2×· · ·×An = {〈a1, a2, . . . , an〉 | a1 ∈ A1 & a2 ∈ A2 & . . . & an ∈ An}.

Çàäà÷à 14. Ïðåâåðåòå äàëè:

à) A× (B ∪ C) = (A×B) ∪ (A× C);

á) (A ∪B)× C = (A× C) ∪ (B × C);

â) A× (B ∩ C) = (A×B) ∩ (A× C);

ã) (A ∩B)× C = (A× C) ∩ (B × C);

ä) A× (B \ C) = (A×B) \ (A× C);

å) (A \B)× C = (A× C) \ (B × C);

æ) (A4B)× C = (A× C)4(B × C);

ç) P(A×B) = P(A)×P(B);

3.2 Îñíîâíè âèäîâå áèíàðíè ðåëàöèè

Ðåëàöèèòå îò âèäà R ⊆ A×A ñà âàæåí êëàñ, êîéòî ùå ñðåùàìå ÷åñòî. Äà
ðàçãëåäàìå íÿêîëêî îñíîâíè âèäà ðåëàöèè îò òîçè êëàñ:

I) ðåôëèêñèâíà, àêî

(∀x ∈ A)[〈x, x〉 ∈ R].

Íàïðèìåð, ðåëàöèÿòà ≤ ⊆ N× N å ðåôëåêñèâíà, çàùîòî

(∀x ∈ N)[x ≤ x].

II) àíòèðåôëåêñèâíà, àêî

(∀x ∈ A)[〈x, x〉 6∈ R].

Íàïðèìåð, ðåëàöèÿòà < ⊆ N× N å àíòèðåôëåêñèâíà, çàùîòî

(∀x ∈ N)[x 6< x].

III) òðàíçèòèâíà, àêî

(∀x, y, z ∈ A)[〈x, y〉 ∈ R & 〈y, z〉 ∈ R→ 〈x, z〉 ∈ R].

Íàïðèìåð, ðåëàöèÿòà ≤ ⊆ N× N å òðàíçèòèâíà, çàùîòî

(∀x, y, z ∈ A)[x ≤ y & y ≤ z → x ≤ z].
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IV) ñèìåòðè÷íà, àêî

(∀x, y ∈ A)[〈x, y〉 ∈ R→ 〈y, x〉 ∈ R].

Íàïðèìåð, ðåëàöèÿòà = ⊆ N× N å ðåôëåêñèâíà, çàùîòî

(∀x, y ∈ N)[x = y → y = x].

V) àíòèñèìåòðè÷íà, àêî

(∀x, y ∈ A)[〈x, y〉 ∈ R & 〈y, x〉 ∈ R→ x = y].

Íàïðèìåð, ðåëàöèÿòà ≤ ⊆ N× N å àíòèñèìåòðè÷íà, çàùîòî

(∀x, y, z ∈ A)[x ≤ y & y ≤ x → x = y].

VI) àñèìåòðè÷íà, àêî

(∀x, y)[〈x, y〉 ∈ R→ 〈y, x〉 6∈ R].

Íàïðèìåð, ðåëàöèÿòà ≤ ⊆ N× N å àñèìåòðè÷íà, çàùîòî

(∀x, y ∈ N)[x < y → y 6< x].

Çàáåëåæêà. Äîáðå å äà çàïîìíèòå êàê ñå íàðè÷àò òåçè îñíîâíè âèäîâå
ðåëàöèè, çàùîòî ùå ãè èçïîëçâàìå ÷åñòî. Îáúðíåòå ñúùî âíèìàíèå, ÷å àêî
åäíà ðåëàöèÿ íå å ðåôëåêñèâíà, òî òîâà íå îçíà÷àâà, ÷å òÿ å àíòèðåôëåê-
ñèâíà. Ñúùî òàêà, àêî åäíà ðåëàöèÿ íå å ñèìåòðè÷íà, òî òîâà íå îçíà÷àâà,
÷å òÿ å àíòèñèìåòðè÷íà èëè àñèìåòðè÷íà.

Ïðèìåð 8. Äà îáîáùèì ïðèìåðèòå îò ïî-ãîðå.

à) Ðåëàöèÿòà ≤ ⊆ N× N å ðåôëåêñèâíà, òðàíçèòèâíà è àíòèñèìåòðè÷íà.

á) Ðåëàöèÿòà < ⊆ N×N å àíòèðåôëåêñèâíà, òðàíçèòèâíà è àñèìåòðè÷íà.

â) Ðåëàöèÿòà = ⊆ N× N å ðåôëåêñèâíà, òðàíçèòèâíà è ñèìåòðè÷íà.

Çàäà÷à 15. Ïðîâåðåòå êîè îò ãîðå-èçáðîåíèòå ñâîéñòâà ïðèòåæàâà ðåëà-
öèÿòà R:

Îçí. N2 = N× N

à) R ⊆ N2 è å îïðåäåëíà êàòî a|b ↔ (∃k ∈ N)(b = k · a)

(a, b) ∈ R ↔ a|b.

á) R ⊆ Z× Z å îïðåäåëåíà êàòî

(x, y) ∈ R ↔ ÍÎÄ(x, y) = 1

Îçí. R - ðåàëíèòå ÷èñëà

â) R ⊆ Z2 è å îïðåäåëåíà êàòî

(a, b) ∈ R ↔ a · b > 0.
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ã) R ⊆ Z2 è å îïðåäåëåíà êàòî

(a, b) ∈ R ↔ a+ b = 0.

ä) R ⊆ Z2 è å îïðåäåëåíà êàòî

(a, b) ∈ R ↔ a+ b = 5.

å) R ⊆ Z2 è å îïðåäåëåíà êàòî

(a, b) ∈ R ↔ a+ b å ÷åòíî.

æ) R ⊆ (Z2)2 è å îïðåäåëåíà êàòî

(〈a, b〉, 〈c, d〉) ∈ R ↔ a+ d = b+ c.

ç) R ⊆ (Z2)2 è å îïðåäåëåíà êàòî

(〈a, b〉, 〈c, d〉) ∈ R ↔ a · d = b · c.

è) R ⊆ (Z× (Z \ {0}))2 è å îïðåäåëåíà êàòî

(〈a, b〉, 〈c, d〉) ∈ R ↔ a · d = b · c.
Îçí. Z - öåëèòå ÷èñëà

ê) Rm ⊆ Z2,m ∈ Z,m > 0 è å îïðåäåëåíà êàòî

〈a, b〉 ∈ Rm ↔ m | (a− b).

ë) R ⊆ R2 è å îïðåäåëåíà êàòî

(x, y) ∈ R ↔ (x− y) å ðàöèîíàëíî ÷èñëî.
Îçí. Q - ðàöèîíàëíèòå ÷èñëà

ì) R ⊆ Q2 è å îïðåäåëåíà êàòî

(p, r) ∈ R ↔ p− r å öÿëî ÷èñëî.

í) R ⊆ N2 è å îïðåäåëåíà êàòî

(a, b) ∈ R ↔ a = b ∨ a+ 1 = b.

î) R ⊆ N2 è å îïðåäåëåíà êàòî

〈a, b〉 ∈ R ↔ (∃k ∈ N)[a+ k = b].

ï) Íåêà≤1 ⊆ A2 è≤2 ⊆ B2 ñà ÷àñòè÷íè íàðåäáè.R ⊆ A2×B2 å îïðåäåëåíà
êàòî

(〈a, b〉, 〈c, d〉) ∈ R ↔ a ≤1 c ∧ b ≤2 d.

ð) Íåêà≤1 ⊆ A2 è≤2 ⊆ B2 ñà ÷àñòè÷íè íàðåäáè.R ⊆ A2×B2 å îïðåäåëåíà
êàòî

(〈a, b〉, 〈c, d〉) ∈ R ↔ a ≤1 c ∨ b ≤2 d.
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Çàäà÷à 16. Íåêà R è S ñà ðåëàöèè íà åêâèâàëåíòíîñò âúðõó ìíîæåñòâîòî
A. Êàêâè ñâîéñòâà ïðèòåæàâàò ñëåäíèòå ðåëàöèè:

à) R ∩ S;

á) R ∪ S;

â) R \ S;

Çàäà÷à 17. Íåêà Σ = {1, 2, . . . , 9} è n å åñòâåñòâåíî ÷èñëî. Íåêà R ⊆ Σn ×
Σn, êúäåòî (〈a1, a2, . . . , an〉, 〈b1, b2, . . . , bn〉) ∈ R ↔ ai + 1 ≡ b1( mod 2).

Çàäà÷à 18. Çà åäíî ÷èñëî x ∈ N, íåêà ñ x(2) äà îçíà÷àâàìå íàé-êúñèÿ
äâîè÷íèÿ çàïèñ íà n, à ñ N0(x) è N1(x) áðîÿ íà 0-ëèòå è ñúîòâåòíî áðîÿ íà
1-öèòå â x(2). Íåêà R ⊆ N× N, êúäåòî

1. (x, y) ∈ R i� N0(x) ≤ N0(y) & N1(x) ≤ N1(y).

2. (x, y) ∈ R i� N0(x) = N0(y) ∨ N1(x) = N1(y).

Çàäà÷à 19. Êîè îò ñëåäíèòå áèíàðíè ðåëàöèè âúðõó ìíîæåñòâîòî íà ôóí-
êöèèòå îò Z â Z ñà ðåëàöèè íà åêâèâàëåíòíîñò? Îïèøåòå òåõíèòå êëàñîâå
íà åêâèâàëåíòíîñò.

à) R = {(f, g) | f(1) = g(1)}.

á) R = {(f, g) | f(0) = g(0) ∧ f(1) = g(1)}.

â) R = {(f, g) | (∀x ∈ Z)[f(x)− g(x) = 1]}.

ã) R = {(f, g) | (∃c ∈ Z)(∀x ∈ Z)[f(x)− g(x) = c]}.

ä) R = {(f, g) | f(0) = g(1) ∧ f(1) = g(0)}.

3.3 Ðåëàöèè íàä äóìè

• Àçáóêà å êðàéíî ìíîæåñòâî Σ = {a1, . . . , an} êàòî åëåìåíòèòå ai íà Σ
íàðè÷àìå áóêâè.

• Íåêà äà ôèêñèðàìå åäèí åëåìåíò ε 6∈ Σ. Ñåãà ùå îïðåäåëèì äóìèòå íàä
àçáóêàòà Σ. Òîâà ñà:

íàðè÷àìå ε ïðàçíàòà äóìà

� ε å äóìà íàä Σ;
ò.å. äóìèòå ñà êðàéíè

ïîñëåäîâàòåëíîñòè îò áóêâè� Íåêà α å äóìà íàä Σ è a ∈ Σ å áóêâà. Òîãàâà αa å äóìà íàä Σ;

� íÿìà äðóãè äóìè íàä Σ.

• Îçíà÷àâàìå ñ Σn ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè äóìè ñ äúëæèíà n íàä àçáóêàòà
Σ, Σ0 = {ε}, çàùîòî ïðàçíàòà äóìà å åäèíñòâåíàòà äóìà ñ äúëæèíà 0.

• Ñúñ Σ? îçíà÷àâàìå ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè äóìè íàä àçáóêàòà Σ, ò.å. 0 ∈ N

Σ? =
⋃
n∈N

Σn.
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Ñåãà ùå îïðåäåëèì ôóíêöèÿòà äúëæèíà íà äóìà. Äúëæèíàòà |α| íà Ôóíêöèÿòà |·| : Σ? → N å
âèíàãè ñþðåêòèâíà. Êîãà å

áèåêòèâíà?
äóìàòà α ∈ Σ? ñå îïðåäåëÿ ñ èíäóêöèÿ ïî ïîñòðîåíèåòî íà α.

(i) Íåêà α = ε. Òîãàâà |α| = 0.

(ii) Íåêà α = βa, çà íÿêîÿ äóìà β ∈ Σ? è íÿêîÿ áóêâà a ∈ X. Òîãàâà

|α| = |β|+ 1.

Îïðåäåëÿìå ôóíêöèÿòà êîíêàòåíàöèÿ ·, ò.å. ñëåïâàíå íà äâå äóìè. Çà
âñåêè äâå äóìè α è β îò Σ? îïðåäåëÿìå òÿõíàòà êîíêàòåíàöèÿ ñ èíäóêöèÿ
ïî äúëæèíàòà β: · : Σ? × Σ? → Σ? å âèíàãè

ñþðåêòèâíà. Ìîæå ëè äà
áúäå áèåêòèâíà?(i) |β| = 0, ò.å. β = ε. Òîãàâà α · β = α.

(ii) |β| = n+ 1, ò.å. β = γb, çà íÿêîÿ äóìà γ, |γ| = n, è íÿêîÿ áóêâà b ∈ Σ.
Òîãàâà α · β = (α · γ) · b.

Êàçâàìå, ÷å äóìàòà α å íà÷àëî íà äóìàòà β, àêî ñúùåñòâóâà äóìà γ ∈ Σ?

òàêàâà, ÷å β = α·γ. Îáèêíîâåíî îçíà÷àâàìå α � β. Àíàëîãè÷íî äåôèíèðàìå
α äà áúäå êðàé íà äóìàòà β, àêî ñúùåñòâóâà γ ∈ Σ? òàêàâà, ÷å β = γ · α.
Çàäà÷à 20. Íåêà Σ = {0, 1}. Êàêâè ñâîéñòâà èìàò ñëåäíèòå áèíàðíè ðå-
ëàöèè íàä Σ? ? Àêî R å ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò, òî îïèøåòå íåéíèòå
êëàñîâå íà åêâèâàëåíòíîñò è íàìåðåòå òåõíèÿ áðîé.

à) (α, β) ∈ R ↔ α � β;

á) (α, β) ∈ R ↔ (∃γ ∈ Σ?)[∃a, b ∈ Σ)(γa � α & γb � β & a 6= b];

â) (α, β) ∈ R ↔ (∃γ ∈ Σ?)[∃a, b ∈ Σ)(γa � α & γb � β & a < b];

ã) (α, β) ∈ R ↔ α � β ∨ (∃γ ∈ Σ?)[∃a, b ∈ Σ)(γa � α & γb � β & a < b];

ä) (α, β) ∈ R ↔ |α| = |β| &(∀i ≤ |α|)[ai ≤ bi];

å) (α, β) ∈ R ↔ (∀i ≤ min{|α|, |β|})[ai ≤ bi];

æ) (α, β) ∈ R ↔ (∃γ1, γ2 ∈ Σ?)[β = γ1αγ2];

ç) çà ôèêñèðàíî ÷èñëî n,

(α, β) ∈ R ↔ (∃γ ∈ Σn)[γ � α & γ � β].

è) çà ôèêñèðàíî ÷èñëî n,

(α, β) ∈ R ↔ α = β ∨ (α 6= β & (∃γ ∈ Σn)[γ � α & γ � β]).

ê) çà ôèêñèðàíî ÷èñëî n,

(α, β) ∈ R ↔ |α| = |β| > n & (∀i > n)[ai = bi].

Çàäà÷à 21. Äà ôèêñèðàìå äâå ìíîæåñòâà B ⊆ A. Äåôèíèðàìå áèíàðíàòà
ðåëàöèÿ R âúðõó P(A) ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

R = {(X,Y ) ∈P(A)×P(A) | (X4Y ) ⊆ B}.

Äîêàæåòå, ÷å:

à) R å ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò;

á) çà âñÿêî X ∈ P(A) ñúùåñòâóâà òî÷íî åäíî ìíîæåñòâî Y ∈ [X]R, çà
êîåòî Y ∩B = ∅.
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3.4 Îïåðàöèè âúðõó ðåëàöèè

I) Êîìïîçèöèÿ íà äâå ðåëàöèè S ⊆ B × C è T ⊆ A × B å ðåëàöèÿòà
S ◦ T ⊆ A× C, îïðåäåëåíà êàòî:

S ◦ T = {〈a, c〉 | (∃b ∈ B)[〈a, b〉 ∈ T & 〈b, c〉 ∈ S]}.

II) Îáðúùàíå íà ðåëàöèÿòà R ⊆ A × B å ðåëàöèÿòà R−1 ⊆ B × A,
îïðåäåëåíà êàòî:

R−1 = {〈x, y〉 | 〈y, x〉 ∈ R}.
Î÷åâèäíî å, ÷å P å

ðåôëåêñèâíà ðåëàöèÿ, äîðè
àêî R íå å.III) Ðåôëåêñèâíî çàòâàðÿíå íà ðåëàöèÿòà R ⊆ A×A å ðåëàöèÿòà

P = R ∪ {〈a, a〉 | a ∈ A}.

IV) Èòåðàöèÿ íà ðåëàöèÿòà R ⊆ A×A äåôèíèðàìå êàòî çà âñÿêî åñòåñ-
òâåíî ÷èñëî n, äåôèíèðàìå ðåëàöèÿòà Rn ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å R1 = R

R0 = A×A
Rn+1 = Rn ◦R.

- Ïðîâåðåòå, ÷å R+ å
òðàíçèòèâíà ðåëàöèÿ!V) Òðàíçèòèâíî çàòâàðÿíå íà R ⊆ A×A å ðåëàöèÿòà

R+ =
⋃
n≥1

Rn.

Çà äàäåíà ðåëàöèÿ R, ñ R? ùå îçíà÷àâàìå íåéíîòî ðåôëåêñèâíî è òðàí-
çèòèâíî çàòâàðÿíå. Îò äåôèíèöèèòå å ÿñíî, ÷å

R? =
⋃
n≥0

Rn.

Çàäà÷à 22. Àêî P å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè õîðà, äà ðàçãëåäàìå ðåëàöèèòå

E = {〈x, y〉 ∈ P × P | x å âðàã íà y},
F = {〈x, y〉 ∈ P × P | x å ïðèÿòåë íà y}.

Àêî ïðèåìåì, ÷å ïîãîâîðêàòà ½âðàãúò íà ìîÿ âðàã å ìîé ïðèÿòåë� å âÿðíà,
òî êàêâî íè êàçâà òîâà çà ðåëàöèèòå E è F ?

Ïðèìåð 9. Äà ðàçãëåäàìå ðåëàöèÿòà R íàä N, çà êîÿòî R = {〈x, y〉 ∈ N2 |
x+ 1 = y}. Òîãàâà:

• R0 = {〈x, x〉 | x ∈ N};

• Rn = {〈x, y〉 ∈ N2 | x+ n = y}, çà âñÿêî n ∈ N;

• R+ = {〈x, y〉 ∈ N2 | (∃n ≥ 1)[x+ n = y]} = {〈x, y〉 ∈ N2 | x < y};

• R? = {〈x, y〉 ∈ N2 | x ≤ y}.
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Çàäà÷à 23. Äàéòå ïðèìåð çà ðåëàöèè R è S, çà êîèòî

R ◦ S 6= S ◦R.

Çàäà÷à 24. Äîêàæåòå, ÷å:

à) R å ñèìåòðè÷íà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî R−1 ⊆ R;

á) R å òðàíçèòèâíà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî R ◦R ⊆ R;

â) R å òðàíçèòèâíà è ñèìåòðè÷íà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî R = R−1◦R.

Äîêàçàòåëñòâî.

à) Çàäà÷àòà ñå ðàçäåëÿ íà äâå ïîäçàäà÷è.

(i) Íåêà R äà áúäå ñèìåòðè÷íà. Ùå äîêàæåì, ÷å R−1 ⊆ R, ò.å.

(∀x∀y)[(x, y) ∈ R−1 → (x, y) ∈ R].

Íåêà (x, y) ∈ R−1. Òîãàâà ïî îïðåäåëåíèå èìàìå, ÷å (y, x) ∈ R è
ñëåäîâàòåëíî (x, y) ∈ R, çàùîòî R å ñèìåòðè÷íà.

(ii) Íåêà R−1 ⊆ R. Ùe äîêàæåì, ÷å R å ñèìåòðè÷íà, ò.å.

(∀x∀y)[(x, y) ∈ R→ (y, x) ∈ R].

Íåêà (x, y) ∈ R, ñëåäîâàòåëíî ïî îïðåäåëåíèå (y, x) ∈ R−1. Òîãàâà
îò R−1 ⊆ R ñëåäâà, ÷å (y, x) ∈ R.

á) Òàçè çàäà÷à å ëåñíà.

â) Íåêà R−1 ◦R = R. Ùå äîêàæåì, ÷å R å ñèìåòðè÷íà è òðàíçèòèâíà.

(i) Ùå äîêàæåì, ÷å R e ñèìåòðè÷íà. Çà öåëòà å äîñòàòú÷íî äà âçåìåì
ïðîèçâîëíà äâîéêà 〈x, y〉 ∈ R è äà ïîêàæåì, ÷å 〈y, x〉 ∈ R. Íåêà

〈x, y〉 ∈ R ↔ 〈x, y〉 ∈ R−1 ◦R (èìàìå, ÷å R−1 ◦R = R)

↔ (∃z)[〈x, z〉 ∈ R ∧ 〈z, y〉 ∈ R−1]

↔ (∃z)[〈z, x〉 ∈ R−1 ∧ 〈y, z〉 ∈ R]

↔ (∃z)[〈y, z〉 ∈ R ∧ 〈z, x〉 ∈ R−1]

↔ 〈y, x〉 ∈ R−1 ◦R
↔ 〈y, x〉 ∈ R.

Ñëåäîâàòåëíî,

(∀x, y ∈ A)[〈x, y〉 ∈ R → 〈y, x〉 ∈ R].

(ii) Ùå äîêàæåì, ÷å R e òðàíçèòèâíà. Çà öåëòà å äîñòàòú÷íî äà âçåìåì
ïðîèçâîëíè äâîéêè 〈x, y〉 ∈ R è 〈y, z〉 ∈ R, òî 〈x, z〉 ∈ R.

〈x, y〉 ∈ R

〈y, z〉 ∈ R
(R å ñèìåòðè÷íà)

〈z, y〉 ∈ R
〈y, z〉 ∈ R−1

〈x, z〉 ∈ R−1 ◦R
(R−1 ◦ R = R)

〈x, z〉 ∈ R
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Ñëåäîâàòåëíî,

(∀x, y, z ∈ A)[(〈x, y〉 ∈ R ∧ 〈y, z〉 ∈ R)→ 〈x, z〉 ∈ R].

Íåêà ñåãà R å òðàíçèòèâíà è ñèìåòðè÷íà. Ùå äîêàæåì, ÷å R−1 ◦R = R.

(i) Ïúðâî äà îòáåëåæèì, ÷å

〈x, y〉 ∈ R
〈x, y〉 ∈ R

(R å ñèìåòðè÷íà)
〈y, x〉 ∈ R

(R å òðàíçèòèâíà)
〈x, x〉 ∈ R ∧ 〈y, y〉 ∈ R

Ñëåäîâàòåëíî,

(∀x ∈ Dom(R))[〈x, x〉 ∈ R].

(ii) Ùå äîêàæåì, ÷å R−1 ◦R ⊆ R.

〈x, z〉 ∈ R

〈x, y〉 ∈ R−1 ◦R
(Ñúùåñòâóâà z)

〈z, y〉 ∈ R−1

〈y, z〉 ∈ R
(R å ñèìåòðè÷íà)

〈z, y〉 ∈ R
(R å òðàíçèòèâíà)

〈x, y〉 ∈ R

(iii) Ùå äîêàæåì, ÷å R ⊆ R−1 ◦R.

〈x, y〉 ∈ R

〈x, y〉 ∈ R
(Îò (i))

〈y, y〉 ∈ R
〈y, y〉 ∈ R−1

(ïî äåô.)
〈x, y〉 ∈ R−1 ◦R

Çàäà÷à 25. Íåêà {〈a, b〉} ⊆ R, çà íÿêîè a 6= b. Äîêàæåòå, ÷å àêî R å ñèìåò-
ðè÷íà, òî R íå å àíòèñèìåòðè÷íà.

Çàäà÷à 26. Íåêà R äà áúäå ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò âúðõó B è f : A→
B. Äåôèíèðàìå ìíîæåñòâîòî

Q = {((x, y) ∈ A×A | (f(x), f(y)) ∈ R}.

Äîêàæåòå, ÷å Q å ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò.

Çàäà÷à 27. Íåêà R å ðåëàöèÿ âúðõó A. Äà îïðåäåëèì ðåëàöèèòå:

• S = {〈x, y〉 | 〈x, y〉 ∈ R ∧ 〈y, x〉 ∈ R};

• T = {〈x, y〉 | 〈x, y〉 ∈ R ∧ 〈y, x〉 6∈ R}.

Äîêàæåòå, ÷å:

à) S å ñèìåòðè÷íà è T å àíòèñèìåòðè÷íà.

á) 〈x, y〉 ∈ R ↔ (〈x, y〉 ∈ S ∨ 〈x, y〉 ∈ T );
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â) àêî R å òðàíçèòèâíà, òî S è T ñà ñúùî òðàíçèòèâíè, íî îáðàòíàòà ïîñîêà
íå å âÿðíà.

Íåêà R ⊆ A × A å áèíàðíà ðåëàöèÿ. Äà îïðåäåëèì ìíîæåñòâîòî [x]R
êàòî

[x]R = {y ∈ A | 〈x, y〉 ∈ R}.

Àêî R å ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò è x ∈ Field(R), òî íàðè÷àìå ìíîæåñò-
âîòî [x]R êëàñ íà åêâèâàëåíòíîñò çà x îòíîñíî ðåëàöèÿòà R.

Ïðèìåð 10. Íåêà S å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ñòóäåíòè, êîèòî æèâåÿò â
Ñòóäåíòñêè ãðàä. Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà áèíàðíà ðåëàöèÿ íàä S:

R = {〈x, y〉 ∈ S × S | x æèâåå â ñúùèÿ áëîê êàòî y}.

Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å R å ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò. Òîãàâà âñåêè áëîê
â Ñòóäåíòñêè ãðàä îïðåäåëÿ îòäåëåí êëàñ íà åêâèâàëåíòíîñò. Åëåìåíòèòå
íà òàêúâ êëàñ ñà âñè÷êè ñòóäåíòè, êîèòî æèâåÿò â ñúîòâåòíèÿ áëîê.

x ≡ y mod 4 ↔ (∃k ∈
Z)(x = y + 4 · k)Ïðèìåð 11. Íåêà ∼4 ⊆ N× N å áèíàðíà ðåëàöèÿ, äåôèíèðàíà êàòî

x ∼4 y ↔ x ≡ y mod 4.

∼4 å ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò è èìà ÷åòèðè êëàñà íà åêâèâàëåíòíîñò

[0]∼4 , [1]∼4 , [2]∼4 , [3]∼4 .

Çàäà÷à 28. Äà äåôèíèðàìå ðåëàöèÿòà R ⊆ R× R êàòî:

〈x, y〉 ∈ R ↔ (x− y) ∈ Z.

Íàìåðåòå ìíîæåñòâàòà [1]R è [ 1
2 ]R.
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3.5 Íàðåäáè

Îáèêíîâåíî ñå èçó÷àâàò ðåëàöèè ïðèòåæàâàùè ðàçëè÷íè êîìáèíàöèè îò
ãîðíèòå ñâîéñòâà. Ñåãà ùå èçáðîèì íÿêîëêî îñíîâíè âèäà ðåëàöèè (ïîíÿ-
êîãà ñå íàðè÷àò íàðåäáè). Ðåëàöèÿòà R ⊆ A×A ñå íàðè÷à:

Íà àíãë. partial order

• ÷àñòè÷íà íàðåäáà, àêî òÿ å ðåôëåêñèâíà, òðàíçèòèâíà è àíòèñèìåò-
ðè÷íà. Íàïðèìåð, ≤ å ÷àñòè÷íà íàðåäáà. Ñúùî òàêà, ðåëàöèÿòà ⊆ ìåæäó
ìíîæåñòâà å ÷àñòè÷íà íàðåäáà.

Íà àíãë. equivalence relation

• ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò, àêî òÿ å ðåôëåêñèâíà, òðàíçèòèâíà è ñè-
ìåòðè÷íà. Íàïðèìåð, = å ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò.

Íà àíãë. linear order

• ëèíåéíà íàðåäáà, àêî R å ÷àñòè÷íà íàðåäáà, è çà âñåêè äâà åëåìåíòà
x, y òî÷íî åäíî îò 〈x, y〉 ∈ R, x = y, 〈y, x〉 ∈ R å èçïúëíåíî.

Íà àíãë. well-founded order

• ôóíäèðàíà íàðåäáà, àêî âñÿêî íåïðàçíî ïîäìíîæåñòâî X ⊆ A ïðèòå-
æàâà ïîíå åäèí ìèíèìàëåí åëåìåíò, ò.å.

(∀X ⊆ A)[X 6= ∅ → (∃m ∈ X)¬(∃y ∈ X)[〈y,m〉 ∈ R]].
Íà àíãë. well-ordered relation

• äîáðà íàðåäáà, àêî âñÿêî íåïðàçíî ïîäìíîæåñòâî X ⊆ A èìà íàé-ìàëúê
åëåìåíò , ò.å.

(∀X ⊆ A)[X 6= ∅ → (∃m ∈ X)(∀y ∈ X)[〈m, y〉 ∈ R ∨m = y]].
Íà àíãë. lexicographical order

• ëåêñèêîãðàôñêà íàðåäáà âúðõó ÷àñòè÷íàòà íàðåäáà (X,<) ùå íàðè-
÷àìå íàðåäáàòà (X ×X,≺), êúäåòî

〈x, y〉 ≺ 〈x′, y′〉 ↔ x < x′ ∨ (x = x′ ∧ y < y′).

Çàáåëåæêà. Îáúðíåòå âíèìàíèå íà ðàçëèêàòà ìåæäó ïîíÿòèÿòà ìèíèìà-
ëåí è íàé-ìàëúê åëåìåíò îòíîñíî ðåëàöèÿòà R.

• x0 å ìèíèìàëåí åëåìåíò çà ìíîæåñòâîòî X ⊆ A îòíîñíî R, àêî íå ñú-
ùåñòâóâàò åëåìåíòè y ∈ X, çà êîèòî 〈y, x〉 ∈ R, ò.å.

(∀y ∈ X)[〈y, x〉 6∈ R].

• x0 å íàé-ìàëúê åëåìåíò çà ìíîæåñòâîòî X ⊆ A îòíîñíî R, àêî çà âñåêè
äðóã åëåìåíò y ∈ X å èçïúëíåíî 〈x, y〉 ∈ R, ò.å.

(∀y ∈ X)[x 6= y → 〈x, y〉 ∈ R].

Çàäà÷à 29. Äà ñå äîêàæå, ÷å (N2,≺) å äîáðå íàðåäåíî ìíîæåñòâî.

Çàäà÷à 30. Äîêàæåòå, ÷å ñëåäíèòå äâå óñëîâèÿ çà ÷àñòè÷íî íàðåäåíî ìíî-
æåñòâî (X,<) ñà åêâèâàëåíòíè:

à) âñÿêî íåïðàçíî ïîäìíîæåñòâî íà X èìà ìèíèìàëåí åëåìåíò;

á) íå ñúùåñòâóâà ñòðîãî íàìàëÿâàùà ðåäèöà x1 > x2 > x3 > . . . òî åëå-
ìåíòè íà X.
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Çàäà÷à 31. Äà ñå äîêàæå, ÷å ÷àñòè÷íî íàðåäåíîòî ìíîæåñòâî (X,<) å
äîáðå íàðåäåíî òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî (X,<) å ôóíäèðàíî è < å
ëèíåéíà íàðåäáà âúðõó X.

Çàäà÷à 32. Êîè îò èçáðîåíèòå ìíîæåñòâà ñà ôóíäèðàíè? Êîè ñà äîáðå
íàðåäåíè?

à) (N, <);

á) (Z, <);

â) (X∗, <), êúäåòî çà α, β ∈ X∗, α < β ↔ α å ïîääóìà íà β;

ã) (2N,();

ä) (Fin(N),(), êúäåòî Fin(N) å ñúâêóïíîñòòà îò âñè÷êè êðàéíè ïîäìíî-
æåñòâà íà N;

å) (N+, |), êúäåòî m|n ↔ m 6= n & m äåëè n.

Çàäà÷à 33. Äîêàæåòå, ÷å ïîäìíîæåñòâî íà âñÿêà àíòèñèìåòðè÷íà ðåëàöèÿ
å ñúùî àíòèñèìåòðè÷íà.
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Ãëàâà 4

Ôóíêöèè

4.1 Îñíîâíè ñâîéñòâà

Ðåëàöèÿòà R ⊆ A×B ñå íàðè÷à òîòàëíà ôóíêöèÿ îò A â B, àêî

i) Dom(R) = A, ò.å.

(∀a ∈ A)(∃b ∈ B)[(a, b) ∈ R].

ii) Çà âñåêè åëåìåíò a ∈ A ñúîòâåñòâà òî÷íî åäèí åëåìåíò b ∈ B, ò.å.

(∀a ∈ A)(∀b1, b2 ∈ B)((〈a, b1〉 ∈ R ∧ 〈a, b2〉 ∈ R)→ b1 = b2).

Îáèêíîâåíî îçíà÷àâàìå ôóíêöèèòå êàòî f : A → B è âìåñòî (a, b) ∈ f
ïèøåì f(a) = b. Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f e

èëè f å îáðàòèìà

• èíåêöèÿ, àêî

(∀a1, a2 ∈ A)[a1 6= a2 → f(a1) 6= f(a2)],

èëè åêâèâàëåíòíî,

(∀a1, a2 ∈ A)[f(a1) = f(a2)→ a1 = a2].
èëè f å âúðõó B

• ñþðåêöèÿ, àêî

(∀b ∈ B)(∃a ∈ A)[f(a) = b].

• áèåêöèÿ, àêî å èíåêöèÿ è ñþðåêöèÿ.

Çàäà÷à 34. Äàéòå ïðèìåðè çà ôóíêöèÿ f : N→ Z, êîÿòî å:

à) èíåêòèâíà;

á) ñþðåêòèâíà;

â) íèòî èíåêòèâíà, íèòî ñþðåêòèâíà;

ã) èíåêòèâíà, íî íå å ñþðåêòèâíà;
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ä) ñþðåêòèâíà, íî íå å èíåêòèâíà;

å) ñþðåêòèâíà è èíåêòèâíà.

Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà f ⊆ (R× R)× R, äåôèíèðàíà êàòî:

f(x, y) =
x

y
.

Êàêòî ìíîãî äîáðå çíàåì, çà ñòîéíîñòè îò âèäà (x, 0), ôóíêöèÿòà f íå å
äåôèíèðàíà. Òàêèâà ôóíêöèè ùå íàðè÷àìå ÷àñòè÷íè. Îôèöèàëíàòà äå-
ôèíèöèÿ å ñëåäíàòà. Ðåëàöèÿòà R ⊆ A×B ñå íàðè÷à ÷àñòè÷íà ôóíêöèÿ Òóê íÿìàìå óñëîâèåòî

Dom(R) = Aîò A â B, àêî çà âñåêè åëåìåíò a ∈ A ñúîòâåñòâà íàé-ìíîãî åäèí åëåìåíò
b ∈ B, ò.å.

(∀x ∈ A)(∀y1, y2 ∈ B)[(〈x, y1〉 ∈ R ∧ 〈x, y2〉 ∈ R)→ y1 = y2].

Çàäà÷à 35. Çà âñÿêà îò ñëåäíèòå òîòàëíè ôóíêöèè f îïðåäåëåòå äàëè f å
èíåêöèÿ, ñþðåêöèÿ èëè áèåêöèÿ.

(áèåêöèÿ)

à) f : R→ R, f(x) = 2x+ 3.

á) f : R→ R, f(x) = x2 − 4x+ 2.

â) f : R→ R, f(x) = x3 + 7.

ã) f : N→ N, f(x) =

{
x+ 1, àêî x å ÷åòíî

x− 1, àêî x å íå÷åòíî
rem(x, 3) - îñòàòúê ïðè

äåëåíèå íà 3ä) f : N→ N, f(x) = rem(x, 3).
ÍÎÄ - íàé-ãîëÿì îáù

äåëèòåë
å) f : N× N→ N, f(x, y) = ÍÎÄ(x, y).

ÍÎÊ - íàé-ìàëêî îáùî
êðàòíî

æ) f : N× N→ N, f(x, y) = ÍÎÊ(x, y).

ç) f : N× N→ N, f(x, y) = 3x+ 2y.

è) f : N× N→ N, f(x, y) = 2x(2y + 1)− 1.
Êàíòîðîâî êîäèðàíå

ê) f : N× N→ N, f(x, y) = (x+y)(x+y+1)
2 + x.

ë) f : N× N→ N, f(x, y) = 2x(2y + 1).

ì) f : N× N→ N, f(x, y) = 2x(2y + 1).

í) f : N× N→ N, f(x, y) = 2x3y.

î) f : N× N→ N, f(x, y) = 2x6y.

ï) f : R× R→ R, f(x, y) = x2 + y2.

Çàäà÷à 36. Äîêàæåòå:

à) Àêî f, g ñà ôóíêöèè, òî f ∩ g å ôóíêöèÿ;

á) Íåêà f, g ñà ôóíêöèè è (∀x)[x ∈ Dom(f) ∩ Dom(g) → f(x) = g(x)].
Äîêàæåòå, ÷å f ∪ g å ôóíêöèÿ.
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4.2 Îïåðàöèè âúðõó ôóíêöèè

Îáðàç è ïúðâîîáðàç

Íåêà å äàäåíà ôóíêöèÿòà f : A → B. Ùå ðàçãëåäàìå íÿêîëêî îñíîâíè
îïåðàöèè âúðõó ôóíêöèè.

• Îáðàç íà ìíîæåñòâîòî X ⊆ A ïîä äåéñòâèåòî íà ôóíêöèÿòà f , íàðè-
÷àìå ìíîæåñòâîòî:

f(X) = {b ∈ B | f(a) = b ∧ a ∈ X}.

• Ïúðâîîáðàç íà ìíîæåñòâîòî Y ⊆ B ïîä äåéñòâèåòî íà ôóíêöèÿòà f ,
íàðè÷àìå ìíîæåñòâîòî:

f−1(Y ) = {a ∈ A | f(a) = b ∧ b ∈ Y }.

Ïðèìåð 12. Íåêà f : R → R å äåôèíèðàíà êàòî f(x) = |x+ 1|. Òîãàâà
èìàìå, ÷å:

à) f([−1, 1)) = {|x+ 1| | −1 ≤ x < 1} = [0, 2);

á) f−1([−1, 1)) = {x ∈ R | −1 ≤ |x+ 1| < 1} = [−1, 0);

â) f−1([−1, 0)) = {x ∈ R | −1 ≤ |x+ 1| < 0} = ∅;

ã) f([−1, 0)) = {|x+ 1| | −1 ≤ x < 0} = [0, 1);

ä) f−1([0, 2)) = {x ∈ R | 0 ≤ |x+ 1| < 2} = (−3, 1).

Äà ïîëîæèì A = [−1, 1). Îò á) è ã) âèæäàìå, ÷å f(f−1(A)) 6= A, à îò à) è
ä) âèæäàìå, ÷å f−1(f(A)) 6= A.

Çàäà÷à 37. Íåêà å äàäåíà ïðîèçâîëíà ôóíêöèÿ f : A→ B. Ïðîâåðåòå:

à) (∀X,Y ⊆ B)[f−1(X ∪ Y ) = f−1(X) ∪ f−1(Y )];

á) (∀X,Y ⊆ B)[f−1(X ∩ Y ) = f−1(X) ∩ f−1(Y )];

â) (∀X,Y ⊆ B)[f−1(X\Y ) = f−1(X)\f−1(Y )];

ã) (∀X ⊆ A)(∀Y ⊆ B)[f(X) ∩ Y = f(X ∩ f−1(Y ))];

ä) (∀X ⊆ A)(∀Y ⊆ B)[f(X) ∩ Y = ∅ ↔ X ∩ f−1(Y ) = ∅];

å) (∀X ⊆ A)(∀Y ⊆ B)[f(X) ⊆ Y ↔ X ⊆ f−1(Y )];

æ) (∀X,Y ⊆ A)[f(X) ∪ f(Y ) = f(X ∪ Y )];

ç) f(
⋃
i∈I Xi) =

⋃
i∈I(Xi);

è) ïðè êàêâè óñëîâèÿ çà f , (∀X ⊆ A)[X = f−1(f(X))];

ê) ïðè êàêâè óñëîâèÿ çà f , (∀Y ⊆ B)[Y = f(f−1(Y ))];

ë) ïðè êàêâè óñëîâèÿ çà f , (∀X,Y ⊆ A)[f(X)\f(Y ) = f(X\Y )].
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Îáðàòíà ôóíêöèÿ

Çà âñÿêà áèåêòèâíà ôóíêöèÿ f : A→ B, îïðåäåëÿìå íåéíàòà îáðàòíà ôóí-
êöèÿ g : B → A êàòî:

(∀a ∈ A)(∀b ∈ Ran(f))[g(b) = a ↔ f(a) = b].

Îáèêíîâåíî îçíà÷àâàìå g êàòî f−1.

Êîìïîçèöèÿ

Íåêà ñà äàäåíè ôóíêöèèòå f : A → B è g : C → A. Êîìïîçèöèÿ íà f è g å
ôóíêöèÿòà f ◦ g : C → B îïðåäåëåíà êàòî

f ◦ g = {〈c, b〉 | (∃a ∈ A)[g(c) = a ∧ f(a) = b]}.

Êîìïîçèöèÿòà íà f è g ìîæå äà ñå çàïèøå è òàêà: Íàé-íàïðåä ïðèëàãàìå g è
ñëåä òîâà f

(∀c ∈ C)[(f ◦ g)(c) = f(g(c))]

Ïðèìåð 13. Íåêà f(x) = 2x+ 1, g(x) = x2. Òîãàâà:

• (f ◦ g)(x) = 2x2 + 1;

• (g ◦ f)(x) = (2x+ 1)2.
Ñðåùà ñå ñòóäåíòè äà ïèøàò,

÷å f−1(x) = 1
x , êîåòî å
áåçóìíî!

Ïðèìåð 14. Àêî äåôèíèðàìå f : A→ A êàòî f(x) = x, òî çà f−1 : A→ A
èìàìå ñúùî f−1(x) = x.

Çàäà÷à 38. Íåêà f : A→ B, g : B → C ñà ôóíêöèè. Âÿðíî ëè å, ÷å:

à) Àêî f íå å èíåêöèÿ, òî g ◦ f íå å èíåêöèÿ?

á) Àêî g íå å èíåêöèÿ, òî g ◦ f íå å èíåêöèÿ?

â) Àêî f íå å ñþðåêöèÿ, òî g ◦ f íå å ñþðåêöèÿ?

ã) Àêî g íå å ñþðåêöèÿ, òî g ◦ f íå å ñþðåêöèÿ?
Äà

ä) f, g ñà èíåêòèâíè, òî g ◦ f å èíåêòèâíà?
Äà

å) f, g ñà ñþðåêòèâíè, òî g ◦ f å ñþðåêòèâíà?
Äà

æ) f, g ñà áèåêòèâíè, òî g ◦ f å áèåêòèâíà?

ç) g ◦ f å ñþðåêòèâíà, òî f, g ñà ñþðåêòèâíè ?

è) g ◦ f å èíåêòèâíà, òî f, g ñà èíåêòèâíè ?

Çàäà÷à 39. Íåêà à äàäåíà ïðîèçâîëíà ôóíêöèÿ f : A→ B. Ïðîâåðåòå:
Îïð. (∀x ∈ X) idX(x) = x

à) ïðè êàêâè óñëîâèÿ çà f , f ◦ f−1 = idB .

á) ïðè êàêâè óñëîâèÿ çà f , f−1 ◦ f = idA.

Çàäà÷à 40. Íåêà f, g ñà ôóíêöèè. Ïðè êàêâè óñëîâèÿ :

1. f−1 å ôóíêöèÿ?
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2. f ◦ g å èíåêòèâíà ôóíêöèÿ?

Çàäà÷à 41. Íåêà å äàäåíà ðåëàöèÿòà R ⊆ A × B. Äîêàæåòå, ÷å R å áèåê-
òèâíà ôóíêöèÿ òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî R ◦R−1 = idA è R−1 ◦R = idB .

Çàäà÷à 42. Íåêà f å èíåêòèâíà ôóíêöèÿ îò A â B è g : P(A) → P(B),
äåôèíèðàíà êàòî

(∀X ⊆ A)[g(X) = f(X)].

Äîêàæåòå, ÷å g å èíåêòèâíà.

Çàäà÷à 43. Íåêà f : A→ B è g : B →P(A), äåôèíèðàíà êàòî

(∀b ∈ B)[g(b) = {x ∈ A | f(x) = b}].

Äîêàæåòå, ÷å àêî f å ñþðåêòèâíà, òî g å èíåêòèâíà. Âÿðíà ëè å îáðàòíàòà
ïîñîêà?

Çàäà÷à 44. Íåêà F = {f |f : A→ B} è R å áèíàðíà ðåëàöèÿ âúðõó B. Äà
ðàçãëåäàìå áèíàðíàòà ðåëàöèÿ S âúðõó F :

S = {〈f, g〉 ∈ F ×F | (∀a ∈ A)[〈f(a), g(a)〉 ∈ R]}.

Äîêàæåòå èëè äàéòå êîíòðà-ïðèìåð çà ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ:

à) àêî R å ðåôëèêñèâíà, òî S å ðåôëèêñèâíà?

á) àêî R å ñèìåòðè÷íà, òî S å ñèìåòðè÷íà?

â) àêî R å òðàíçèòèâíà, òî S å òðàíçèòèâíà?

Çàäà÷à 45. Íåêà A = R \ {1}. Äà ðàãëåäàìå ôóíêöèÿòà f : A→ A îïðåäå-
ëåíà êàòî

f(x) =
x+ 1

x− 1
.

Äîêàæåòå, ÷å:

à) f å èíåêòèâíà è ñþðåêòèâíà;

á) f ◦ f = idA.

Çàäà÷à 46. Íåêà A = R \ {0} è B = R \ {2}. Äà ðàçãëåäàìå f : A → B,
êúäåòî

f(x) =
1

x
+ 2.

Ïðîâåðåòå äàëè f å èíåêòèâíà è ñþðåêòèâíà. Àêî äà, òî íàìåðåòå f−1. f−1(x) = 1
x−2

Çàäà÷à 47. Íåêà A = R è B = {x ∈ R | x ≥ 0}. Äà ðàçãëåäàìå f : A → B,
êúäåòî

f(x) = x2.

Ïðîâåðåòå äàëè f å èíåêòèâíà è ñþðåêòèâíà. Àêî äà, òî íàìåðåòå f−1. f−1 íå å èíåêòèâíà
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Óïúòâàíå. Çà äà áúäå åäíà ôóíêöèÿ g îáðàòíàòà íà f , òðàáâà äà èìàìå
ñâîéñòâàòà g ◦ f = idA è f ◦ g = idB . Íå å äîñòàòú÷íî äà èìàìå ñàìî åäíîòî.
Àêî âçåìåì g(x) =

√
x, òî g(f(−3)) =

√
(−3)2 = 3 6= −3.

Çàäà÷à 48. Íåêà f : R→ R å îïðåäåëåíà êàòî

f(x) =
2x+ 5

3
.

Ïîêàæåòå, ÷å f å èíåêòèâíà è ñþðåêòèâíà. Íàìåðåòå f−1.

Çàäà÷à 49. Íåêà f : R→ R å îïðåäåëåíà êàòî

f =
x+ 7

5
.

à) Äîêàæåòå, ÷å f å áèåêòèâíà è íàìåðåòå f−1.

á) Ïîêàæåòå, ÷å f ◦ f−1 = idR è f−1 ◦ f = idR.

Äà ðàçãëåäàìå ñåãà ñëåäíèòå ôóíêöèè:

f1(x) = x+ 7, f2(x) =
x

5
.

Ïðîâåðåòå, ÷å:

à) f = f2 ◦ f1;

á) f−1 = f−1
1 ◦ f−1

2 .

Ïðåäèøíàòà çàäà÷à íè ïîäñêàçâà, ÷å òðÿáâà äà èìàìå ñëåäíîòî ñâîéñòâî.

Çàäà÷à 50. Íåêà f : A→ B, g : B → C ñà áèåêòèâíè ôóíêöèè. Äîêàæåòå,
÷å

(g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1.

Çàäà÷à 51. Çà äàäåíà ôóíêöèÿ f : A → B, îïðåäåëÿìå áèíàðíà ðåëàöèÿ
Rf ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

à) Rf = {〈X,Y 〉 ∈P(A)×P(A) | f(X) = f(Y )};

á) Rf = {〈X,Y 〉 ∈P(A)×P(A) | f(X) ⊆ f(Y )};

â) Rf = {〈X,Y 〉 ∈P(B)×P(A) | f−1(X) = f−1(Y )};

ã) Rf = {〈X,Y 〉 ∈P(B)×P(A) | f−1(X) ⊆ f−1(Y )}.

Â çàâèñèìîñò îò òîâà êàêâè ñâîéñòâà èìà ðåëàöèÿòà f , îïðåäåëåòå ñâîéñò-
âàòà íà Rf .

Çàäà÷à 52. Íåêà A å íåïðàçíî ìíîæåñòâî è òîòàëíàòà ôóíêöèÿ f : A→ B.
Äåôèíèðàìå áèíàðíàòà ðåëàöèÿ R íàä A êàòî:

R = {(x, y) ∈ A×A | f(x) = f(y)}.

Äîêàæåòå, ÷å:
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à) R å ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò.

á) Îïðåäåëåòå êëàñîâåòå íà åêâèâàëåíòíîñò íà R.
Âúçìîæíî ëè å äà ñà
÷àñòè÷íè ôóíêöèè?Çàäà÷à 53. Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèèòå f : A→ B è g : B → A.

à) Àêî f å ñþðåêòèâíà è g ◦ f = idA, òî äîêàæåòå, ÷å g = f−1.

á) Àêî f å èíåêòèâíà è f ◦ g = idB , òî äîêàæåòå, ÷å g = f−1.

Äîêàçàòåëñòâî.
Äà íàïîìíèì, ÷å idA(a) = a

çà âñÿêî a ∈ A
à) Âúçìîæíî ëè å g äà íå å òîòàëíà ôóíêöèÿ, ò.å. äà ñúùåñòâóâà b ∈ B,

çà êîåòî g(b) íå å äåôèíèðàíà ? Äà äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâà òàêîâà b.
Ïîíåæå f å ñþðåêòèâíà, ñúùåñòâóâà ïîíå åäíî a ∈ A, çà êîåòî f(a) = b.
Òîâà îçíà÷àâà, ÷å (g ◦ f)(a) íå å äåôèíèðàíà. Òîâà å ïðîòèâîðå÷èå ñ
óñëîâèåòî, ÷å g ◦ f = idA.

Ñåãà ùå ïðîâåðèì, ÷å f å èíåêòèâíà. Îò òîâà ùå ñëåäâà, ÷å f−1 å
ôóíêöèÿ. Íåêà äà ðàçãëåäàìå a, a′ ∈ A, çà êîèòî f(a) = b = f(a′).
Ùå äîêàæåì, ÷å a = a′. Ùîì g ◦ f = idA, òî g(f(a)) = g(b) = a è
g(f(a′)) = g(b) = a′. ßñíî å, ÷å a = a′, çàùîòî g å ôóíêöèÿ.

Âå÷å çíàåì, ÷å f å áèåêòèâíà è ñëåäîâàòåëíî f−1 å áèåêòèâíà ôóíêöèÿ.
Ïîíåæå g å òîòàëíà, äîñòàòú÷íî å äà äîêàæåì, ÷å g ⊆ f−1, ò.å.

(∀a ∈ A)(∀b ∈ B)[g(b) = a =⇒ f(a) = b].

Íåêà g(b) = a è f(a′) = b. Çíàåì, ÷å òàêîâà a′ ñúùåñòâóâà, çàùîòî f
å ñþðåêòèâíà. Íî òîãàâà (g ◦ f)(a′) = a è ñëåäîâàòåëíî a = a′, çàùîòî
g ◦ f = idA.

Äà íàïîìíèì, ÷å idB(b) = b
çà âñÿêî b ∈ B

á) Îòíîâî, âúçìîæíî ëè å g äà íå å òîòàëíà ôóíêöèÿ, ò.å. äà ñúùåñòâóâà
b ∈ B, çà êîåòî g(b) íå å äåôèíèðàíà? Íî òîãàâà å ÿñíî, ÷å (f ◦g)(b) ñúùî
íÿìà äà å äåôèíèðàíà, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåòî, ÷å f ◦g = idB .
Ùîì g å òîòàëíà, çà äà äîêàæåì, ÷å g = f−1 å äîñòàòú÷íî äà ïðîâåðèì, Äîáðå å äà îòáåëåæèì, ÷å

ïîíåæå f å èíåêòèâíà íèå
çíàåì, ÷å f−1 å ôóíêöèÿ.

÷å g ⊆ f−1, ò.å.

(∀a ∈ A)(∀b ∈ B)[g(b) = a =⇒ f(a) = b].

Òîâà å ëåñíî äà ñå ïðîâåðè. Íåêà g(b) = a. Ïîíåæå (f ◦ g)(b) = b, òî Âÿðíî ëè å, ÷å f å
ñþðêòèâíà?f(g(b)) = f(a) = b.
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Ãëàâà 5

Ìîùíîñò íà ìíîæåñòâà

5.1 Îñíîâíè ïîíÿòèÿ

• Êàçâàìå, ÷å åäíî ìíîæåñòâî A å èçáðîèìî áåçêðàéíî, àêî ñúùåñòâóâà
áèåêöèÿ îò A âúðõó N.

• Åäíî ìíîæåñòâî å èçáðîèìî, àêî å èëè êðàéíî èëè áåçêðàéíî èçáðîèìî.

• Êàçâàìå, ÷å åäíî ìíîæåñòâî A å íåèçáðîèìî, àêî A å áåçêðàéíî è íå
ñúùåñòâóâà áèåêöèÿ îò A âúðõó N.

• Êàçâàìå, ÷å ìîùíîñòòà íà åäíî ìíîæåñòâî A å íå ïî-ãîëÿìà îò ìîùíîñò-
òà íà ìíîæåñòâîòî B, êîåòî çàïèñâàìå êàòî |A| ≤ |B|, àêî ñúùåñòâóâà
èíåêöèÿ f : A→ B. Âúçìîæíî å äà èçïîëçâàìå è îçíà÷åíèåòî A � B.

• Êîãàòî ìíîæåñòâîòî A å êðàéíî, íàïðèìåð A = {a1, . . . , an}, ùå çàïèñâàìå
|A| = n.

• Äâå ìíîæåñòâà A è B ñà ðàâíîìîùíè, |A| = |B|, àêî ñúùåñòâóâà áèåêöèÿ
îò A âúðõó B. Àëòåðíàòèâåí çàïèñ å A ∼ B.

• Çàïèñâàìå |A| < |B|, àêî |A| ≤ |B| è |A| 6= |B|. Àëòåðíàòèâåí çàïèñ å
A � B, ò.å. A � B è A 6∼ B.

5.2 Ñðàâíÿâàíå íà ìîùíîñòè

Òåîðåìà 1 (Êàíòîð-Øðüîäåð-Áåðíùàéí). Çà âñåêè äâå ìíîæåñòâà A
è B,

A � B & B � A =⇒ A ∼ B.

Äîêàçàòåëñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà, íåêà A ∩ B = ∅. Íåêà Ñïîðåä óèêèïåäèÿ òîâà
äîêàçàòåëñòâî å íà Ãþëà
Êüîíèã(1906), ñèíúò íà

Äåíåø Êüîíèã

ñúùî òàêà äà ôèêñèðàìå èíåêòèâíè ôóíêöèè f : A → B è g : B → A. Ùå
ïîñòðîèì áèåêòèâíà ôóíêöèÿ h : A→ B.
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Ïîíåæå g å èíåêòèâíà, òî g−1 ñúùî å (÷àñòè÷íà) ôóíêöèÿ. Çà a ∈ A,
èìàìå ñëåäíîòî:

g−1({a}) =

{
∅, a 6∈ Range(g)

{b}, g(a) = b

Àêî g−1({a}) = {b}, òî íàðè÷àìå b íàñëåäíèê íà a. Àíàëîãè÷íî, ïîíåæå f å
èíåêòèâíà, òî f−1 ñúùî å (÷àñòè÷íà) ôóíêöèÿ è çà b ∈ B:

f−1({b}) =

{
∅, a 6∈ Range(f)

{a}, f(b) = a

Àêî f−1({b}) = {a}, òî êàçâàìå, ÷å a å íàñëåäíèê íà b. Ïðîäúëæàâàéêè
ñúùàòà ñõåìà, ìîæåì äà ñå îïèòàìå äà íàìåðèì íàñëåäíèêà íà a è ò.í. Çà
åëåìåíòà a èìàìå òðè âúçìîæíè èçõîäà îò òàçè ïðîöåäóðà:

i) a èìà êàòî ïîñëåäåí íàñëåäíèê íÿêîé åëåìåíò îò A;

ii) a èìà êàòî ïîñëåäåí íàñëåäíèê íÿêîé åëåìåíò îò B;

iii) a èìà áåçêðàéíî ìíîãî íàñëåäíèêà.

Íàïðèìåð, ñëåäíàòà âåðèãà

a
g−1

−→ b
f−1

−→ a1
g−1

−→ b1
f−1

−→ a2
g−1

−→ ∅

ïîêàçâà, ÷å a ∈ A1, çàùîòî ïîñëåäíèÿ íàñëåäíèê íà a å åëåìåíòà a2 ∈ A. Äà
îçíà÷èì ìíîæåñòâàòà:

A1 ={a ∈ A | âåðèãàòà ñ íà÷àëî a çàâúðøâà ñ åëåìåíò îò A}
A2 ={a ∈ A | âåðèãàòà ñ íà÷àëî a çàâúðøâà ñ åëåìåíò îò B}
A3 ={a ∈ A | âåðèãàòà ñ íà÷àëî a å áåçêðàéíà}.

Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å A1 ∪A2 ∪A3 = A è ìíîæåñòâàòà A1, A2 è A3 íÿìàò
îáùè åëåìåíòè. Àíàëîãè÷íî äåôèíèðàìå:

B1 ={b ∈ B | âåðèãàòà ñ íà÷àëî b çàâúðøâà ñ åëåìåíò îòA}
B2 ={b ∈ B | âåðèãàòà ñ íà÷àëî b çàâúðøâà ñ åëåìåíò îò B}
B3 ={b ∈ B | âåðèãàòà ñ íà÷àëî b å áåçêðàéíà}.

Îòíîâî B1 ∪B2 ∪B3 = B è ìíîæåñòâàòà B1, B2 è B3 íÿìàò îáùè åëåìåíòè.
Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèèòå fi = f � Ai è gi = g � Bi, i = 1, 2, 3. Ëåñíî ñå

ñúîáðàçÿâà, ÷å

fi :Ai → Bi,

gi :Bi → Ai.

Íàïðèìåð, íåêà a ∈ A1 è b = f(a). Äà ñúîáðàçèì, ÷å íàèñòèíà b ∈ B1.
Èìàìå, ÷å f−1({b}) = {a}, ò.å. a å íàñëåäíèê íà b. Ïîëó÷àâàìå âåðèãàòà:

b
f−1

−→ a
g−1

−→ b1
f−1

−→ a1
g−1

−→ · · · g
−1

−→ a′ ∈ A

38



Òîâà îçíà÷àâà, ÷å íàèñòèíà b ∈ B1.
ßñíî å, ÷å âñè÷êè òåçè ôóíêöèè fi, gi ñà èíåêòèâíè, i = 1, 2, 3. Çà äà

ïîñòðîèì áèåêòèâíà ôóíêöèÿ h : A→ B å äîñòàòú÷íî äà äîêàæåì, ÷å ïîíå
åäíà ôóíêöèÿ âúâ âñÿêà îò äâîéêèòå (fi, gi), i = 1, 2, 3 å áèåêòèâíà. Òîãàâà
ùå ïîëó÷èì h êàòî ½ñëåïèì� òðè òàêèâà áèåêöèè. Êîè îò òÿõ ñà áèåêòèâíè?
Äîñòàòú÷íî å äà ïðîâåðèì êîè îò òÿõ ñà ñþðåêòèâíè. Ùå ðàçãëåäàìå âñè÷êè
øåñò ôóíêöèè.

i) Äà ðàçãëåäàìå b ∈ B1. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å âåðèãàòà çàïî÷âàùà ñ b çà-
âúðøâà â A. Ñëåäîâàòåëíî, ñúùåñòâóâà a ∈ A1, çà êîéòî a = f−1(b).
Çàêëþ÷àâàìå, ÷å f1 å ñþðåêòèâíà è ñëåäîâàòåëíî áèåêòèâíà.

ii) Äà ðàçãëåäàìå b ∈ B2. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å âåðèãàòà çàïî÷âàùà ñ b çà-
âúðøâà â B. Îáà÷å ìîæå b èçîáùî äà íÿìà íàñëåäíèöè, ò.å. âúçìîæíî
å f−1({b}) = ∅. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ìîæå Range(f2) $ B2 è íÿìàìå ãà-
ðàíöèÿ, ÷å f2 å ñþðåêòèâíà.

iii) Äà ðàçãëåäàìå b ∈ B3. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å âåðèãàòà çà b å áåçêðàéíî
äúëãà. Ñëåäîâàòåëíî, ñúùåñòâóâà a ∈ A3, çà êîåòî f

−1(b) = a. Çàêëþ-
÷àâàìå, ÷å f3 å ñþðåêòèâíà è ñëåäîâàòåëíî áèåêòèâíà.

iv) Äà ðàçãëåäàìå a ∈ A1. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å âåðèãàòà çà a çàâúðøâà â
A. Îáà÷å ïàê êàêòî â ii) ìîæå a èçîáùî äà íÿìà íàñëåäíèöè, ò.å.
g−1({a}) = ∅. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ìîæå Range(g1) $ A1 è ìîæå g1 äà
íå å ñþðåêòèâíà.

v) Äà ðàçãëåäàìå a ∈ A2. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å âåðèãàòà çà a çàâúðøâà â B.
Ñëåäîâàòåëíî, ñúùåñòâóâà b ∈ B2, çà êîéòî b = g−1(a). Çàêëþ÷àâàìå,
÷å g2 å ñþðåêòèâíà è ñëåäîâàòåëíî áèåêòèâíà.

vi) Äà ðàçãëåäàìå a ∈ A3. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å âåðèãàòà ñ íà÷àëî a å áåçê-
ðàéíî äúëãà. Ñëåäîâàòåëíî, ñúùåñòâóâà b ∈ B3, çà êîåòî g−1(a) = b.
Çàêëþ÷àâàìå, ÷å g3 å ñþðåêòèâíà è ñëåäîâàòåëíî.

Íàêðàÿ ïîëó÷àâàìå, ÷å ôóíêöèèòå f1, f3 è g2, g3 ñà áèåêòèâíè.
Äà îïðåäåëèì áèåêöèÿ h : A→ B ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

h(a) =


f1(a), àêî a ∈ A1

g−1
2 (a), àêî a ∈ A2

f3(a), àêî a ∈ A3

Òàêà äîêàçàõìå, ÷å ìíîæåñòâàòà A è B ñà ðàâíîìîùíè, ò.å. A ∼ B.

Ñëåäñòâèå 1. Àêî A ⊆ B ⊆ C è A ∼ C, òî B ∼ C.

Ïðèìåð 15. Íå å ëåñíî äà ñå äîêàæå, ÷å (0, 1)R ∼ (0, 1]R êàòî ñå ïîñî÷è
áèåêöèÿ. Îáà÷å ñ Òåîðåìà 1 òîâà íå å òîëêîâà òðóäíî.

1) Î÷åâèäíî å, ÷å èìà èíåêöèÿ (0, 1)R â (0, 1]R;

2) Ìîæåì äà äåôèíèðàìå èíåêöèÿ f : (0, 1]R → (0, 1)R êàòî f(x) = x
2 .

Êàòî èìàìå 1) è 2), îò Òåîðåìà 1 ñëåäâà, ÷å äâåòå ìíîæåñòâà ñà ðàâíîìîùíè.
Ìàêàð è äà íå ñìå ïîñî÷èëè òàêàâà áèåêöèÿ, òî îò òåîðåìàòà çíàåì, ÷å òÿ
ñúùåñòâóâà.
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Çàáåëåæêà. Íàïúëíî âúçìîæíî å çà äâå ìíîæåñòâà A è B äà èìàìå,
÷å B $ A, íî A ∼ B. Íàïðèìåð, íåêà A = N è B = {2n | n ∈ N}.

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ìîæåì äà
îáðàçóâàìå âñå

ïî-íåèçáðîèìè ìíîæåñòâà.
Íàïðèìåð, P(R) èìà

ïî-ãîëÿìà ìîùíîñò îò R

Òåîðåìà 2. Íåêà A å ìíîæåñòâî è P(A) å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ïîäì-
íîæåñòâà íà A. Äîêàæåòå, ÷å A � P(A).

Äîêàçàòåëñòâî. Ôóíêöèÿòà h : A → P(A) îïðåäåëåíà êàòî h(a) = {a}
å èíåêöèÿ. Ñëåäîâàòåëíî, A �P(A).

Äà äîïóñíåì, ÷å A ∼P(A), ò.å. ñúùåñòâóâà áèåêöèÿ f : A →P(A). Äà
ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî

B = {a ∈ A | a /∈ f(a)} ∈P(A).

Ùîì f å áèåêöèÿ, ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî a0 ∈ A : f(a0) = B. Íî òîãàâà
èìàìå ñëåäíîòî:

• àêî a0 ∈ B, òî a0 6∈ f(a0) è òîãàâà a0 6∈ B;

• àêî a0 6∈ B, òî a0 ∈ f(a0) è òîãàâà a0 ∈ B.

È â äâàòà ñëó÷àÿ äîñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî íå ñúùåñòâó-
âà áèåêöèÿ îò A âúðõó P(A). Íàêðàÿ çàêëþ÷àâàìå, ÷å A � P(A).

5.3 Èçáðîèìè ìíîæåñòâà

Òâúðäåíèå 1. Ìíîæåñòâîòî N× N å èçáðîèìî áåçêðàéíî.

Óïúòâàíå. Öåëòà å äà íàìåðèì áèåêöèÿ îò N×N âúðõó N. Ñúùåñòâóâàò
ìíîãî òàêèâà ôóíêöèè.

Íàðè÷à ñå Êàíòîðîâî
êîäèðàíå. Èìà óäîáíî
ãðàôè÷íî ïðåäñòàâÿíåà) Ðàçãëåäàéòå ôóíêöèÿòà

π(x, y) =
1

2
((x+ y)2 + 3x+ y).

á) Ðàçãëåäàéòå ôóíêöèÿòà

π(x, y) = 2x(2y + 1)− 1.

Òâúðäåíèå 2. Çà âñÿêî k, ìíîæåñòâîòî Nk å èçáðîèìî áåçêðàéíî.

Óïúòâàíå. Èíäóêöèÿ ïî k ≥ 2.

• Çà k = 2, îò ïðåäèøíîòî òâúðäåíèå èìàìå áèåêöèÿòà π : N2 → N. Äà
ïîëîæèì π2 = π.

• Íåêà k = m+ 1. Òîãàâà

πm+1(n1, . . . , nm+1) = πm(f(n1, . . . , nm), nm+1),

êúäåòî ñìå èçïîëçâàëè áèåêöèÿòà πm : Nm → N, êîÿòî èìàìå îò È.Ï.
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Òâúðäåíèå 3. Àêî A å èçáðîèìî áåçêðàéíî ìíîæåñòâî, òî Ak ñúùî å èçá-
ðîèìî áåçêðàéíî ìíîæåñòâî, êúäåòî k ≥ 2 å åñòåñòâåíî ÷èñëî.

Òâúðäåíèå 4. Äà ðàçãëåäàìå ðåäèöà îò èçáðîèìî áåçêðàéíè ìíîæåñòâà
A0, A1, . . . ñúñ ñâîéñòâîòî, ÷å i 6= j =⇒ Ai ∩Aj = ∅. Òîãàâà ìíîæåñòâîòî

B =

∞⋃
i=0

Ai

å èçáðîèìî áåçêðàéíî.

Òåîðåìà 3 (Êàíòîð 1874). Ìíîæåñòâîòî íà ðàöèîíàëíèòå ÷èñëà Q å
èçáðîèìî áåçêðàéíî.

Óïúòâàíå. Ðàçãëåäàéòå çà n = 1, 2, 3 . . . ìíîæåñòâàòà

Qn =
{m
n
| m ∈ Z & ÍÎÄ(m,n) = 1

}
.

Âñÿêî îò òåçè ìíîæåñòâà å èçáðîèìî áåçêðàéíî. Òîãàâà

Q =
⋃
n≥1

Qn

å èçáðîèìî áåçêðàéíî ìíîæåñòâî.

Çàäà÷à 54. Äîêàæåòå, ÷å ñëåäíèòå ìíîæåñòâà ñà èçáðîèìî áåçêðàéíè:

à) A ∪B, êúäåòî ïîíå åäíîòî îò A è B å èçáðîèìî áåçêðàéíî;

á)
⋃
i∈NAi, êúäåòî âñÿêî îò ìíîæåñòâàòà Ai äà å èçáðîèìî áåçêðàéíî, çà

i = 0, 1, 2, . . . ;

â) A×B, êúäåòî ïîíå åäíî îò ìíîæåñòâàòà A è B å èçáðîèìî áåçêðàéíî;
Îçí. A? =

⋃
n∈N A

n

ã) A?, êúäåòî A å êðàéíà àçáóêà;

ä) A?, êúäåòî A å èçáðîèìî áåçêðàéíà àçáóêà;

å) B - ìíîæåñòâîòî îò òåçè äóìè íàä àçáóêàòà {0, 1}, êîèòî íå çàïî÷âàò ñ
0, ñ èçêëþ÷åíèå íà äóìàòà 0, ò.å. B = {0, 1, 10, 11, 100, 101, 110, 111, . . . };

æ) Pfin(N) - ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè êðàéíè ïîäìíîæåñòâà îò åñòåñòâåíè
÷èñëà;

ç) Pfin(A∗) - ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè êðàéíè ïîäìíîæåñòâà íà A∗, çà ïðî-
èçâîëíà àçáóêà êðàéíà èëè èçáðîèìî áåçêðàéíà àçáóêà A;

è) ñúâêóïíîñòòà îò âñè÷êè ïîëèíîìè íà åäíà ïðîìåíëèâà ñ öåëè êîåôèöè-
åíòè;
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ê) ñúâêóïíîñòòà îò âñè÷êè ðåàëíè àëãåáðè÷íè ÷èñëà (ò.å. êîðåíè íà ïîëè-
íîìè ñ öåëè êîåôèöèåíòè).

ë) [0, 1]Q = {q ∈ Q | 0 ≤ q ≤ 1};

ì) [a, b]Q = {q ∈ Q | a ≤ q ≤ b}, çà ïðîèçâîëíè ðàöèîíàëíè ÷èñëà a < b;

Äîêàçàòåëñòâî.

ã) Íåêà A = {a1, . . . , ak}. Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å |An| = kn. Çà íÿêîå n,
äà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî îò äóìè

An = {αn1 , αn2 , . . . , αnkn}.

Ìîæåì äà äåôèíèðàìå èíåêòèâíàòà ôóíêöèÿ fn : An → N êàòî - Äîêàæåòå, ÷å f å áèåêöèÿ!

fn(αni ) =
∑
i<n

ki + i.

Ïîíåæå An ∩An+1 = ∅, òî f =
⋃
n fn : A? → N å ôóíêöèÿ.

ä) Íåêà κ : N → A å áèåêöèÿ. Äà èçáðîèì âñè÷êè áóêâè êàòî ai = κ(i) çà
i = 0, 1, 2, . . . . Äåôèíèðàìå áèåêöèÿ f : A? → N ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: - Äîêàæåòå, ÷å f å áèåêöèÿ!

f(a0, . . . , an) = π(n, πn+1(a0, . . . , an)),

êúäåòî èçïîëçâàìå ôóíêöèèòå äåôèíèðàíè â Òâúðäåíèå 2.

æ) Íåêà íà êðàéíîòî ìíîæåñòâî îò åñòåñòâåíè ÷èñëà

D = {n0 < n1 < · · · < nk}

äà ñúïîñòàâèì ÷èñëîòî v = 2n0 + 2n1 + · · ·+ 2nk , êîåòî ùå íàðè÷àìå êîä
íà D. Ñ Dv ùå îçíà÷àâàìå êðàéíîòî ìíîæåñòâî ñ êîä v. Ðàçãëåäàéòå Àêî D = {1, 3, 4}, òî

v = (11010)2 = 26f : N→Pfin(N) äåôèíèðàíà êàòî f(v) = Dv.
- Äîêàæåòå, ÷å f å áèåêöèÿ!

Çàäà÷à 55. Íåêà A å èçáðîèìî áåçêðàéíî ìíîæåñòâî. Äîêàæåòå, ÷å âñÿêî
I ⊆ A å èçáðîèìî áåçêðàéíî èëè êðàéíî.

Óïúòâàíå. Äîñòàòú÷íî å äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ A = N. Äà ðàçãëåäàìå
áåçêðàéíîòî ïîäìíîæåñòâî I ⊆ N. Çà äà äîêàæåì, ÷å òî å èçáðîèìî, ùå
ïîñòðîèì áèåêöèÿ f : N→ I. Íåêà

f(0) = min{i | i ∈ I}
f(n+ 1) = min{i | i ∈ I \ {f(0), . . . , f(n)}}.

Äîêàæåòå, ÷å f å áèåêöèÿ îò N âúðõó I.

42



5.4 Íåèçáðîèìè ìíîæåñòâà

Çàäà÷à 56. Äîêàæåòå, ÷å NN = {f | f : N→ N} å íåèçáðîèìî.

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå ïðèëîæèì ìåòîäà íà äèàãîíàëèçàöèÿòà. Äà äîïóñ-
íåì, ÷å NN å èçáðîèìî. Òîãàâà ìîæåì äà ïîäðåäèì â ðåäèöà âñè÷êè ôóíêöèè

f0, f1, f2, . . . .

Äåôèíèðàìå ôóíêöèÿ κ, êàòî κ(i) = fi(i) + 1. Äà äîïóñíåì, ÷å κ = fn, çà
íÿêîå n. Íî κ(n) = fn(n)+1 6= fn(n), ñëåäîâàòåëíî ñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå.
Çàêëþ÷àâàìå, ÷å NN å íåèçáðîèìî.

Ïðåäñòàâÿìå è äðóãî äîêàçàòåëñòâî íà ãîðíàòà òåîðåìà.

Çàäà÷à 57. Äîêàæåòå, ÷å îòâîðåíèÿò èíòåðâàë îò ðåàëíè ÷èñëà (0, 1)R å
íåèçáðîèìî ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà äîïóñíåì, ÷å èíòåðâàëúò (0, 1)R å èçáðîèì. Òîâà îç-
íà÷àâà, ÷å ìîæåì äà ïîäðåäèì âñè÷êè åëåìåíòè íà (0, 1)R â ðåäèöà. Äà
ïðåäñòàâèì âñÿêî ðåàëíî ÷èñëî â èíòåðâàëà (0, 1)R â íåãîâàòà äåñåòè÷íà
ôîðìà. Íÿêîè ðåàëíè ÷èñëà ìîãàò äà èìàò ïî äâå äåñåòè÷íè ôîðìè. Íàï-
ðèìåð,

0.2 = 0.1999999 . . . .

Íåêà âèíàãè èçáèðàìå òàçè, êîÿòî çàïî÷âà ñ ïî-ìàëêî ÷èñëî, íàïðèìåð èç-
áèðàìå 0.1999 . . . âìåñòî 0.2. Äà ïîäðåäèì âñè÷êè ðåàëíè ÷èñëà â èíòåðâàëà
(0, 1)R â ðåäèöà:

r0 = 0.d00d01d02 . . .

r1 = 0.d10d11d12 . . .

...

rn = 0.dn01dn1dn2 . . .

...

Äà èçáåðåì äâå ðàçëè÷íè ÷èñëà ìåæäó 1 è 9. Íàïðèìåð, 5 è 7. Íåêà

ki =

{
5, àêî dii = 7,

7, àêî dii 6= 7.

Äåôèíèðàìå κ êàòî ðåàëíîòî ÷èñëî, êîåòî èìà äåñåòè÷íî ïðåäñòàâÿíå 0.k0k1k2 . . . .
ßñíî å, ÷å κ ∈ (0, 1)R. Ùå ïîêàæåì, ÷å κ 6= rn çà âñÿêî n. Äà îòáåëåæèì,
÷å ïîíåæå â κ íå ó÷àñòâàò ðåäèöè îò 0-ëè èëè 9-êè, òî ñúñ ñèãóðíîñò ðå-
àëíîòî ÷èñëî κ èìà åäèíñòâåíî äåñåòè÷íî ïðåäñòàâÿíå. Äà äîïóñíåì, ÷å
κ = rn, çà íÿêîå n. Íî knn 6= dnn, ñëåäîâàòåëíî ñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå.
Çàêëþ÷àâàìå, ÷å (0, 1)R å íåèçáðîèìî.

Çàáåëåæêà. Îò ïîñëåäíàòà çàäà÷à äèðåêòíî ñëåäâà, ÷å ìíîæåñòâîòî R å
íåèçáðîèìî áåçêðàéíî.
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Â ñëåäâàùàòà çàäà÷à ùå âèäèì, ÷å å óäîáíî äà ìîæåì äà ïðåäñòàâÿìå
âñÿêî ðåàëíî ÷èñëî â äâîè÷íà áðîéíà ñèñòåìà. Íàïðèìåð,

5.375 = (1.22 + 0.21 + 1.20).(0.2−1 + 1.2−2 + 1.2−3 + 0.2−4 + 0.2−5 + . . . )

= (101.011)2

1 = 0.(1.2−1 + 1.2−2 + 1.2−3 + 1.2−4 + 1.2−5 + . . . )

= (0.11111 . . . )2.

Åñòåñòâåíî, ìíîãî ðåàëíè ÷èñëà ùå èìàò áåçêðàåí çàïèñ â äâîè÷íà áðîéíà
ñèñòåìà. Äà ðàçãëåäàìå π = 3.14159 . . . è äà âèäèì êàê ìîæåì äà íàìèðàìå
âñå ïî-äîáðè íåãîâè àïðîêñèìàöèè â äâîè÷íà áðîéíà ñèñòåìà. Äà óìíîæèì
π ïî 23. Ïîëó÷àâàìå ÷èñëî ìåæäó 25 è 26. 25 = (11001)2 è ñëåäîâàòåëíî
äâîè÷íèÿò çàïèñ íà π çàïî÷âà ñ (11.001)2, ò.å. ïðåìåñòâàìå äâîè÷íàòà òî÷êà
3 ìåñòà íàëÿâî. Äà ïðîâåðèì äàëè òîâà íàèñòèíà å òàêà. Ñåãà àêî óìíîæèì
π ïî 26, ïîëó÷àâàìå ÷èñëî ìåæäó 201 è 202. 201 = (11001001)2. Íàèñòèíà,
äâîè÷íèÿò çàïèñ íà π çàïî÷âà ñ (11.001001)2, ò.å. ïðåìåñòâàíå äâîè÷íàòà
òî÷êà 6 ìåñòà íàëÿâî.

Çàäà÷à 58. Äîêàæåòå, ÷å ñëåäíèòå ìíîæåñòâà ñà ðàâíîìîùíè è ñëåäîâà-
òåëíî ñà íåèçáðîèìè.

à) Ìíîæåñòâîòî íà ðåàëíèòå ÷èñëà R;

á) (0, 1)R = {x ∈ R | 0 < x < 1};

â) [0, 1]R = {x ∈ R | 0 ≤ x ≤ 1};

ã) (a, b)R = {x ∈ R | a < x < b}, êúäåòî a < b ñà ïðîèçâîëíè ðåàëíè ÷èñëà.

Óïúòâàíå.

à) ↔ á) Åäèí íà÷èí å äà èçïîëçâàìå Òåîðåìà 1. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å å äîñòà-
òú÷íî äà äåôèíèðàìå èíåêöèÿ f : R→ (0, 1)R.

Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíèòå ôóíêöèè:

• f1 : (1,∞)R → (0, 1
4 )R å èíåêöèÿ äåôèíèðàíà êàòî

f1(x) =
1

4x
.

• f2 : [0, 1]R → [ 1
4 ,

1
2 ]R å èíåêöèÿ äåôèíèðàíà êàòî

f2(x) =
1

4
+
x

4
.

• f3 : (−1, 0)R → ( 1
2 ,

3
4 )R å èíåêöèÿ äåôèíèðàíà êàòî

f3(x) =
1

2
− x

4
.

• f4 : (−∞,−1]R → ( 3
4 , 1]R å èíåêöèÿ äåôèíèðàíà êàòî

f4(x) =
3

4
− 1

4x
.
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Çà äðóãà èíåêöèÿ, íåêà äà ðàçãëåæäàìå ðåàëíèòå ÷èñëà â äâîè÷åí çàïèñ.
Àêî åäíî ðåàëíî ÷èñëî èìà äâå ïðåäñòàâÿíèÿ â äâîè÷åí çàïèñ, òî âçèìàìå Íàïðèìåð,

(7, 25)10 = (111, 01)2ïî-ãîëÿìîòî îò äâåòå â ëåêñèêîãðàôñêàòà íàðåäáà. Ñåãà íà ðåàëíîòî ÷èñëî
r ñúïîñòàâÿìå åäíà êðàéíà äóìà r1 · · · rn è (ïîòåíöèàëíî áåçêðàéíà) äóìà
p1 · · · pk · · · , òàêèâà ÷å

(r)10 = (r1 · · · rn, p1p2 · · · pn · · · )2,

è òðÿáâà äà ïîìíèì äàëè ÷èñëîòî å ïîëîæèòåëíî èëè îòðèöàòåëíî. Ñåãà äà
ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà (ïîòåíöèàëíî áåçêðàéíà) äóìà íàä àçáóêàòà {0, 1, 2}:

r̂ = 0 · · · 0︸ ︷︷ ︸
i

2 · · · 2︸ ︷︷ ︸
n+1

r1r2 · · · rnp1p2 · · · ,

êúäåòî i = 0 àêî r å ïîëîæèòåëíî, i = 1 àêî r å îòðèöàòåëíî, è i = 2 àêî
r = 0. Ôóíêöèÿòà f(r) = (0.r̂)10 å èíåêòèâíà ôóíêöèÿ îò R â (0, 1)R. - Ïðîâåðåòå äàëè òîâà å

èíåêöèÿ!
Òðåòî ðåøåíèå ùå áúäå äèðåêòíî, áåç ïîçîâàâàíå íà Òåîðåìà 1. Çíàåì,
÷å tan : (−π/2, π/2) → R å áèåêöèÿ. Îñâåí òîâà, f : (0, 1) → (−π/2, π/2),
äåôèíèðàíà êàòî

f(x) = π/2− πx

ñúùî å áèåêöèÿ. Òîãàâà ôóíêöèÿòà tan ◦f : (0, 1)→ R å áèåêöèÿ.

a) ↔ â) Èçïîëçâàéòå Òåîðåìà 1 ñ åäíî îò ïúðâèòå äâå ðåøåíèÿ íà à)↔ á).
- Ïðîâåðåòå, ÷å f å áèåêöèÿ!

á) ↔ ã) Ðàçãëåäàéòå ôóíêöèÿòà f : (0, 1)R → (a, b)R, êúäåòî

f(x) = a+ (b− a)x.

Çàäà÷à 59. Äîêàæåòå, ÷å ñëåäíèòå ìíîæåñòâà ñà ðàâíîìîùíè è ñëåäîâà-
òåëíî ñà íåèçáðîèìè.

à) P(N) = {A | A ⊆ N};

á) (0, 1)R = {r ∈ R | 0 < r < 1};

â) NN = {f | f : N→ N òîòàëíà}.

ã) 2N = {f | f : N→ {0, 1} òîòàëíà}

Óïúòâàíå.
Çà à) → á) è á) → à) ñòðîèì

äâå èíåêöèè. Ñëåä òîâà
èçïîëçâàìå Òåîðåìà 1 çà äà

ïîëó÷èì áèåêöèÿ ìåæäó
ìíîæåñòâàòà îò à) è á)

à) → á) Äåôèíèðàìå h : P(N) → (0, 1) êàòî íà âñÿêî ïîäìíîæåñòâî îò
åñòåñòâåíè ÷èñëà ñúïîñòàâÿìå ðåàëíî ÷èñëî â äåñåòè÷åí çàïèñ.

h(S) = 0.d0d1d2 . . . , êúäåòî di = 1, àêî i ∈ S, èíà÷å di = 0.

Íàïðèìåð,

• h(∅) = 0.0000 . . .

• h({0}) = 0.100000 . . .
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• h({1, 2}) = 0.011000000 . . .

• h(N) = 0.11111111111 . . .

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å h å èíåêöèÿ, ñëåäîâàòåëíî |P(N)| ≤ |(0, 1)|.

á) → à) Ùå ïîñòðîèì èíåêöèÿ g : (0, 1)R → P(N), êàòî çà âñåêè åëåìåíò
b ∈ (0, 1)R èçáèðàìå åäíî íåãîâî äâîè÷íî ïðåäñòàâÿíå (ìîæå äà èìà ïîâå÷å
îò åäíî) b = (0.b0b1b2 . . . )2 è äåôèíèðàìå

g(b) = {i ∈ N | bi = 1}.

Çà îïðåäåëåíîñò, àêî åäíî ðåàëíî ÷èñëî èìà ïîâå÷å îò åäíî ïðåäñòàâÿ-
íèÿ, èçáèðàìå òîâà, êîåòî å íàé-ãîëÿìî îòíîñíî ëåêñèêîãðàôñêàòà íàðåä-
áà. Íàïðèìåð,

1/2 = (0, 100000 . . . )2 = (0, 011111 . . . )2.

Åòî íÿêîëêî ïðèìåðà:

• g(0) = g((0.00000 . . . )2) = ∅.
• g(1/4) = g((0.01000 . . . )2) = {1}.
• g(1/2) = g((0.10000 . . . )2) = {0}.
• g(3/4) = g((0.1100000 . . . )2) = {0, 1}.
• g(3/8) = g((0.01100000 . . . )2) = {1, 2}.
• g(1) = g((0.1111111 . . . )2) = N.

Åäíî ÷èñëî ìîæå äà èìà äâå ïðåäñòàâÿíèÿ, íî íèå ñìå ñèãóðíè, ÷å ðàçëè÷-
íè ÷èñëà èìàò ðàçëè÷íè ïðåäñòàâÿíèÿ.

à) → ã) Äà ðàçãëåäàìå åäíî ìíîæåñòâî A ⊆ N. Ñúïîñòàâÿìå íà A ôóíê-
öèÿòà fA : N→ {0, 1} ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: fA ñå íàðè÷à

õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöèÿ çà
A

fA(n) =

{
1, n ∈ A
0, n 6∈ A.

Ïðîâåðåòå êàêâè ñâîéñòâà èìà ôóíêöèÿòà h : P(A)→ 2N äåôèíèðàíà êàòî
h(A) = fA.

ã) → à) Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà f : N → {0, 1}. Íà íåÿ ñúïîñòàâÿìå
ìíîæåñòâîòî Af = {n ∈ N | f(n) = 1}. Ïðîâåðåòå êàêâè ñâîéñòâà èìà
ôóíêöèÿòà h : 2N →P(A) äåôèíèðàíà êàòî h(f) = Af .

á) → â) Äà ðàçãëåäàìå åäíà ôóíêöèÿ f : N → N. Íà íåÿ ñúïîñòàâÿìå
ðåàëíîòî ÷èñëî rf ∈ (0, 1)R, êúäåòî

rf = 0, 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
f(0)+1

1 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
f(1)+1

1 . . . 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
f(2)+1

1 . . .

Ïðîâåðåòå êàêâè ñâîéñòâà èìà ôóíêöèÿòà h : NN → (0, 1)R äåôèíèðàíà
êàòî h(f) = rf .
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â) → á) Äà ðàçãëåäàìå åäíî ðåàëíî ÷èñëî r ∈ (0, 1)R, êúäåòî

r = 0, r0r1r2r3 . . .

Íà òîâà ÷èñëî ñúïîñòàâÿìå ôóíêöèÿòà fr : N → N êàòî fr(n) = rn. Ïðî-
âåðåòå êàêâè ñâîéñòâà èìà ôóíêöèÿòà h : (0, 1)R → NN äåôèíèðàíà êàòî
h(r) = fr.

Îçí. BA = {f | f : A→ B}

Çàäà÷à 60. Íåêà A ∼ B è C ∼ D. Äîêàæåòå, ÷å BA ∼ DC .
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Ãëàâà 6

Äîêàçâàíå íà òâúðäåíèÿ

Ùå ðàçãëåäàìå äâà îñíîâíè ìåòîäà çà äîêàçàòåëñòâà íà òâúðäåíèÿ.

6.1 Äîïóñêàíå íà ïðîòèâíîòî

Äà ïðèåìåì, ÷å èñêàìå äà äîêàæåì, ÷å ñâîéñòâîòî P (x) å âÿðíî çà âñÿêî
åñòåñòâåíî ÷èñëî. Åäèí íà÷èí äà íàïðàâèì òîâà å ñëåäíèÿ:

• Äîïóñêàìå, ÷å ñúùåñòâóâà åëåìåíò n, çà êîéòî ¬P (n).

• Èçïîëçâàéêè, ÷å ¬P (n) ïðàâèì èçâîä, îò êîéòî ñëåäâà ôàêò, çà êîéòî
çíàåì, ÷å âèíàãè å ëúæà. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å äîêàçâàìå ñëåäíîòî òâúðäåíèå

∃x¬P (x)→ 0.

• Òîãàâà ìîæåì äà çàêëþ÷èì, ÷å ∀xP (x), çàùîòî èìàìå ñëåäíèÿ èçâîä:

∃x¬P (x)→ 0

1→ ¬∃x¬P (x)

¬∃x¬P (x)

∀xP (x)

Ùå èëþñòðèðàìå òîçè ìåòîä íà äîêàçàòåëñòâî êàòî ðåøèì íÿêîëêî ïðîñ-
òè çàäà÷è.

Çàäà÷à 61. Çà âñÿêî a ∈ Z, àêî a2 å ÷åòíî, òî a å ÷åòíî.

Äîêàçàòåëñòâî. Òâúðäåíèåòî ìîæå äà ñå çàïèøå êàòî

(∀a ∈ Z)[a2 å ÷åòíî → a å ÷åòíî].

Äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî, ò.å. ¬(∀x)(A(x)→ B(x)) å
åêâèâàëåíòíî íà

≡ (∃x)(A(x) ∧ ¬B(x))(∃a ∈ Z)[a2 å ÷åòíî ∧ a íå å ÷åòíî].

Äà âçåìåì åäíî òàêîâà íå÷åòíî a, çà êîåòî a2 å ÷åòíî. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å
a = 2k + 1, çà íÿêîå k ∈ Z, è

a2 = (2k + 1)2 = 4k2 + 4k + 1,
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êîåòî î÷åâèäíî å íå÷åòíî ÷èñëî. Íî íèå äîïóñíàõìå, ÷å a2 å ÷åòíî. Òàêà
äîñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå, ñëåäîâàòåëíî íàøåòî äîïóñêàíå å ãðåøíî è

(∀a ∈ Z)[a2 å ÷åòíî → a å ÷åòíî].

Òåîðåìà 4 (Îñíîâíà òåîðåìà íà àðèòìåòèêàòà). Âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî
n ≥ 2 ìîæå äà ñå çàïèøå ïî åäèíñòâåí íà÷èí êàòî ïðîèçâåäåíèå íà
ïðîñòè ÷èñëà.

Äîêàçàòåëñòâî. Âå÷å çíàåì îò Çàäà÷à 66, ÷å âñÿêî ÷èñëî ìîæå äà ñå
ïðåäñòàâè êàòî ïðîèçâåäåíèå íà ïðîñòè ÷èñëà. Äà äîïóñíåì, ÷å èìà òàêèâà,
êîèòî èìàò íÿêîëêî ðàçëè÷íè òàêèâà ïðåäñòàâÿíèÿ. Îò âñè÷êè òåçè ÷èñëà,
íåêà èçáåðåì íàé-ìàëêîòî ñ òîâà ñâîéñòâî. Äà ãî îçíà÷èì ñ n. Èìàìå, ÷å

n = p1p2 . . . pk = q1q2 . . . qm.

Ìîæåì äà ïðèåìåì, ÷å ïðîñòèòå ÷èñëà p1, . . . , pk è q1, . . . , qm ñà ïîäðåäåíè
âúâ âúçõîäÿù ðåä. Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà, íåêà p1 < q1. Çíàåì ñúñ
ñèãóðíîñò, ÷å p1 6= q1, çàùîòî àêî p1 = q1, òî n

′ = n/p1 å ÷èñëî ïî-ìàëêî
îò n, êîåòî èìà äâå ðàçëè÷íè ïðåäñòàâÿíèÿ êàòî ïðîèçâåäåíèå íà ïðîñòè
÷èñëà, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå ñ èçáîðà íè íà n - íàé-ìàëêîòî òàêîâà ÷èñëî.

È òàêà, íåêà p1 < q1. Ñëåäîâàòåëíî, p1 < qi, çà i = 1, . . . ,m. Òîãàâà
ñúùåñòâóâàò ÷èñëà ai, ri, çà êîèòî:

qi = aip1 + ri.

ßñíî å, ÷å 0 < ri < p1 < qi, i = 1, . . . ,m è

n′ = r1r2 . . . rm < q1q2 . . . qm = n.

×èñëîòî n′ ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ïðîèçâåäåíèå íà ïðîñòè ÷èñëà, êàòî
ðàçëîæèì r1, . . . , rm. Çíàåì, ÷å â òîâà ïðîèçâåäåíèå íå ó÷àñòâà p1, çàùîòî
ri < p1. Îñâåí òîâà,

n = q1q2 . . . qm

= (a1p1 + r1)(a2p1 + r2) . . . (amp1 + rm)

= A+ r1r2 . . . rm︸ ︷︷ ︸
n′

.

Ïîíåæå p1|A è p1|n, òî p1|n′. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ìîæåì äà ïîëó÷èì äðóãî
ïðåäñòàâÿíå íà n′ êàòî ïðîèçâåäåíèå íà ïðîñòè ÷èñëà, â êîåòî ó÷àñòâà p1.
Òîâà å ïðîòèâîðå÷èå ñ ìèíèìàëíîñòòà íà n.

Òåîðåìà 5 (Áåçó). Íåêà a, b ∈ Z, êàòî ïîíå åäíî îò äâåòå íå å 0. Òîãàâà
ñúùåñòâóâàò x, y ∈ Z, òàêèâà ÷å

xa+ yb = ÍÎÄ(a, b).

Äîêàçàòåëñòâî. Çà äàäåíèòå ÷èñëà a, b ∈ Z, äà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî

S = {x | x > 0 & x = ma+ nb, çà íÿêîè m,n ∈ Z}.
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Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å S 6= ∅.
Äà âçåìåì íàé-ìàëêèÿ åëåìåíò s ∈ S. Òîãàâà s = ua+vb. Äà ðàçãëåäàìå

ïðîèçâîëåí åëåìåíò x ∈ S, x = ma + nb è äà äîïóñíåì, ÷å s íå äåëè x.
Òîãàâà x = qs+ r è 0 < r < s. Èìàìå ðàâåíñòâàòà:

r = qs− x
= qua+ qvb−ma− nb
= a(qu−m) + b(qv − n)

Ïîíåæå r > 0, òî r ∈ S. Íî îò s > r äîñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå ñ ìèíè-
ìàëíîñòòà íà s. Ñëåäîâàòåëíî, s äåëè x.

Äà îçíà÷èì d = ÍÎÄ(a, b). Âå÷å çíàåì, ÷å çà âñÿêî x ∈ S, s|x. Ïîíåæå
|a|, |b| ∈ S, òî èìàìå, ÷å s äåëè |a|, |b|, è ñëåäîâàòåëíî 1 ≤ s ≤ d. Íî ïî
îïðåäåëåíèå, d|a è d|b. Òîãàâà, d|ua è d|vb è d|(ua+ vb) = s. Ïîëó÷àâàìå, ÷å
d ≤ s. Ñëåäîâàòåëíî, ÍÎÄ(a, b) = s.

Çàäà÷à 62. Äîêàæåòå, ÷å

ÍÎÊ(a, b) =
a.b

ÍÎÄ(a, b)
.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà D = ÍÎÄ(a, b). Òîâà îçíà÷àâà, ÷å

a = Da1, b = Db1, ÍÎÄ(a1, b1) = 1.

Ùå äîêàæåì, ÷å çà âñÿêî g, çà êîåòî a|g è b|g, òî ñúùåñòâóâà q1, òàêîâà ÷å

g =
ab

D
q1.

Äà ðàçãëåäàìå g, òàêîâà ÷å a|g è b|g.

D|a è a|g ⇒ g = Da1q,

D|b è b|g ⇒ g

b
=
Da1q

Db1
=
a1q

b1
.

Ïîíåæå (a1, b1) = 1, òî q = b1q1. Òîãàâà
g
b = a1q1 è

g =
ab

D
q1.

Òîãàâà çà q1 = 1,

g =
ab

D
.

Çàäà÷à 63. Çà âñåêî a, b ∈ Z è çà âñÿêî ïðîñòî ÷èñëî p, àêî p|ab, òî p|a èëè
p|b (ìîæå è äâåòå).

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà p|ab. Òîãàâà ab = kp. Çíàåì, ÷å ab = pn1
1 . . . pnmm =

kp. Òîãàâà p = pi, çà íÿêîå i = 1, . . . ,m. Ñëåäâà, ÷å p ó÷àñòâà â ðàçëàãàíåòî
íà ïðîñòè ìíîæèòåëè èëè íà a èëè íà b.
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Çàäà÷à 64. Äîêàæåòå, ÷å ñëåäíèòå ÷èñëà íå ñà ðàöèîíàëíè:

à)
√

2,
√

3,
√

6;

á)
√
p, êúäåòî p å ïðîñòî ÷èñëî;

â)
√
n, êúäåòî n íå å òî÷åí êâàäðàò;

ã)
√
pq è

√
p
q , êúäåòî p è q ñà ðàçëè÷íè ïðîñòè ÷èñëà;

ä) log23.

Äîêàçàòåëñòâî.

à) Òðÿáâà äà äîêàæåì, ÷å

(∀a, b ∈ Z)[b 6= 0 =⇒
√

2 6= a

b
].

Äà äîïóñíåì, ÷å
√

2 å ðàöèîíàëíî ÷èñëî, ò.å.

(∃a, b ∈ Z)[b 6= 0 ∧
√

2 =
a

b
].

Òîãàâà ñúùåñòâóâàò a, b ∈ Z, òàêèâà ÷å:
√

2 =
a

b
.

Áåç îãðàíè÷åíèå, ìîæåì äà ïðèåìåì, ÷å a è b ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà, êîèòî
íÿìàò îáùè äåëèòåëè, ò.å. íå ìîæåì äà ñúêðàòèì äðîáòà a

b . Ïîëó÷àâàìå,
÷å

2b2 = a2.

Òîãàâà a2 å ÷åòíî ÷èñëî è îò Çàäà÷à 62, a å ÷åòíî ÷èñëî. Íåêà a = 2k.
Ïîëó÷àâàìå, ÷å

2b2 = 4k2,

îò êîåòî ñëåäâà, ÷å

b2 = 2k2.

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å b ñúùî å ÷åòíî ÷èñëî, b = 2n, çà íÿêîå n ∈ Z. Ñëåäîâà-
òåëíî, a è b ñà ÷åòíè ÷èñëà è èìàò îáù äåëèòåë 2, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå
ñ íàøåòî äîïóñêàíå, ÷å a è b íÿìàò îáùè äåëèòåëè. Òàêà äîñòèãàìå äî
ïðîòèâîðå÷èå. Íàêðàÿ çàêëþ÷àâàìå, ÷å

√
2 íå å ðàöèîíàëíî ÷èñëî.

á) Äà äîïóñíåì, ÷å
√
p = m

n è m è n ñà âçàèìíî ïðîñòè. Òîãàâà n2p = m2.
Îò òîâà ñëåäâà, ÷å p|m2 è ñëåäîâàòåëíî p|m. Íåêà m = kp. Òîãàâà n2p =
k2p2 è n2 = k2p. Ñåãà èìàìå, ÷å p|n, íî òàêà ñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå ñ
ôàêòà, ÷å m è n ñà âçàèìíî ïðîñòè.
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6.2 Èíäóêöèÿ âúðõó åñòåñòâåíèòå ÷èñëà
Äà íàïîìíèì, ÷å åñòåñòâåíèòå

÷èñëà ñà N = {0, 1, 2, . . . }Äîêàçàòåëñòâîòî ñ èíäóêöèÿ ïî N ïðåäñòàâëÿâà ñëåäíàòà ñõåìà:

P (0) (∀x ∈ N)[P (x)→ P (x+ 1)]

(∀x ∈ N)P (x)

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å àêî èñêàìå äà äîêàæåì, ÷å ñâîéñòâîòî P (x) å âÿðíî çà
âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî x, òî òðÿáâà äà äîêàæåì ïúðâî, ÷å å èçïúëíåíî P (0)
è ñëåä òîâà, çà ïðîèçâîëíî åñòåñòâåíî ÷èñëî x, àêî P (x) âÿðíî, òî ñúùî
òàêà å âÿðíî P (x+ 1).

Çàäà÷à 65. Âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n ≥ 2 ìîæå äà ñå çàïèøå êàòî ïðîèç-
âåäåíèå íà ïðîñòè ÷èñëà.

Äîêàçàòåëñòâî. Äîêàçàòåëñòâîòî ïðîòè÷à ñ èíäóêöèÿ ïî n ≥ 2.

à) Çà n = 2 å ÿñíî.

á) Àêî n+ 1 å ïðîñòî ÷èñëî, òî âñè÷êî å ÿñíî. Àêî n+ 1 å ñúñòàâíî, òî

n+ 1 = n1 · n2.

Òîãàâà n1 = pn1
1 · · · p

nk
k è n2 = qm1

1 · · · qmrr , êúäåòî p1, . . . , pk è q1, . . . , qr
ñà ïðîñòè ÷èñëà. Òîãàâà å ÿñíî, ÷å n+ 1 ñúùî å ïðîèçâåäåíèå íà ïðîñòè
÷èñëà.

Çàäà÷à 66. Äîêàæåòå, ÷å çà âñÿêî n,

n∑
i=0

2i = 2n+1 − 1.

Äîêàçàòåëñòâî. Äîêàçàòåëñòâîòî ïðîòè÷à ñ èíäóêöèÿ ïî n.

• Çà n = 0,
∑0
i=0 2i = 1 = 21 − 1.

• Íåêà òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà n. Ùå äîêàæåì, ÷å òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà
n+ 1.

n+1∑
i=0

2i =

n∑
i=0

2i + 2n+1

= 2n+1 − 1 + 2n+1 (îò È.Ï.)

= 2.2n+1 − 1

= 2(n+1)+1 − 1.

Çàäà÷à 67. Äîêàæåòå, ÷å:

à) 3n å íå÷åòíî;

á) n < 2n;

52



â) 2n < n! çà n ≥ 4;
a|b ↔ (∃c ∈ N)(b = c · a)

ã) 3|(n3 − n);

ä) 6|(n3 + 11n);

å) 9|(22n + 15n− 1);

æ) 57|(7n+2 + 82n+1);

ç) çà âñÿêî êðàéíî ìíîæåñòâî A, àêî |A| = n, òî |P(A)| = 2n; P(A) = {B | B ⊆ A}

è) C \
⋃n
i=0Ai =

⋂n
i=0(C \Ai);

ê) C \
⋂n
i=0Ai =

⋃n
i=0(C \Ai);

ë) àêî (∀i ≤ n)[Ai ⊆ Bi], òî
⋂n
i=0Ai ⊆

⋂n
i=0Bi;

ì) àêî (∀i ≤ n)[Ai ⊆ Bi], òî
⋃n
i=0Ai ⊆

⋃n
i=0Bi;

í) (
⋂n
i=0Ai) ∪B =

⋂n
i=0(Ai ∪B);

î) (
⋃n
i=0Ai) ∩B =

⋃n
i=0(Ai ∩B);

ï)
⋂n
i=0(Ai \B) = (

⋂n
i=0Ai) \B;

ð) ¬(p1 ∨ p2 ∨ · · · ∨ pn) ↔ (¬p1 ∧ ¬p2 ∧ · · · ∧ ¬pn);

ñ) ¬(p1 ∧ p2 ∧ · · · ∧ pn) ↔ (¬p1 ∨ ¬p2 ∨ · · · ∨ ¬pn);

ò)
∑n
i=0 ar

i = arn+1−a
r−1 çà r 6= 1;

ó)
∑n
i=1 i = n(n+1)

2 ;

ô)
∑n
i=1 i

2 = n(n+1)(2n+1)
6 ;

õ)
∑n
i=1 i

3 = n2(n+1)2

4 ;

ö)
∑n
i=1 i

4 = n(n+1)(2n+1)(3n2+3n−1)
30 ;

÷)
∑n
i=0(2i+ 1)2 = (n+1)(2n+1)(2n+3)

3 ;

ø)
∑n
i=1

1
i(i+1) = n

n+1 ;

ù)
∑n
i=0(− 1

2 )i = 2n+1+(−1)n

3·2n ;

Çàäà÷à 68. Äîêàæåòå, ÷å çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî k,

(2k + 1)4 ≡ 1 (mod 4).

Çàäà÷à 69. Äîêàæåòå, ÷å çà ïðîèçâîëíè ÷èñëà x, y è åñòåñòâåíî ÷èñëî n å
èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî:

(x+ y)n =

n∑
i=0

(
n

i

)
xiyn−i.
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Çàäà÷à 70 (Òåîðåìà íà Ôåðìà). Íåêà p å ïðîñòî ÷èñëî. Òîãàâà äîêàæåòå,
÷å çà ÷èñëîòî a:

i) ap ≡ a (mod p);

ii) ap−1 ≡ 1 (mod p), àêî a íå ñå äåëè íà p.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíîòî ðàâåíñòâî:

(x+ 1)p = xp +

(
p

1

)
xp−1 +

(
p

2

)
xp−2 + · · ·+ 1 =

p∑
i=0

(
p

i

)
xi

Çà i = 1, . . . , p− 1, âñÿêî îò ÷èñëàòà
(
p
i

)
ñå äåëè íà p, òîãàâà

(x+ 1)p ≡ xp + 1 (mod p). (6.1)

Íåêà ñåãà äà ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà ðåäèöà, êîÿòî ñå ïîëó÷àâà îò Ðàâåíñòâî
(6.1), êàòî x ïðèåìà ñòîéíîñòèòå îò a− 1 äî 0:

ap ≡ (a− 1)p + 1 (mod p) (ïîëàãàìå x = a− 1)

(a− 1)p ≡ (a− 2)p + 1 (mod p) (ïîëàãàìå x = a− 2)

. . . . . . . . .

2p ≡ 1 (mod p) (ïîëàãàìå x = 0).

Êàòî ñúáåðåì òåçè ñðàâíåíèÿ, ïîëó÷àâàìå:

ap ≡ a (mod p).

Àêî a íå ñå äåëè íà p, òî

ap−1 ≡ 1 (mod p).

×èñëà íà Ôèáîíà÷è

Çàäà÷à 71. Äà îïðåäåëèì ñëåäíàòà ðåäèöà:

F0 = 0, F1 = 1, . . . , Fn+2 = Fn + Fn+1.

Ïðîâåðåòå:

à)
∑n
i=0 F

2
i = FnFn+1;

á)
∑n
i=1 F2i−1 = F2n;

â)
∑2n
i=1 Fi−1Fi = F 2

2n;

ã) åäèíñòâåíî ÷ëåíîâåòå îò âèäà F3n ñà ÷åòíè;

ä) çà n > 0, Fn+1Fn−1 − F 2
n = (−1)n;

å) Fm+n = Fm−1 · Fn + Fm · Fn−1;

æ) àêî m|n, òî Fm|Fn.
Èçïîëçâàéòå, ÷å φ2 = φ+ 1

ç) àêî n ≥ 3, òî Fn > φn−2, êúäåòî φ = 1+
√

5
2 .
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Ïúëíà èíäóêöèÿ âúðõó N
Äîêàçàòåëñòâî ñ ïúëíà èíäóêöèÿ ïî N çà ñâîéñòâîòî P ïðåäñòàâëÿâà ñëåä-
íàòà ñõåìà:

(∀x ∈ N)[(∀y ∈ N)[y < x → P (y)]→ P (x)]

(∀x ∈ N)P (x)

Íåêà äà ïðîâåðèì ïðèíöèïà çà ïúëíà èíäóêöèÿ. Äà äîïóñíåì, ÷å ïðèíöèïúò
íå å âåðåí, ò.å. çà íÿêîå ñâîéñòâî P å èçïúëíåíî, ÷å

(∀x ∈ N)[(∀y ∈ N)[y < x → P (y)]→ P (x)] ∧ (∃x ∈ N)¬P (x).

Äà âçåìåì íàé-ìàëêèÿ åëåìåíò n0, çà êîéòî ¬P (n0). Îò íàøåòî äîïóñêàíå
çíàåì, ÷å òàêîâà n0 ñúùåñòâóâà. Òîãàâà

(∀y ∈ N)[y < n0 → P (y)]

è ñëåäîâàòåëíî:

(∀y ∈ N)[y < n0 → P (y)]

(∀x ∈ N)[(∀y ∈ N)[y < x → P (y)]→ P (x)]

(∀y ∈ N)[y < n0 → P (y)]→ P (n0)

P (n0)

Òàêà äîñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå, çàùîòî ïîëó÷àâàìå, ÷å P (n0) ∧ ¬P (n0).

Òâúðäåíèå 5. Äâàòà ïðèíöèïà ñà åêâèâàëåíòíè.

Äîêàçàòåëñòâî. 1) → 2). Íåêà èìàìå 1) è íåêà (∀n ∈ N)[(∀m ∈ N)[m <
n→ P (m)]→ P (n)]. Ùå äîêàæåì, ÷å (∀n ∈ N)[P (n)]. Äà ðàãëåäàìå ñâîéñò-
âîòî

Q(n) = P (0) ∧ . . . ∧ P (n).

Òîãàâà èìàìå, ÷å Q(0) è (∀n ∈ N)[Q(n)→ P (n+ 1)]. Íî îò Q(n)→ P (n+ 1)
ñëåäâà, ÷å Q(n) → Q(n) ∧ P (n + 1), ò.å. (∀n ∈ N)[Q(n) → Q(n + 1)]. Òàêà
ïîëóâàìå ïî ìàòåìàòè÷åñêàòà èíäóêöèÿ, ÷å (∀n ∈ N)[Q(n)]. Íî òîãàâà å
î÷åâèäíî, ÷å èìàìå (∀n ∈ N)[P (n)], çàùîòî Q(n)→ P (n).

2)→ 1). Íåêà èìàìå 2) è P (0) ∧ (∀n ∈ N)[P (n)→ P (n+1)]. Ùå äîêàæåì,
÷å (∀n ∈ N)[P (n)]. Ïîíåæå èìàìå 2), äîñòàòú÷íî å äà äîêàæåì

(∀n ∈ N)[(∀m ∈ N)[m < n→ P (m)]→ P (n)].

• Àêî n = 0, òî å ÿñíî, ÷å (∀m ∈ N)[m < 0→ P (m)]→ P (0).

• Àêî n > 0, òî îò P (n)→ P (n+ 1) ïîëó÷âàìå, ÷å

P (0) ∧ P (1) ∧ . . . P (n)→ P (n+ 1),

ò.å. (∀m ∈ N)[m < n→ P (m)]→ P (n).

Îáåäèíÿâàéêè äâàòà ñëó÷àÿ ïîëó÷àâàìå, ÷å

(∀n ∈ N)[(∀m ∈ N)[m < n→ P (m)]→ P (n)].

È òîãàâà îò ïúëíàòà ìàòåìàòè÷ñêà èíäóêöèÿ ñëåäâà, ÷å (∀n ∈ N)[P (n)]
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Çàäà÷à 72. Äîêàæåòå, ÷å çà âñÿêî x, y ∈ N

f(x, y) = xy,

êúäåòî

f(x, y) =


1, x 6= 0 ∧ y = 0

f(x, y − 1) ∗ x, x 6= 0 ∧ y å íå÷åòíî
f(x, y/2) ∗ f(x, y/2), x 6= 0 ∧ y å ÷åòíî

Èíäóêöèÿ âúðõó N× N
Îïðåäåëåíèå 1. Îïðåäåëÿìå ëåêñèêîãðàôñêàòà íàðåäáà ≺ âúðõó N × N
êàòî

〈x, y〉 ≺ 〈x′, y′〉 ↔ x < x′ ∨ (x = x′ ∧ y < y′).

Íàðè÷àìå äâîéêàòà 〈x0, y0〉 ìèíèìàëíà çà ìíîæåñòâîòî A ⊆ N× N, àêî

〈x0, y0〉 ∈ A ∧ (∀〈x, y〉 ∈ A)[〈x, y〉 6≺ 〈x0, y0〉].

Òâúðäåíèå 6. Âñÿêî íåïðàçíî ïîäìíîæåñòâî A ⊆ N × N ïðèòåæàâà ïîíå
åäèí ìèíèìàëåí åëåìåíò.

Òâúðäåíèå 7. Íå ñúùåñòâóâàò áåçêðàéíè ñòðîãî íàìàëÿâàùè ðåäèöè îò-
íîñíî � â N× N, ò.å. íå ñúùåñòâóâà

〈x0, y0〉 � 〈x1, y1〉 � 〈x2, y2〉 � · · · � 〈xn, yn〉 � . . .

Îïðåäåëåíèå 2. Äîêàçàòåëñòâîòî ñ èíäóêöèÿ âúðõó N × N ïðåäñòàâëÿâà
ñëåäíàòà ñõåìà:

(∀〈x, y〉)[(∀〈x′, y′〉)[〈x′, y′〉 ≺ 〈x, y〉 → P (x′, y′)] → P (x, y)]

∀〈x, y〉P (x, y)

Äà ïðîâåðèì ñõåìàòà. Äà äîïóñíåì, ÷å òÿ íå å âÿðíà, ò.å. çà íÿêîå ñâîéñ-
òâî P å èçïúëíåíî, ÷å

(∀〈x, y〉)[(∀〈x′, y′〉)[〈x′, y′〉 ≺ 〈x, y〉 → P (x′, y′)] → P (x, y)],

íî

∃〈x, y〉¬P (x, y),

ò.å. ñúùåñòâóâà 〈x, y〉 ∈ N× N, çà êîåòî ¬P (x, y). Äà ðàçãëåäàìå

A = {〈x, y〉 ∈ N× N | ¬P (x, y)}.

Ùîì A å íåïðàçíî, òî A èìà ìèíèìàëåí åëåìåíò 〈x0, y0〉. Òîãàâà

(∀〈x′, y′〉)[〈x′, y′〉 ≺ 〈x0, y0〉 → P (x′, y′)].

Íî íèå èìàìå, ÷å

(∀〈x′, y′〉)[〈x′, y′〉 ≺ 〈x0, y0〉 → P (x′, y′)] → P (x0, y0).

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å P (x0, y0), êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå.
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Çàáåëåæêà. Çà äà äîêàæåì åäíî ñâîéñòâî P ñ èíäóêöèÿ ïî ëåêñèêîãðàôñ-
êàòà íàðåäáà âúðõó N×N, ïúðâî äîêàçâàìå P çà ìèíèìàëíàòà äâîéêà 〈0, 0〉.
Ñëåä òîâà äîêàçâàìå, ÷å àêî P å âÿðíî çà âñè÷êè äâîéêè 〈x′, y′〉 ≺ 〈x, y〉, òî
P å âÿðíî è çà 〈x, y〉.

Çàäà÷à 73. Äîêàæåòå, ÷å f(x, y) = |x− y|, êúäåòî

f(x, y) =


y, x = 0

x, y = 0

f(x− 1, y − 1), èíà÷å

Äîêàçàòåëñòâî. Èíäóêöèÿ ïî (N2,≺), êúäåòî ≺ å ëåêñèêîãðàôñêàòà íà-
ðåäáà. Èìàìå åäèí ìèíèìàëåí åëåìåíò (0, 0).

f(0, 0) = 0 = |0− 0|.

Äà äîïóñíåì, ÷å çà âñÿêî (u, v) ≺ (x, y),

f(u, v) = |u− v|.

Òîãàâà àêî x > 0, y = 0, òî

f(x, 0) = x = |x− 0|.

Àêî x > 0, y > 0, òî

f(x, y) = f(x− 1, y − 1) = |x− 1− y + 1| = |x− y|.

Çàäà÷à 74. Äîêàæåòå, ÷å f(x, y) = ÍÎÄ(x, y), êúäåòî çà x, y ∈ N,

f(x, y) =


f(x− y, y), x > y

f(y, x), x < y

x, x = y.
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Ôóíäèðàíè ìíîæåñòâà
Àíãë. well-founded sets

Ïîíÿêîãà ñå íàëàãà äà ïðàâèì èíäóêöèÿ ïî ïî-ñëîæíè ìíîæåñòâà îò òîâà
íà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà.

Îïðåäåëåíèå 3. Íåêà å äàäåíà äâîéêàòà (A,R), êúäåòî A å ìíîæåñòâî, à
R ⊆ A2. Êàçâàìå, ÷å A å ôóíäèðàíî ìíîæåñòâî îòíîñíî R, àêî

R çàäàâà ñòðîãà ÷àñòè÷íà
íàðåäáà âúðõó A• R å àíòè-ðåôëåêñèâíà, òðàíçèòèâíà, àñèìåòðè÷íà.

• àêî âñÿêî íåïðàçíî ïîäìíîæåñòâî X ⊆ A ïðèòåæàâà ïîíå åäèí ìèíèìà-
ëåí åëåìåíò, ò.å.

(∀X ⊆ A)[X 6= ∅ → (∃m ∈ X)¬(∃y ∈ X)[〈y,m〉 ∈ R]].

Îáúðíåòå âíèìàíèå, ÷å ìèíèìàëíèÿò åëåìåíò ìîæå äà íå å óíèêàëåí.

Ïðèìåð 16. Íåêà äà îïðåäåëèì ≺ âúðõó N êàòî

〈x, y〉 ≺ 〈x′, y′〉 ↔ x < y ∧ x′ < y′.

Òîãàâà íàïðèìåð X = {〈1, 2〉, 〈2, 1〉, 〈2, 2〉, 〈2, 3〉} èìà äâà ìèíèìàëíè åëåìåí-
òà - 〈1, 2〉 è 〈2, 1〉.

Òâúðäåíèå 8. Íåêà ≺ å ñòðîãà ÷àñòè÷íà íàðåäáà âúðõó A. Ñëåäíèòå òâúð-
äåíèÿ ñà åêâèâàëåíòíè:

à) àêî âñÿêî íåïðàçíî ïîäìíîæåñòâî X ⊆ A ïðèòåæàâà ïîíå åäèí ìèíè-
ìàëåí åëåìåíò, ò.å.

(∀X ⊆ A)[X 6= ∅ → (∃x ∈ X)¬(∃y ∈ X)[y ≺ x]];

á) íå ñúùåñòâóâàò áåçêðàéíè ðåäèöè îò âèäà

x0 � x1 � x2 � · · · � xn � · · ·

Äîêàçàòåëñòâî.

à) → á) Äà äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâà áåçêðàéíî-íàìàëÿâàùà ðåäèöà

x0 � x1 � x2 � · · · � xn � · · ·

Íåêà X = {xi | i ∈ N}. Òîãàâà ëåñíî ñå âèæäà, ÷å â X íÿìà ìèíèìàëåí
åëåìåíò, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå.

á) → à) Äà äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâà íåïðàçíî ìíîæåñòâî X ⊆ A, êîåòî íå ïðè-
òåæàâà ìèíèìàëåí åëåìåíò, ò.å.

(∀x ∈ X)(∃y ∈ X)[y ≺ x].

Ùå ïîñòðîèì áåçêðàéíî-íàìàëÿâàùà ðåäèöà îòíîñíî ≺. Äà âçåìåì ïðî-
èçâîëåí x0 ∈ X. Çíàåì, ÷å ñúùåñòâóâà y ∈ X,x0 ≺ y. Íåêà äà èçáåðåì
åäíî òàêîâà y ∈ X è äà îçíà÷èì x1 = y. Ïî òîçè íà÷èí ìîæåì äà ïîñò-
ðîèì

x0 ≺ x1 ≺ x2 ≺ · · ·
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Òâúðäåíèå 9. Íåêà (A1,≺1) è (A2,≺2) ñà ôóíäèðàíè. Òîãàâà

(A1 ×A2,≺)

å ôóíäèðàíî ìíîæåñòâî, êúäåòî

〈a1, a2〉 ≺ 〈a′1, a′2〉 ↔ a1 ≺1 a
′
1 ∨ (a1 = a′1 ∧ a2 ≺2 a

′
2)

Äîêàçàòåëñòâî. Äà äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâà áåçêðàéíî íàìàëÿâàùà ðå-
äèöà îòíîñíî ≺:

(x0, y0) � (x1, y1) � · · · � (xn, yn) � · · ·

Äà ðàçãëåäàìå ðåäèöàòà ñàìî îò ïúðâèòå êîìïîíåíòè :

x0 � x1 � · · · � xn � · · ·

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ñúùåñòâóâà ÷èñëî n1, òàêîâà ÷å

(∀k ≥ n1)[xn1
= xk].

Â ïðîòèâåí ñëó÷àé ùå ïîëó÷èì áåçêðàéíî íàìàëÿâàùà ðåäèöà, êîåòî ùå
áúäå ïðîòèâîðå÷èå ñ ôóíäèðàíîñòòà íà A1. Àíàëîãè÷íî, ñúùåñòâóâà n2,
òàêîâà ÷å

(∀k ≥ n2)[yn2
= yk].

Â ïðîòèâåí ñëó÷àé ùå ïîëó÷èì áåçêðàéíî íàìàëÿâàùà ðåäèöà, êîåòî ùå
áúäå ïðîòèâîðå÷èå ñ ôóíäèðàíîñòòà íà A2. Íåêà

n = max(n1, n2).

Òîãàâà

(∀k ≥ n)[(xn, yn) = (xk, yk)].

Òàêà äîñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå ñ

(∀k ≥ n)[(xn, yn) � (xk, yk)].

Ñëåäîâàòåëíî ≺ çàäàâà ôóíäèðàíà íàðåäáà âúðõó A1 ×A2.

Èíäóêöèÿ ïî ôóíäèðàíè íàðåäáè

Äîêàçàòåëñòâîòî ñ èíäóêöèÿ ïî ôóíäèðàíîòî ìíîæåñòâî (A,≺) ïðåäñòàâ-
ëÿâà ñëåäíàòà ñõåìà:

(∀x ∈ A)[(∀y ∈ A)[y ≺ x → P (y)] → P (x)]

(∀x ∈ A)P (x)
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Àêî äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâà x ∈ A, çà êîåòî ¬P (x), òî äà ðàçãëåäàìå

X = {x ∈ A | ¬P (x)}.

Ùîì òîâà ìíîæåñòâî å íåïðàçíî, òî X èìà ïîíå åäèí ìèíèìàëåí åëåìåíò
x0. Òîãàâà

(∀y ∈ A)[y ≺ x0 → P (y)].

Íî òîâà îçíà÷àâà, ÷å P (x0), êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 75. Äîêàæåòå, ÷å f(x, y) = |x− y|, êúäåòî

f(x, y) =


y, x = 0

x, y = 0

f(x− 1, y − 1), èíà÷å

Äîêàçàòåëñòâî. Èíäóêöèÿ ïî (N2,≺), êúäåòî ≺ å ëåêñèêîãðàôñêàòà íà-
ðåäáà. Èìàìå åäèí ìèíèìàëåí åëåìåíò (0, 0).

f(0, 0) = 0 = |0− 0|.

Äà äîïóñíåì, ÷å çà âñÿêî (u, v) ≺ (x, y),

f(u, v) = |u− v|.

Òîãàâà àêî x > 0, y = 0, òî

f(x, 0) = x = |x− 0|.

Àêî x > 0, y > 0, òî

f(x, y) = f(x− 1, y − 1) = |x− 1− y + 1| = |x− y|.

Çàäà÷à 76. Äîêàæåòå, ÷å f(x, y) = ÍÎÄ(x, y), êúäåòî çà x, y ∈ N,

f(x, y) =


f(x− y, y), x > y

f(y, x), x < y

x, x = y.

Çàäà÷à 77. Äîêàæåòå, ÷å f(x, y) =
(
x
y

)
, êúäåòî çà x ≥ y, x, y ∈ N,

f(x, y) =

{
1, x = 0 ∨ y = 0 ∨ x = y

f(x− 1, y) + f(x− 1, y − 1), èíà÷å

ÍÎÊ(x, y) = z òî÷íî òîãàâà, êîãàòî z å íàé-ìàëêîòî ÷èñëî, çà êîåòî å
èçïúëíåíî ñâîéñòâîòî x|z & y|z.
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Ãëàâà 7

Êîìáèíàòîðèêà

7.1 Îñíîâíè ïîíÿòèÿ

(0+R+) Êîíôèãóðàöèè ñ ïîäðåäáà è ñ ïîâòîðåíèå. Ñúùî òàêà ñå
íàðè÷àò ïåðìóòàöèè ñ ïîâòîðåíèå. Òîâà å áðîÿò Pr(n, k) íà âñè÷êè äóìè ñ
äúëæèíà k íàä n-åëåìåíòíà àçáóêà.

Pr(n, k) = nk

Ñ òàçè ôîðìóëà ìîæåì äà íàìèðàìå âñè÷êè k-áóêâåíè äóìè íàä àçáóêà ñ
n áóêâè. Íàïðèìåð, âñè÷êè 4-áóêâåíè äóìè íàä àçáóêàòà {a, b, c} ñà 34 íà
áðîé. Èíà÷å êàçàíî, òîâà ñà âñè÷êè íà÷èíè äà èçáåðåì ïî åäíà áóêâà îò
âñÿêà óðíà: a

b
c

 a
b
c

 a
b
c

 a
b
c


è ãè ïîäðåæäàìå â ðåäèöà.

Òóê k ≤ n.

(0+R�) Êîíôèãóðàöèè ñ ïîäðåäáà, íî áåç ïîâòîðåíèå. Ñúùà òàêà
ñå íàðè÷àò ïåðìóòàöèè. Òîâà å áðîÿò P (n, k) íà äóìèòå ñ äúëæèíà k íàä
àçáóêà ñ n áóêâè, êàòî íÿìàìå ïîâòîðåíèÿ íà áóêâèòå.

P (n, k) = n(n− 1) · · · (n− k + 1) =
n!

(n− k)!
.

Íàïðèìåð, âñè÷êè 3-áóêâåíè äóìè áåç ïîâòîðåíèÿ íàä àçáóêàòà Σ = {a, b, c, d}
ñà 4!3!2! íà áðîé. Êàê ìîæåì äà ãåíåðèðàìå âñè÷êè òàêèâà 3-áóêâåíè äóìè?
Çàïî÷âàìå ñ 3 ïúëíè óðíè:

a
b
c
d




a
b
c
d




a
b
c
d


Îò ïúðâàòà óðíà èçáèðàìå ïðîèçâîëåí åëåìåíò èçìåæäó 4-òå áóêâè. Íàï-
ðèìåð b. Òîâà ùå áúäè ïúðâèÿò ñèìâîë íà íàøàòà äóìà. Ïîíåæå òîé íå
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ìîæå äà ñå ïîâòàðÿ, íèå ïðåìàõâàìå b îò äðóãèòå óðíè. Îñòàâàìå ñ âòîðà
è òðåòà óðíà: a

c
d

 a
c
d

 .

Îò âòîðàòà óðíà èçáèðàìå ïðîèçâîëåí åëåìåíò èçìåæäó 3-òå îñòàíàëè áóê-
âè. Íåêà äà èçáåðåì îò âòîðàòà óðíà a. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å íàøàòà äóìà ùå
çàïî÷âà ñ ba. Îòíîâî, ïîíåæå íå èñêàìå a äà ñå ïîâòàðÿ, ïðåìàõâàìå a îò
òðåòàòà óðíà. Îñòàâàìå ñàìî ñ òðåòàòà óðíà:(

c
d

)
.

Çà òðåòàòà áóêâà îò íàøàòà äóìà èçáèðàìå èçìåæäó c è d. Íåêà äà èçáåðåì
d. Òàêà ãåíåðèðàõìå äóìàòà bad.

(0�R�) Êîíôèãóðàöèè áåç ïîäðåäáà è áåç ïîâòîðåíèå. Òîâà å áðîÿò Òóê ñúùî k ≤ n.
Ñúùî òàêà ñå íàðè÷àò

êîìáèíàöèè
C(n, k) íà k-åëåìåíòíèòå ïîäìíîæåñòâà (ò.å. åëåìåíòèòå íå ñà ïîäðåäåíè)
íà åäíî n-åëåìåíòíî ìíîæåñòâî. Èìàìå ñëåäíàòà âðúçêà ñ ïåðìóòàöèè áåç
ïîâòîðåíèå:

P (n, k) = C(n, k) · P (k, k),

ò.å. çà äà ïîëó÷èì âñè÷êè äóìè ñ äúëæèíà k áåç ïîâòîðåíèÿ íà áóêâèòå,
ìîæåì ïúðâî äà èçáåðåì åäíî ìíîæåñòâî îò k áóêâè è ñëåä òîâà äà ãè
ïîäðåäèì òåçè k íà áðîé áóêâè â åäíà ðåäèöà. Ñëåäîâàòåëíî,

(n
k

)
- ÷åòå ñå n íàä k

C(n, k) =
P (n, k)

P (k, k)
=

n!

(n− k)!k!
=

(
n

k

)
.

Íàïðèìåð, âñè÷êè 3 åëåìåíòíè ïîäìíîæåñòâà íà {1, 2, 3, 4} ñà

{1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 3, 4}, {2, 3, 4}.

Êàòî äðóã ïðèìåð, áðîÿò íà âñè÷êè êîìáèíàöèè îò ïðàâèëíî ïîïúëíåíè
ôèøîâå â òîòî 6 îò 49 ñà

(
49
6

)
. Âñåêè ïðàâèëíî ïîïúëíåí ôèø åäíîçíà÷íî

ñå îïðåäåëÿ êàòî ìíîæåñòâî îò 6 åëåìåíòà èçìåæäó ÷èñëàòà {1, 2, . . . , 49},
çàùîòî íå å âàæåí ðåäà íà ïîïúëâàíå íà ÷èñëàòà.

(0� R+) Êîìáèíàöèè áåç ïîäðåäáà è ñ ïîâòîðåíèå. Ìóëòèìíîæåñ-
òâî å ñúâêóïíîñò îò îáåêòè, â êîèòî ïîçâîëÿâàìå ïîâòîðåíèå íà åëåìåí-
òè. Íàïðèìåð, {3, 1, 1, 2} å ìóëòèìíîæåñòâî è {3, 1, 1, 2} = {2, 1, 3, 1}, íî
{3, 1, 2} 6= {3, 1, 1, 2}. Áðîÿò íà n-åëåìåíòíèòå ìóëòè-ïîäìíîæåñòâà íà åä-
íî k-åëåìåíòíî ìíîæåñòâî å:

C(n+ k − 1, k − 1) =

(
n+ k − 1

k − 1

)
.

Íåêà äà âèäèì êàê ìîæåì äà äîñòèãíåì äî òàçè ôîðìóëà êàòî íàìåðèì
âñè÷êè 4-åëåìåíòíè ìóëòè-ïîäìíîæåñòâà íà {a, b, c}. Ùå âèäèì, ÷å íà âñÿ-
êî òàêîâà ìóëòè-ìíîæåñòâî ìîæåì äà ñúïîñòàâèì ðåäèöà îò 6 êóòèè, êàòî
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â äâå îò òåçè êóòèè ñà îòáåëÿçàíè ñ ?, à â äðóãèòå êóòèè ñà áóêâèòå îò àç-
áóêàòà, èçáðàíè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí - â êóòèèòå äî ïúðâàòà ? ïîñòàâÿìå a; â
êóòèèòå ìåæäó äâåòå ? ïîñòàâÿìå b; è â êóòèèòå ñëåä âòîðàòà ? ïîñòàâÿìå
c. Íàïðèìåð, íà ñëåäíàòà ðåäèöà îò êóòèè:

a a ? ? c c ñúîòâåòñòâà ìóëòè-ìíîæåñòâîòî {a, a, c, c}, à íà ðå-
äèöàòà îò êóòèè:

a ? b ? c c ñúîòâåòñòâà ìóëòè-ìíîæåñòâîòî {a, b, c, c}
Âñÿêà òàêàâà ïîäðåäáà ñå îïðåäåëÿ åäíîçíà÷íî îò ïîçèöèèòå íà äâåòå ?.
Ñëåäîâàòåëíî, âñè÷êè ìóëòè-ìíîæåñòâà ñà

(
4+3−1

3−1

)
=
(

6
2

)
.

Çàäà÷à 78. Îòãîâîðåòå íà ñëåäíèòå âúïðîñè:
Îòã. 28

à) Êîëêî áèòîâè íèçîâå ñ äúëæèíà åäèí áàéò èìà ?

á) Êîëêî ñà âñè÷êè ïîäìíîæåñòâà íà ìíîæåñòâîòî A ñ 8 åëåìåíòà ?
Îòã. 25

â) Êîëêî áèòîâè íèçîâå ñ äúëæèíà åäèí áàéò çàïî÷âàò ñ 1 çàâúðøâàò ñ 00
?

Îòã. 62!− 52!

ã) Âñåêè ïîòðåáèòåë íà åäíà êîìïþòúðíà ñèñòåìà èìà ïàðîëà, êîÿòî å
äúëãà ìåæäó 6 è 8 ñèìâîëà. Âñåêè ñèìâîë å ìàëêà èëè ãîëÿìà áóêâà,
èëè öèôðà. Âñÿêà ïàðîëà òðÿáâà äà ñúäúðæà ïîíå åäíà öèôðà. Êîëêî
òàêèâà ïàðîëè èìà?

Îòã. 4!

ä) Ïî êîëêî íà÷èíà ìîæåì äà ïîäðåäèì åëåìåíòèòå {a, b, c, d} ?
Îòã. 5!

å) Êîëêî äóìè ìîæå äà ñå îáðàçóâàò îò áóêâèòå â ABCDEFG, êîèòî ñú-
äúðæàò ABC.

Îòã.
(11

1

)(10
4

)(6
4

)(2
2

)
æ) Êîëêî ðàçëè÷íè äóìè ìîãàò äà ñå îáðàçóâàò êàòî ðàçìåñòèì áóêâèòå íà

äóìàòà MISSISSIPPI?

ç) Êîëêî ðàçëè÷íè äóìè ìîãàò äà ñå îáðàçóâàò êàòî ðàçìåñòèì áóêâèòå íà
äóìàòà TENNESSEE?

è) Êîëêî ðàçëè÷íè äóìè ìîãàò äà ñå îáðàçóâàò êàòî ðàçìåñòèì áóêâèòå íà
äóìàòà SUCCESS?

ê) Êîëêî ðàçëè÷íè äóìè ìîãàò äà ñå îáðàçóâàò êàòî ðàçìåñòèì áóêâèòå íà
äóìàòà ÀÁÐÀÊÀÄÀÁÐÀ?

ë) Êîëêî ðàçëè÷íè äóìè ìîãàò äà ñå îáðàçóâàò êàòî ðàçìåñòèì áóêâèòå íà
äóìàòà ÏÅÐÏÅÐÈÊÎÍ?

Îòã. 10 · 9 · 8

ì) Â ñúñòåçàíèå ó÷àñòâàò 10 îòáîðà. Ïî êîëêî íà÷èíà ìîãàò äà ñå ðàçïðå-
äåëÿò çëàòíèòå, ñðåáúðíèòå è áðîíçîâèòå ìåäàëè?

Íå èñêàìå ÷èñëàòà äà
çàïî÷âàò ñ íóëà. Îòã. 5!− 4!

í) Êîëêî ðàçëè÷íè ïåòöèôðåíè ÷èñëà ìîãàò äà ñå îáðàçóâàò ÷ðåç ðàçìåñ-
òâàíå íà öèôðèòå îò 0,1,2,3,4?

Îòã.
(8
1

)(7
3

)(4
4

)
î) Ïî êîëêî ðàçëè÷íè íà÷èíà ìîãàò äà ñå íàñòàíÿò îñåì ñòóäåíòè â òðè

ñòàè ñúîòâåòíî ñ åäíî, òðè è ÷åòèðè ëåãëà?

ï) Ïî êîëêî ðàçëè÷íè íà÷èíà ÷åòèðèìà ìëàäåæè ìîãàò äà ïîêàíÿò íà òàíö
÷åòèðè îò n äåâîéêè?
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ð) Øåñò ðàçëè÷íè ïðåäìåòà ñå áîÿäèñâàò ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: äâà çåëåí, äâà
÷åðâåí, äâà ñèí öâÿò. Ïî êîëêî ðàçëè÷íè íà÷èíà ìîãàò äà ñå áîÿäèñàò
ïðåäìåòèòå?

ñ) Ïî êîëêî ðàçëè÷íè íà÷èíà ìîãàò äà ñå ðàçïðåäåëÿò 10 ñïåöèàëèñòè â 4
öåõà òàêà, ÷å â òÿõ äà ïîïàäíàò ñúîòâåòíî ïî 1,2,3 è 4 äóøè?

Îòã. (n+ 1)!− n!− n!

ò) Èâàí÷î è n íåãîâè ïðèÿòåëè îòèâàò íà êèíî. Ïî êîëêî ðàçëè÷íè íà÷èíà
ìîãàò âñè÷êè äà ñåäíàò çàåäíî íà åäèí ðåä, òàêà ÷å Èâàí÷î å âèíàãè
ìåæäó äâàìà íåãîâè ïðèÿòåëè.

Îòã.
(m
k

)(N−M
n−k

)
ó) Â ïàðòèäà îò N èçäåëèÿ, M ñà áðàêóâàíè. Ïî êîëêî ðàçëè÷íè íà÷èíà

ìîãàò äà ñå âçåìàò îò ïàðòèäàòà n èçäåëèÿ, òàêà ÷å òî÷íî k îò òÿõ äà
áúäàò áðàêóâàíè (M ≤ N, k ≤ n ≤ N)?

Îòã.
(4
2

)(48
4

)
ô) Îò êîëîäà ñ 52 êàðòè ñå èçâàæäàò 6 ïðîèçâîëíè êàðòè áåç âðúùàíå. Ïî

êîëêî ðàçëè÷íè íà÷èíà ìîãàò äà ñå èçâàäÿò êàðòèòå, òàêà ÷å äâå îò òÿõ
äà ñà äàìè?

Îòã.
(4
2

)(4
2

)(44
2

)
õ) Îò êîëîäà ñ 52 êàðòè ñå èçâàæäàò 6 ïðîèçâîëíè êàðòè áåç âðúùàíå. Ïî

êîëêî ðàçëè÷íè íà÷èíà ìîãàò äà ñå èçâàäÿò êàðòèòå, òàêà ÷å äâå îò òÿõ
äà ñà òðîéêè è äâå îñìèöè?

Îòã.
(48
24

)(4
2

)
ö) Ïî êîëêî ðàçëè÷íè íà÷èíà ìîæå äà ñå ðàçäåëè êîëîäà îò 52 êàðòè íà

äâå ïà÷êè îò ïî 26 êàðòè òàêà, ÷å âúâ âñÿêà îò òÿõ äà èìà ïî äâå äàìè?
Îòã.

(8
2

)(6
2

)(4
2

)(2
2

)
÷) Ïî êîëêî íà÷èíà ìîæå äà ñå ðàçïðåäåëÿò 8 ïîäàðúêà ìåæäó 4 ëèöà,

òàêà ÷å âñåêè äà ïîëó÷è ïî äâà ïîäàðúêà?

ø) Ïðîâåæäà ñå ñúáðàíèå ñ 40 ïðèñúñòâàùè. Ïî êîëêî íà÷èíà ìîæå äà ñå
èçáåðå ïðåäñåäàòåë, ñåêðåòàð è 5 ÷ëåííà êîìèñèÿ?

Çàäà÷à 79. Îò êîëîäà ñ 52 êàðòè ñå èçáèðàò 11. Ïî êîëêî ðàçëè÷íè íà÷èíà
ìîãàò äà ñå èçáåðàò èçâàäêè, â êîèòî ñå ñðåùàò:

Îòã.
(48
10

)(4
1

)
à) òî÷íî 1 àñ;

Îòã.
(52
11

)
−
(48
11

)
−
(48
10

)(4
1

)
á) ïîíå 2 âàëåòà;

Îòã.
(39

7

)(13
4

)
â) òî÷íî 4 ïèêè;

Îòã.
(52
11

)
+
(39
10

)(13
1

)
+
(39

9

)(13
2

)
ã) íàé-ìíîãî 2 êàðè;

Îòã.
(3
2

)(12
2

)(36
7

)
+
(3
1

)(12
1

)(36
8

)
ä) òî÷íî 2 àñà è 2 òî÷íî òðåôè;

å) òî÷íî 2 àñà è íå ïîâå÷å îò 2 òðåôè;
Îòã.

(6
2

)
Çàäà÷à 80. à) Êîëêî å ìàêñèìàëíèÿò áðîé ïðàâè, êîèòî ìîãàò äà ñå ïðå-

êàðàò ïðåç 6 òî÷êè?
Îòã.

(10
2

)
− 2

á) Êîëêî å ìàêñèìàëíèÿò áðîé ïðàâè, êîèòî ìîãàò äà ñå ïðåêàðàò ïðåç 10
òî÷êè, òðè îò êîèòî ëåæàò íà åäíà ïðàâà?

Îòã.
(7
2

)
â) Â êîëêî òî÷êè ñå ïðåñè÷àò 7 ïðàâè îò åäíà ðàâíèíà, íèêîè òðè îò êîèòî

íå ìèíàâàò ïðåç åäíà òî÷êà è íèêîè äâå íå ñà óñïîðåäíè?
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Îòã.
(n
2

)
ã) Êîëêî å ìàêñèìàëíèÿò áðîé òî÷êè, â êîèòî ñå ïðåñè÷àò n ïðàâè îò åäíà

ðàâíèíà? (n−3
2

)
+ 3(n− 3) =

(n
2

)
−
(3
2

)
ä) Êîëêî å ìàêñèìàëíèÿò áðîé òî÷êè, â êîèòî ñå ïðåñè÷àò n ïðàâè îò åäíà

ðàâíèíà, êàòî òðè îò òåçè ïðàâè ñà óñïîðåäíè? (n−4
2

)
+ 4(n− 4) + 1 =(n

2

)
− (
(4
2

)
− 1)å) Êîëêî å ìàêñèìàëíèÿò áðîé òî÷êè, â êîèòî ñå ïðåñè÷àò n ïðàâè îò åäíà

ðàâíèíà, êàòî ÷åòèðè ïðàâè ìèíàâàò ïðåç åäíà è ñúùà òî÷êà? (n
2

)
− (
(4
2

)
− 1)−

(3
2

)
æ) Â êîëêî òî÷êè ñå ïðåñè÷àò n ïðàâè îò åäíà ðàâíèíà, êàòî òðè îò òåçè

ïðàâè ñà óñïîðåäíè è ÷åòèðè äðóãè ìèíàâàò ïðåç åäíà è ñúùà òî÷êà.
Åäèí ìåòîä çà äîêàçàòåëñòâî
å ñ èíäóêöèÿ ïî n. Íèå ùå

ðàçãëåäàìå äðóã ìåòîä.
Çàäà÷à 81. Äîêàæåòå, ÷å

n∑
k=0

(
n

k

)
k = n2n−1.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà çà îïðåäåëåíîñò äà ïîëîæèì A = {a1, . . . , an}. Ùå
äîêàæåì çàäà÷àòà êàòî ïðåáðîèì ïî äâà ïúòè åäèí è ñúù êëàñ îò îáåêòè. Äà îçíà÷èì

Pk(A) = {B ⊆ A | |B| = k} è
äà íàïîìíèì, ÷å
|Pk(A)| =

(n
k

)• Äÿñíàòà ñòðàíà íà òúæäåñòâîòî ìîæåì äà ïðåäñòàâèì ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

n∑
i=1

|{B ∈P(A) | ai 6∈ B}| =
n∑
i=1

2n−1 = n2n−1.

• Òîâà íè ïîäñêàçâà, ÷å çà ëÿâàòà ñòðàíà, ìîæåì äà èçïîëçâàìå íàáëþäå-
íèåòî, ÷å

n∑
i=1

|{B ∈P(A) | ai 6∈ B}| =
n∑
i=1

n∑
k=0

|{B ∈Pk(A) | ai 6∈ B}|

=

n∑
k=0

n∑
i=1

|{B ∈Pk(A) | ai 6∈ B}|.

Äà ðàçãëåäàìå âñÿêî k ïîîòäåëíî êàòî èçïîëçâàìå òúæäåñòâîòî:

P(A) =

n⋃
k=0

Pk(A).

P0(A) = {∅}
� Çà k = 0 ïîëó÷âàìå, ÷å

n∑
i=1

|{B ∈P0(A) | ai 6∈ B}| =
n∑
i=1

1 =

(
n

n

)
n.

Äà íàïîìíèì, ÷å(n
k

)
=
( n

n− k

)� Çà k = 1 ïîëó÷âàìå, ÷å

n∑
i=1

|{B ∈P1(A) | ai 6∈ B}| =
n∑
i=1

(
n− 1

1

)
= n

(
n− 1

n− 2

)
n− 1

n− 1

=

(
n

n− 1

)
(n− 1).
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� Äà âèäèì äàëè ìîæåì äà ïîëó÷èì çà k = 2 ôîðìóëà ñõîäíà ñ òàçè çà
k = 0 è k = 1.

n∑
i=1

|{B ∈P2(A) | ai 6∈ B}| =
n∑
i=1

(
n− 1

2

)
= n

(
n− 1

n− 3

)
n− 2

n− 2

=

(
n

n− 2

)
(n− 2).

� Ñåãà âå÷å èìàìå äîáðà èäåÿ êàêúâ âèä òðÿáâà äà íàìåðèì çà ïðîèçâîë-
íî k < n:

n∑
i=1

|{B ∈Pk(A) | ai 6∈ B}| =
n∑
i=1

(
n− 1

k

)
= n

(
n− 1

n− 1− k

)
n− k
n− k

=

(
n

n− k

)
(n− k).

� Äà ðàçãëåäàìå íàêðàÿ è ñëó÷àÿ k = n: Pn(A) = {A}

n∑
i=1

|{B ∈Pn(A) | ai 6∈ B}| =
n∑
i=1

0 = 0 =

(
n

0

)
· 0.

Äà îáåäèíèì âñè÷êè ñëó÷àè çà k, ïîëó÷àâàìå ëÿâàòà ñòðàíà:

n∑
k=0

n∑
i=1

|{B ∈Pk(A) | ai 6∈ B}| =
n∑
k=0

(
n

n− k

)
(n− k)

=

n∑
k=0

(
n

k

)
k.

7.2 Ïðèíöèï íà âêëþ÷âàíåòî è èçêëþ÷âàíåòî

Òâúðäåíèå 10. Çà äâå êðàéíè ìíîæåñòâà A è B,

à) àêî A ∩B = ∅, òî |A ∪B| = |A|+ |B|.

á) àêî A ⊆ B, òî |B \A| = |B| − |A|.

â) |A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|.

Äîêàçàòåëñòâî.

â) Èìàìå, ÷å:

A ∪B = A \B ∪ (A ∩B) ∪ B \A
= A \ (A ∩B) ∪ (A ∩B) ∪ B \ (A ∩B)
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Òðèòå ìíîæåñòâà â äÿñíàòà ñòðàíà íà ðàâåíñòâîòî ñà íåïðåñè÷àùè ñå.
Òîãàâà, èçïîëçâàéêè à) è á),

|A ∪B| = |A \ (A ∩B)|+ |A ∩B|+ |B \ (A ∩B)|
= |A| − |A ∩B|+ |A ∩B|+ |B| − |A ∩B|
= |A|+ |B|+ |A ∩B|

Òâúðäåíèå 11. Äîêàæåòå, ÷å çà âñåêè òðè êðàéíè ìíîæåñòâà A, B è C,

|A ∪B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C| − |A ∩B| − |B ∩ C| − |A ∩ C|+ |A ∩B ∩ C|.

Äîêàçàòåëñòâî.

|(A ∪B) ∪ C| = |A ∪B|+ |C| − |(A ∪B) ∩ C|
= (|A|+ |B| − |A ∩B|) + |C| − |(A ∩ C) ∪ (B ∩ C)|
= |A|+ |B|+ |C| − |A ∩B| − (|A ∩ C|+ |B ∩ C| − |(A ∩ C) ∩ (B ∩ C)|)
= |A|+ |B|+ |C| − |A ∩B| − |A ∩ C| − |B ∩ C|+ |A ∩B ∩ C|

Òåîðåìà 6. Íåêà A1 . . . An ñà n íà áðîé êðàéíè ìíîæåñòâà è n ≥ 2.
Òîãàâà:

|A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An| =
n∑
i=1

|Ai| −
∑
i<j

|Ai ∩Aj |+∑
i<j<k

|Ai ∩Aj ∩Ak| − · · ·+ (−1)n−1|A1 ∩A2 · · · ∩An|.

Çàäà÷à 82. Êîëêî ðåøåíèÿ â åñòåñòâåíèòå ÷èñëà èìàò óðàâíåíèÿòà:

à) x1 + x2 + x3 = 15;

á) x1 + x2 + x3 = 15, êàòî x2 < 3;

â) x1 + x2 + x3 = 15, êàòî x2 ≥ 3;

ã) x1 + x2 + x3 = 15, êàòî x1 ≥ 2 & x2 ≥ 3;

ä) x1 + x2 + x3 = 15, êàòî x1 ≥ 2 & x2 < 3;

å) x1 + x2 + x3 = 15, êàòî x1 ≥ 2 & x2 ≥ 3 & x3 ≤ 8;

æ) x1 + x2 + x3 + x4 = 25, êàòî x1 < 2 ∨ x2 ≥ 3;

ç) x1 + x2 + x3 + x4 = 25, êàòî x1 < 2 ∨ x2 = 3;

è) x1 + x2 + x3 + x4 = 25, êàòî x1 < 2 ∨ x2 < 3;
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Óïúòâàíå.

à) Òúðñèì áðîÿò íà åëåìåíòèòå íà

A = {(x1, x2, x3) ∈ N3 | x1 + x2 + x3 = 15}.

Òîâà ñà âñè÷êè 15 åëåìåíòíè ìóëòèìíîæåñòâà íà {x1, x2, x3}. Íàïðèìåð,
ìóëòèìíîæåñòâîòî {x1, x1, x3, x2, x1, x3} îòãîâàðÿ íà ðåøåíèå íà óðàâ-
íåíèåòî x1 + x2 + x3 = 6, êúäåòî x1 = 3, x2 = 1, x3 = 2. Ñëåäîâàòåëíî,

|A| =
(

15 + 3− 1

3− 1

)
.

á) Òúðñèì áðîÿ íà åëåìåíòèòå íà

A2 = {(x1, x2, x3) ∈ N3 | x1 + x2 + x3 = 15 & x2 < 3}
= {(x1, 0, x3) ∈ N3 | x1 + 0 + x3 = 15} ∪
{(x1, 1, x3) ∈ N3 | x1 + 1 + x3 = 15} ∪
{(x1, 2, x3) ∈ N3 | x1 + 2 + x3 = 15}.

Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å

|A2| =
(

16

1

)
+

(
15

1

)
+

(
14

1

)
.

â) Îòãîâîðúò å

|A| − |A2| =
(

17

2

)
−
(

16

1

)
−
(

15

1

)
−
(

14

1

)
.

Äðóã íà÷èí äà ðåøèì çàäà÷àòà å êàòî ñúîáðàçèì, ÷å

x2 ≥ 3 ↔ (∃x′2 ∈ N)[x2 = x′2 + 3].

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å òúðñèì áðîÿ íà ðåøåíèÿòà íà óðàâíåíèåòî

x1 + (x′2 + 3) + x3 = 15 ↔ x1 + x′2 + x3 = 12.

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å îòãîâîðúò å
(

14
2

)
. Ïðîâåðåòå, ÷å(14

2

)
=
(17

2

)
−
(16

1

)
−
(15

1

)
−
(14

1

)
ã) Äîñòàòú÷íî å äà íàìåðèì áðîÿ íà ðåøåíèÿòà íà óðàâíåíèåòî:

(x1 + 2) + (x2 + 3) + x3 = 15 ↔ x1 + x2 + x3 = 10.

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å îòãîâîðúò å
(

12
2

)
= 66.

ä) Äà îçíà÷èì

A1 = {(x1, x2, x3) ∈ N3 | x1 + x2 + x3 = 15 & x1 ≥ 2}
A2 = {(x1, x2, x3) ∈ N3 | x1 + x2 + x3 = 15 & x1 ≥ 2 & x2 ≥ 3}.

Áðîÿò íà ðåøåíèÿòà íà óðàâíåíèåòî ñà |A1| − |A2| =
(

15
2

)
−
(

12
2

)
, çàùîòî

A1 = {(x1, x2, x3) ∈ N3 | x1 + x2 + x3 = 13}
A2 = {(x1, x2, x3) ∈ N3 | x1 + x2 + x3 = 10}.
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æ) Äà îçíà÷èì

A1 = {(x1, x2, x3, x4) ∈ N4 | x1 + x2 + x3 + x4 = 25 & x1 < 2}
A2 = {(x1, x2, x3, x4) ∈ N4 | x1 + x2 + x3 + x4 = 25 & x2 ≥ 3}.

Òîãàâà îò ïðèíöèïà çà âêëþ÷âàíåòî è èçêëþ÷âàíåòî, îòãîâîðúò å

|A1 ∪A2| = |A1|+ |A2| − |A1 ∩A2|.

Çàäà÷à 83. Äà ôèêñèðàìå ìíîæåñòâîòî U = {u1, u2 . . . , un}. Íàìåðåòå áðîÿ
íà åëåìåíòèòå íà ñëåäíèòå ìíîæåñòâà:

à) S = {(X,Y ) | X ⊆ Y ⊆ U};

á) S = {(X,Y, Z) | X ⊆ Y ⊆ Z ⊆ U};

â) S = {(X,Y, Z) | X,Y, Z ⊆ U & X ∩ Y ∩ Z = ∅}.

ã) S = {(X,Y, Z) | X,Y, Z ⊆ U & X ∩ Y = ∅ & X ∩ Z = ∅ & Y ∩ Z = ∅};

Óïúòâàíå.

à) Çà âñÿêî k = 0, . . . , n, äà ðàçãëåäàìå

Sk = {(X,Y ) | X ⊆ Y ⊆ U & |X| = k}.

Ñúîáðàçåòå, ÷å:

• k 6= k′ =⇒ Sk 6= Sk′ ;

• |S| = |
⋃n
k=0 Sk| =

∑n
k=0|Sk|.

• |S0| = 2n;

• |S1| = n.2n−1;

• |Sk| =
(
n
k

)
2n−k, çà âñÿêî k = 0, 1, . . . , n.

Òîãàâà îòãîâîðúò å

|S| = |
n⋃
k=0

Sk| =
n∑
k=0

|Sk| =
n∑
k=0

(
n

k

)
1k.2n−k = (1 + 2)n = 3n.

Ñåãà äà âèäèì, ÷å òàçè çàäà÷à ìîæå äà ñå ðåøè ïî-ëåñíî àêî èíòåðïðå-
òèðàìå âñåêè åëåìåíò îò âèäà (X,Y ) ∈ S êàòî åäíà äóìà íàä àçáóêàòà
Σ = {XY , X̄Y , XȲ , X̄Ȳ }. Åäèíñòâåíîòî íåùî, êîåòî òðÿáâà äà ñúîá-
ðàçèì å, ÷å íÿìàìå áóêâè îò âèäà XȲ , çàùîòî òîâà ùå îçíà÷àâà, ÷å
X 6⊆ Y . Òàêà ñâåæäàìå çàäà÷àòà äî âúïðîñà êîëêî ñà âñè÷êè äóìè ñ
äúëæèíà n íàä àçáóêà ñ òðè áóêâè. ßñíî å, ÷å îòãîâîðúð å 3n.
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7.3 Êîìáèíàòîðíè çàäà÷è çà ôóíêöèè
Îòã.

(11
5

)
Çàäà÷à 84. Íåêà (a1, a2, . . . , a12) å ïåðìóòàöèÿ íà ÷èñëàòà îò 1 äî 12, çà
êîèòî å èçïúëíåíî óñëîâèåòî:

a1 > a2 > a3 > a4 > a5 > a6 < a7 < a8 < a9 < a10 < a11 < a12.

Íàìåðåòå áðîÿ íà òåçè ïåðìóòàöèè.

Çàäà÷à 85. Äà ôèêñèðàìå åñòåñòâåíèòå ÷èñëà m è n. Åäíà ôóíêöèÿ

f : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . ,m}

å ìîíîòîííî íåíàìàëÿâàùà, àêî

(∀i∀j)[1 ≤ i < j ≤ n→ f(i) ≤ f(j)].
Îòã.

(n+m−1
m−1

)
à) Êîëêî òàêèâà ôóíêöèè ñúùåñòâóâàò?

Âúâ âñÿêà êóòèéêà èìà

òîïêà. Îòã.
((n−m)+m−1

m−1

)
á) Êîëêî îò òåçè ôóíêöèè ñà ñþðåêòèâíè ïðè n ≥ m?

Îòã.
(m
n

)
â) Êîëêî îò òåçè ôóíêöèè ñà èíåêòèâíè ïðè n ≤ m?

Çàäà÷à 86. Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèèòå îò âèäà f : A→ B, êúäåòî |A| = k,
|B| = n.

Îòã. nk

à) Êîëêî ñà âñè÷êè òåçè ôóíêöèè?
Ñàìî àêî k ≤ n, n!/(n− k)!

á) Êîëêî îò òåçè ôóíêöèè ñà èíåêòèâíè?
Ñàìî àêî n = k, n!

â) Êîëêî îò òåçè ôóíêöèè ñà áèåêòèâíè?
Òîâà å ïî-òðóäíî. Ùå ãî
ðàçãëåäàìå êàòî îòäåëíà

çàäà÷à.ã) Êîëêî îò òåçè ôóíêöèè ñà ñþðåêòèâíè?

Çàäà÷à 87. Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèèòå îò âèäà f : A→ B, êúäåòî |A| = k,
|B| = n. Êîëêî îò òåçè ôóíêöèè ñà ñþðåêòèâíè?

Ðåøåíèå. Íåêà B = {b1, b2, . . . , bn}. Äà îçíà÷èì ñ F âñè÷êè ôóíêöèè îò
âèäà f : A→ B. Range(f) = {f(a) | a ∈ A}

Fi = {f : A→ B | bi 6∈ Range(f)}.

Äà îçíà÷èì ñ S ñþðåêòèâíèòå ôóíêöèè f : A → B. Ïîíåæå ñþðåêòèâíèòå
ôóíêöèè ñà òåçè, çà êîèòî Range(f) = B, òî

S = F \ (F1 ∪ F2 ∪ · · · ∪ Fn).
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Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å èìàìå ñëåäíèòå ðàâåíñòâà:

|F | = nk

|Fi| = (n− 1)k

|Fi ∩ Fj | = (n− 2)k

n∑
i=1

|Fi| = n.(n− 1)k

∑
i<j

|Fi ∩ Fj | =
(
n

2

)
(n− 2)k

∑
i<j<l

|Fi ∩ Fj ∩ Fl| =
(
n

3

)
(n− 3)k

...

Ïðèëàãàéêè ïðèíöèïà íà âêëþ÷âàíåòî è èçêëþ÷âàíåòî, ïîëó÷àâàìå:

|S| = |F | −
∑
i

|Fi|+
∑
i<j

|Fi ∩ Fj | −
∑
i<j<l

|Fi ∩ Fj ∩ Fl|+ . . .

= nk −
(
n

1

)
(n− 1)k +

(
n

2

)
(n− 2)k −

(
n

3

)
(n− 3)k + . . .

= nk + (−1)1

(
n

1

)
(n− 1)k + (−1)2

(
n

2

)
(n− 2)k + (−1)3

(
n

3

)
(n− 3)k + . . .

=

n∑
i=0

(−1)i
(
n

i

)
(n− i)k

Ñåãà ùå âèäèì åäíî ïðèëîæåíèå íà ãîðíàòà çàäà÷à.
Êîëêî ñà ñþðåêòèâíèòå

ôóíêöèè f : A→ B, êàòî
|A| = 7, |B| = 3?

Çàäà÷à 88. Íåêà äà èìàìå 7 òîïêè ñ íîìåð íà âñÿêà îò òÿõ è íåêà èìàìå 3
ðàçëè÷íè êóòèè, îòíîâî íîìåðèðàíè. Ïî êîëêî íà÷èíà ìîæåì äà ïîñòàâèì
òîïêèòå â êóòèèòå, òàêà ÷å âúâ âñÿêà êóòèÿ äà èìà ïîíå ïî åäíà òîïêà ?

Çàáåëåæêà. Äà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâàòàA = {1, 2, . . . , n} è Σ = {a1, a2, . . . , ak}.
Òîãàâà èìàìå ñëåäíèòå ïðåâîäè ìåæäó åçèêà íà ôóíêöèèòå è åçèêà íà äó-
ìèòå è àçáóêèòå.
ôóíêöèèòå îò âèäà f : A→ Σ äóìèòå ñ äúëæèíà n íàä àçáóêàòà Σ

âñè÷êè òàêèâà ôóíêöèè âñè÷êè òàêèâà äóìè
èíåêòèâíèòå ôóíêöèè, n ≤ k äóìèòå áåç ïîâòîðåíèÿ íà áóêâè
ñþðåêòèâíèòå ôóíêöèè, n ≥ k äóìèòå, â êîèòî âñÿêà áóêâà ñå ñðåùà
áèåêòèâíèòå ôóíêöèè, n = k äóìèòå, â êîèòî âñÿêà áóêâà îò Σ ñå

ñðåùà òî÷íî âåäíúæ

7.4 Ïðèíöèï íà Äèðèõëå

Çàäà÷à 89. Â åäèí ìåñåö îò 30 äíè ñå ïðîâåæäà áàñêåòáîëåí òóðíè, â
êîéòî ñå èãðàå ïîíå åäèí ìà÷ íà äåí, íî âñè÷êè ìà÷îâå ñà íå ïîâå÷å îò
45. Ïîêàæåòå, ÷å èìà ïåðèîä îò ïîñëåäîâàòåëíè äíè îò ìåñåöà, â êîéòî ñå
ïðîâåæäàò òî÷íî 14 ìà÷à.
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Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà aj îçíà÷àâà ñóìàòà íà âñè÷êè ïðîâåäåíè ìà÷îâå â
ïúðâèòå j äíè íà ìåñåöà. Òúðñèì òàêèâà i < j, ÷å aj−ai = 14. Îò óñëîâèåòî
ñëåäâà, ÷å ðåäèöàòà a1, a2, . . . , a30 å ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòÿùà è

(∀j)[0 ≤ j ≤ 30→ aj ≤ 45].

ßñíî å ñúùî, ÷å ðåäèöàòà a1 + 14, a2 + 14, . . . , a30 + 14 å ñòðîãî ìîíîòîííî
ðàñòÿùà. Îáðàçóâàìå ðåäèöà îò 60 åëåìåíòà a1, . . . , a30, a1 + 14, . . . , a30 +
14, êàòî âñåêè åëåìåíò íà ðåäèöàòà ïðèåìà ñòîéíîñò îò 1 äî 59. Òîãàâà îò
ïðèíöèïà íà Äèðèõëå ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâàò äâà åëåìåíòà íà ðåäèöàòà,
êîèòî ñà ðàâíè. Ïúðâèòå 30 ñà ðàçëè÷íè ñà ðàçëè÷íè ïîìåæäó ñè, âòîðèòå
30 åëåìåíòà ñúùî ñà ðàçëè÷íè ïîìåæäó ñè. Ñëåäîâàòåëíî, ai = aj + 14 çà
íÿêîè i, j. Òîãàâà â äíèòå îò j äî i ñà ïðîâåäåíè òî÷íî 14 ìà÷à.

Çàäà÷à 90. Íåêà èìàìå ðåäèöà a0, . . . , anîò n + 1 ïðîèçâîëíè ÷èñëà, íå-
íàäâèøàâàùè 2n. Ïîêàæåòå, ÷å òðÿáâà äà ñúùåñòâóâà i òàêîâà, ÷å ai|aj çà
íÿêîå j 6= i.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà ïðåäñòàâèì âñåêè îò åëåìåíòèòå íà ðåäèöàòà aj =
2kjqj , êúäåòî qj å íå÷åòíî. Äà ðàçãëåäàìå ðåäèöàòà îò íå÷åòíè ÷èñëà q0, . . . , qn,
êàòî èìàìå è óñëîâèåòî qi ≤ 2n. Èìàìå ñàìî n íå÷åòíè ÷èñëà â èíòåðâàëà
[0, 2n], ñëåäîâàòåëíî qi = qj = q, çà íÿêîè i, j. Òîãàâà ai = 2kiq è aj = 2kjq è
å ÿñíî, ÷å èëè ai|aj èëè aj |ai.

Çàäà÷à 91. Íåêà èìàìå ðåäèöà îò n ïðîèçâîëíè, íå íåïðåìåííî ðàçëè÷-
íè, åñòåñòâåíè ÷èñëà a1, . . . , an. Òîãàâà èìà ïîäðåäèöà îò ïîñëåäîâàòåëíè
åëåìåíòè ai, ai+1, . . . , aj , çà êîèòî n|(

∑j
k=i ak).

Äîêàçàòåëñòâî. Äà ðàçãëåäàìå ðåäèöàòà îò n+ 1 åëåìåíòà:

0∑
i=1

ai,

1∑
i=1

ai, . . . ,

n∑
i=1

ai.

Òúé êàòî èìà n ðàçëè÷íè îñòàòúêà ïðè äåëåíèå íà n, òî îò ïðèíöèïà íà
Äèðèõëå ñëåäâà, ÷å èìà ïîíå äâà åëåìåíòà

∑l
i=1 ai,

∑k
i=1 ai, çà l < k, êîèòî

äàâàò åäèí è ñúù îñòàòúê ïðè äåëåíèå íà n. Ïîëó÷àâàìå, ÷å

n|(
l∑
i=1

ai −
k∑
i=1

ai) ⇒ n|(
k∑

i=l+1

ai).

7.5 Äîïúëíèòåëíè çàäà÷è

Çàäà÷à 92. Îòãîâîðåòå íà ñëåäíèòå âúïðîñè:
2.10!10!

à) Ïî êîëêî íà÷èíà ìîãàò n ìîì÷åòà è n ìîìè÷åòà äà ñåäíàò íà ðåä ñ 2n
ñòîëà, êàòî íÿìà äâàìà îò åäèí ïîë ñåäÿùè åäèí äî äðóã?

2.10!10!− 2.7.3!3!

á) Ïî êîëêî íà÷èíà ìîãàò n ìîì÷åòà è n ìîìè÷åòà äà ñåäíàò íà ðåä ñ 2n
ñòîëà, êàòî íÿìà äâàìà îò åäèí ïîë ñåäÿùè åäèí äî äðóã è Èâàí÷î è
Ìàðèéêà íå ñåäÿò åäèí äî äðóã?
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Îòã. 2.(n− 1)!

â) Ïî êîëêî ðàçëè÷íè íà÷èíà ìîãàò äà ñå ïîäðåäÿò íà ðàôò n êíèãè, òàêà
÷å äâå îò òÿõ, îïðåäåëåíè ïðåäâàðèòåëíî, äà ñà åäíà äî äðóãà?

Îòã. n!
2n

ã) Êîëêî ðàçëè÷íè ãåðäàíà ìîãàò äà ñå íàïðàâÿò îò n ðàçëè÷íè ïåðëè,
êàòî ñå èçïîëçâàò âñè÷êèòå?

Îòã. 2.(n− 2)(n− 3)!

ä) Íà õîðî â êðúã ñà õâàíàëè îáùî n äóøè, ìåæäó êîèòî è Èâàí÷î è
Ìàðèéêà. Êîëêî ñà âúçìîæíèòå ïîäðåäáè, ïðè êîèòî Èâàí÷î è Ìàðèéêà
ñà åäèí äî äðóã?

å) Íà õîðî â êðúã ñà õâàíàëè îáùî n äóøè, ìåæäó êîèòî è Èâàí÷î è
Ìàðèéêà. Êîëêî ñà âúçìîæíèòå ïîäðåäáè, ïðè êîèòî Èâàí÷î è Ìàðèéêà
íå ñà åäèí äî äðóã?

Îòã. 2n(n− 1)!

æ) Èìàìå n ñúïðóæåñêè äâîéêè, êîèòî ñåäÿò íà 2n ìåñòà îêîëî åäíà êðúãëà
ìàñà. Ïî êîëêî íà÷èíà ìîãàò äà ñåäíàò âñè÷êè äâîéêè, àêî ðîòàöèèòå
ñå áðîÿò çà åäíî è ñúùî ïîäðåæäàíå, è âñåêè ìúæ ñåäè äî ïîëîâèíêàòà
ñè.

Òîâà å êàêòî ïðè ãåðäàíèòå

ç) Äâå ñÿäàíèÿ íà åäíà êðúãëà ìàñà íå ñà ðàçëè÷íè, àêî âñåêè îò ñåäÿùèòå
èìà åäíè è ñúùè ñúñåäè. Ïî êîëêî ðàçëè÷íè íà÷èíà ìîãàò äà ñåäíàò
îêîëî åäíà êðúãëà ìàñà:

Îòã. (n−1)!
2

(à) n(≥ 2) ÷îâåêà;
Îòã. 2n!n!

2.2n =
n!(n−1)!

2

(á) n ìúæå è n æåíè, êàòî äâàìà äóøè îò åäèí è ñúù ïîë íå ñåäÿò
åäèí äî äðóã.

Òàçè çàäà÷à ìèñëÿ, ÷å òðÿáâà
äà áúäå ïðè âêëþ÷âàíåòî è

èçêëþ÷âàíåòî
Çàäà÷à 93. Äà ðàçãëåäàìå àçáóêàòà Σ = {a1, . . . , an}. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè
k-áóêâåíè äóìè íàä àçáóêàòà Σ, çà k ≤ n, êúäåòî:

Îòã. n!
(n−k)!

à) íèòî åäíà áóêâà íå ñå ïîâòàðÿ;
Îòã. nd

k
2
e

á) ñà ïàëèíäðîìè;
Îòã. n(n− 1)k−1

â) íÿìàò äâå ïîñëåäîâàòåëíè åäíàêâè áóêâè;
Îòã. nk − n(n− 1)k−1

ã) èìàò äâå ïîñëåäîâàòåëíè åäíàêâè áóêâè;
Îòã.

(k
2

)
n · (n−1)!

(n−1−(k−2))!

ä) ñúùåñòâóâà ñàìî åäíà áóêâà, êîÿòî ñå ñðåùà òî÷íî äâà ïúòè;
Îòã. nk − n!

(n−k)!

å) ñúùåñòâóâà áóêâà, êîÿòî ñå ïîâòàðÿ;

Çàäà÷à 94. Íåêà U å ìíîæåñòâî îò n åëåìåíòà, n ≥ 3. Çà âñÿêî ìíîæåñòâî
X ⊆ U , ñ X îçíà÷àâàìå U \X. Ñúùî òàêà, çà ìíîæåñòâà X è Y , ïîíÿêîãà
ùå ïèøåì XY âìåñòî X ∩ Y . Íàìåðåòå áðîÿ íà åëåìåíòèòå íà ñëåäíèòå
ìíîæåñòâà:

Îòã. 4n

à) {(X,Y ) | X,Y ⊆ U}
Îòã. 2

(n
1

)
2n−1

á) {(X,Y ) | X,Y ⊆ U & |X| = 1};
Îòã. 22

(n
2

)
2n−2

â) {(X,Y ) | X,Y ⊆ U & |X| = 2};
Îòã. 4n − 3n

ã) {(X,Y ) | X,Y ⊆ U & |X| ≥ 1};
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ä) {(X,Y ) | X,Y ⊆ U & |X| = k} çà ïðîèçâîëíî k ≤ n;
Îòã. 3n +

(n
1

)
3n−1

å) {(X,Y ) | X,Y ⊆ U & |X| ≤ 1};
Îòã.

(n
1

)(n
1

)
= n2

æ) {(X,Y ) | X,Y ⊆ U & |X| = 1 & |Y | = 1};
Íÿìàìå áóêâà XY

ç) {(X,Y ) | X,Y ⊆ U & X ∩ Y = ∅};
Åäíà áóêâà XY . Îòã.

(n
1

)
3n−1

è) {(X,Y ) | X,Y ⊆ U & |X ∩ Y | = 1};

ê) {(X,Y ) | X,Y ⊆ U & |X ∩ Y | = k} çà ïðîèçâîëíî k ≤ n;
Îòã. 2

(n
1

)
2n−1 = n2n

ë) {(X,Y ) | X,Y ⊆ U & |(X \ Y ) ∪ (Y \X)| = 1};

ì) {(X,Y ) | X,Y ⊆ U & X ∩ Y = ∅ & |X| ≥ 1 & |Y | ≥ 1};

í) {(X,Y ) | X,Y ⊆ U & X ∩ Y = ∅ & |X| ≥ 2 & |Y | ≥ 2};

î) {(X,Y ) | X,Y ⊆ U & |X \ Y | = 1};

ï) {(X,Y ) | X,Y ⊆ U & |X \ Y | = k} çà ïðîèçâîëíî k ≤ n;

ð) {(X,Y ) | X,Y ⊆ U & |(X \ Y ) ∪ (Y \X)| = 1 & |X| ≥ 2 & |Y | ≥ 2};
Èçïîëçâàéòå ïðèíöèïà çà

âêë. è èçêë.
ñ) {(X,Y ) | X,Y ⊆ U & X ∩ Y = ∅ & |X| ≥ 2 & |Y | ≥ 3};

Èçïîëçâàéòå ïðèíöèïà çà
âêë. è èçêë.

ò) {(X,Y ) | X,Y ⊆ U & |(X \ Y ) ∪ (Y \ X)| = 1 & X ∩ Y = ∅ & |X| ≥
2 & |Y | ≥ 3};

Îòã. 8n

ó) {(X,Y, Z) | X,Y, Z ⊆ U};
Îòã. 6n

ô) {(X,Y, Z) | X,Y, Z ⊆ U & X ∩ Y = ∅};
U = XY Z ∪XY Z ∪XY Z.

Îòã. 3n
õ) {(X,Y, Z) | X,Y, Z ⊆ U & X ∪ Y Z = X ∪ Y };

ö) {(X,Y, Z) | X,Y, Z ⊆ U & Y ∪X = Z ∪ Y };

÷) {(X,Y, Z) | X,Y, Z ⊆ U & X ∪ Y Z = X ∪ Y & |Z| = 0};

ø) {(X,Y, Z) | X,Y, Z ⊆ U &X∪Y Z = X∪Y & |X| ≥ 1 & |Y | ≥ 1 & |Z| = 1};

ù) {(X,Y, Z) | X,Y, Z ⊆ U &X∪Y Z = X∪Y & |X| ≥ 1 & |Y | ≥ 1 & |Z| ≤ 1};

þ) {(X,Y, Z) | X,Y, Z ⊆ U & X ∪ Y Z = X ∪ Z};

ÿ) {(X,Y, Z) | X,Y, Z ⊆ U & XY ∪ Y Z = U};

Óïúòâàíå.

à) Ïîíåæå âñè÷êè ïîäìíîæåñòâà íà U ñà 2n è ìíîæåñòâàòà X è Y ñà íåçà-
âèñèìè åäíî îò äðóãî, òî ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å áðîÿò íà åëåìåíòèòå
íà {(X,Y ) | X,Y ∈ U} = P(U)×P(U) å 4n. Ùå äàäåì è äðóãî äîêàçà-
òåëñòâî, êîåòî ùå íè ïîìîãíå äà ðåøàâàìå ïî-ñëîæíè çàäà÷è, â êîèòî
èìàìå âðúçêà ìåæäó åëåìåíòèòå íà X è Y .

Íåêà U = {u1, . . . , un} è äà ðàçãëåäàìå àçáóêàòà Σ = {XY,XȲ , X̄Y, X̄Ȳ }.
Íà âñåêè åëåìåíò íà {(X,Y ) | X,Y ⊆ U} ìîæåì åäíîçíà÷íî äà ñúïîñ-
òàâèì äóìà α = a1 · · · an íàä àçáóêàòà Σ ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: Âñåêè åëåìåíò ui ∈ U ïîïàäà

â åäèí îò ÷åòèðèòå ñëó÷àè
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• àêî ui ∈ X ∩ Y , òî ai = XY ;

• àêî ui ∈ X ∩ Ȳ , òî ai = XȲ ;

• àêî ui ∈ X̄ ∩ Y , òî ai = X̄Y ;

• àêî ui ∈ X̄ ∩ Ȳ , òî ai = X̄Ȳ .

Äà ðàçãëåäàìå íÿêîëêî ïðèìåðà:

• íà äâîéêàòà ({u1}, {u2}) ñúïîñòàâÿìå äóìàòà α = a1 · · · an, êúäåòî
a1 = XȲ , a2 = X̄Y , ai = X̄Ȳ çà i ≥ 3.

• íà äâîéêàòà (U, {u2}) ñúïîñòàâÿìå äóìàòà α = a1 · · · an, êúäåòî a2 =
XY è ai = XȲ çà i 6= 2.

• íà äâîéêàòà ({u1}, {u1, u2}) ñúïîñòàâÿìå äóìàòà α = a1 · · · an, êúäåòî
a1 = XY è a2 = X̄Y , ai = X̄Ȳ çà i ≥ 3.

Ïîíåæå âñè÷êè äóìè ñ äúëæèíà n íàä àçáóêà ñ 4 áóêâè ñà 4n, òî âñè÷êè
äâîéêè (X,Y ) ñà ñúùî 4n.

á) Òðÿáâà äà íàìåðèì âñè÷è äóìè ñ äúëæèíà n íàä àçáóêàòà {XY,XY ,XY,XY },
êàòî áóêâèòå XY è XY ñå ñðåùàò îáùî âåäíúæ. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å îò
n ïîçèöèè òðÿáâà äà èçáåðåì åäíà, â êîÿòî äà ïîñòàâèì XY èëè XY ,
à â îñòàíàëèòå n − 1 ïîçèöèè ïîñòàâÿìå áóêâèòå XY èëè XY . Òàêà
ïîëó÷àâàìå êàòî ðåçóëòàò

2

(
n

1

)
2n−1 = n2n.

â) Òóê ðàçãëåæäàìå òåçè äóìè ñ äúëæèíà n íàä àçáóêàòà Σ, êàòî èìà
òî÷íî åäíî ñðåùàíå íà XY èëè XY . Âñè÷êè òåçè äóìè ñà 2

(
n
1

)
2n−1

ô) Ïîíåæå X∩Y = ∅, òî â äóìèòå íå ñå ñðåùàò áóêâèòå XY Z è XY Z. Òàêà
îñòàâàò 6 âúçìîæíè áóêâè è îòòóê âåäíàãà ñëåäâà, ÷å âñè÷êè òàêèâà
äóìè ñà 6n.

õ) Äà ðàçãëåäàìå êàêâî îçíà÷àâà X ∪ Y Z = X ∪ Y .

• Àêî x ∈ X, òî x ∈ X ∪ Y Z è ñëåäîâàòåëíî x ∈ X ∪ Y . Òîãàâà å ÿñíî,
÷å x ∈ Y . Òîâà îçíà÷àâà, ÷å èìàìå áóêâèòå XY Z è XY Z.

• Àêî x ∈ X, òîX ∈ X∪Y è ñëåäîâàòåëíî x ∈ X∪Y Z. Ñåãà ïîëó÷àâàìå,
÷å x ∈ Y Z. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å èìàìå áóêâàòà XY Z.

Âèäÿõìå, ÷å ñ ãîðíîòî îãðàíè÷åíèå òðÿáâà äà ðàçãëåäàìå ñàìî äóìèòå
ñ äúëæèíà n ñúñòàâåíè îò òðè áóêâè. Òå ñà îáùî 3n íà áðîé.
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Ãëàâà 8

Áóëåâè ôóíêöèè

Äà ïðèïîìíèì òàáëèöàòà çà èñòèííîñò íà íÿêîè îò îñíîâíèòå áóëåâè ôóí-
êöèè íà äâà àðãóìåíòà. x⊕ y - ñèìåòðè÷íà ðàçëèêà

x y x x ∨ y xy x→ y x ∨ y x ↔ y x⊕ y xy ∨ xy
0 0 1 0 0 1 1 1 0 0
0 1 1 1 0 1 1 0 1 1
1 0 0 1 0 0 0 0 1 1
1 1 0 1 1 1 1 1 0 0

Êîãàòî äâå áóëåâè ôîðìóëè ϕ è ψ ñà òúæäåñòâåíî åêâèâàëåíòíè (ò.å.
èìàò åäíàêâè ñòúëáîâå), òî ùå ïèøåì ϕ ≡ ψ.

8.1 Îñíîâíè ñâîéñòâà
×åñòî âìåñòî x ∧ y ïèøåì
x · y èëè xy. Ñúùî òàêà,

âìåñòî ¬x ïèøåì x
1) Êîìóòàòèâíè ñâîéñòâà

xy ≡ yx, x ∨ y ≡ y ∨ x, x⊕ y ≡ y ⊕ x

2) Àñîöèàòèâíè ñâîéñòâà

(xy)z ≡ x(yz), (x ∨ y) ∨ z ≡ x ∨ (y ∨ z), (x⊕ y)⊕ z ≡ x⊕ (y ⊕ z)

3) Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà ñ òàáëèöèòå çà èñòèííîñò, ÷å:

x⊕ y ≡ xy ∨ xy ≡ (x ∨ y)(x ∨ y)

4) Ñâîéñòâà íà îòðèöàíèåòî

xx ≡ 0, x ∨ x ≡ x ∨ 1, x⊕ x ≡ 1

5) Çàêîí çà äâîéíîòî îòðèöàíèå

x ≡ x

6) Ñâîéñòâà íà êîíñòàíòèòå

x · 0 ≡ 0, x · 1 ≡ x, x ∨ 0 ≡ x, x ∨ 1 ≡ 1, x⊕ 0 ≡ x, x⊕ 1 ≡ x
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7) Äèñòðèáóòèâíè ñâîéñòâà

(à) x(y ∨ z) ≡ xy ∨ xz,
(á) xy ∨ z ≡ (x ∨ z)(y ∨ z),
(â) (x⊕ y)z ≡ xz ⊕ yz.

8) Èäåìïîòåíòåíòíè ñâîéñòâà

xx ≡ x, x ∨ x ≡ x

9) Ñâîéñòâà íà îòðèöàíèåòî

xx ≡ 0, x ∨ x ≡ 1, x⊕ x ≡ 1

10) Çàêîíè íà Äå Ìîðãàí

xy ≡ x ∨ y, x ∨ y ≡ x · y
[2, ñòð. 30]

Çàäà÷à 95. Ïðîâåðåòå åêâèâàëåíòíè ëè ñà ôîðìóëèòå ϕ è ψ êàòî èçïîëç-
âàòå åêâèâàëåíòíè ïðåîáðàçîâàíèÿ íà ôîðìóëèòå.

à) ϕ = (x⊕ yz)→ (x→ (y → z)), ψ = x→ ((y → z)→ x);

á) ϕ = (x ∨ y.z)→ ((x→ y)→ (y ∨ z)→ x), ψ = (x→ y)→ (y → x);

â) ϕ = (x.y ∨ x.z)⊕ ((y → z)→ x.y), ψ = (x.(y.z)⊕ y)⊕ z;

ã) ϕ = x→ ((x.y → (x.z → y))→ y).z, ψ = x.(y → z).

ä) ϕ = ((x ∨ y)→ y.z) ∨ (y → x.z) ∨ (x→ (y → z)), ψ = (x→ y) ∨ z.

Ðåøåíèå.

à) Ùå íàïðàâèì åêâèâàëåíòíè ïðåîáðàçóâàíèÿ âúðõó äâåòå ôîðìóëè äî-
êàòî ïîëó÷èì åäèí è ñúù ðåçóëòàò.

ψ = x→ ((y → z)→ x)

≡ x ∨ (y → z ∨ x) ≡ 1

ϕ = (x⊕ yz)→ (x→ (y → z))

≡ (x ∨ yz)(x ∨ yz) ∨ x ∨ y ∨ z

≡ (x ∨ yz) ∨ (x ∨ yz) ∨ x ∨ y ∨ z
≡ x.yz ∨ xyz ∨ x ∨ y ∨ z ≡ x(y ∨ z) ∨ x ∨ y ∨ z
≡ x.y ∨ x.z ∨ x ∨ y ∨ z ≡ x.z ∨ x ∨ y ∨ z

≡ (x ∨ z) ∨ (x ∨ z) ∨ y ≡ 1 ∨ y ≡ 1.
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â) Ïðàâèì îòíîâî ñúùîòî.

ψ = (x.(y.z)⊕ y)⊕ z
≡ x(y ⊕ 1)(z ⊕ 1)⊕ y ⊕ z
≡ xyz ⊕ xy ⊕ xz ⊕ x⊕ y ⊕ z

ϕ = (xy ∨ xz)⊕ ((y → z)→ xy)

≡ (xy ∨ xz)⊕ (y ∨ z ∨ xy)

≡ xy ⊕ xz ⊕ (yz ⊕ xy)

≡ xy ⊕ xz ⊕ xyz ⊕ yz ⊕ xy
≡ xy ⊕ x⊕ xz ⊕ z ⊕ (x⊕ 1)y(z ⊕ 1)⊕ yz ⊕ y ⊕ xy ⊕ y
≡ x⊕ xz ⊕ z ⊕ (x⊕ 1)y(z ⊕ 1)⊕ yz⊕
≡ x⊕ xz ⊕ z ⊕ xyz ⊕ yz ⊕ xy ⊕ y ⊕ yz⊕
≡ xyz ⊕ xy ⊕ xz ⊕ x⊕ y ⊕ z.

8.2 Äèçþíêòèâíà íîðìàëíà ôîðìà

• Êîíþíêò íà ïðîìåíëèâèòå x1, x2, . . . , xn ïðåäñòàâëÿâà ñúæäèòåëíà ôîð-
ìóëà îò âèäà

xσ1
1 xσ2

2 · · ·xσnn ,

êúäåòî xσii = xi, àêî σi = 1 è xσii = xi, àêî σi = 0.

• Åäíà ñúæäèòåëíà ôîðìóëà Φ(x1, . . . , xn) å â äèçþíêòèâíà íîðìàëíà
ôîðìà (ÄÍÔ), àêî òÿ ïðåäñòàâëÿâà äèçþíêöèÿ îò êîíþíêòè íà íÿêîè
îò ïðîìåíëèâèòå íà Φ. Íàïðèìåð, ôîðìóëàòà

Φ(x, y, z) = xy ∨ zy

å â äèçþíêòèâíà ôîðìàëíà ôîðìà.

• Åäíà ñúæäèòåëíà ôîðìóëà Φ(x1, . . . , xn) å â ñúâúðøåíà äèçþíêòèâíà
íîðìàëíà ôîðìà (ÑÄÍÔ), àêî òÿ å å â ÄÍÔ è âñåêè êîíþíêò ó÷àñòâàò
âñè÷êèòå ïðîìåíëèâè x1, . . . , xn. Çà åäíà áóëåâà ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn),
ìîæåì äà íàìåðèì ôîðìóëà Φ(x1, . . . , xn) â ÑÄÍÔ åêâèâàëåíòíà íà íåÿ
ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Φ(x1, . . . , xn) =
∨

(σ1...σn)∈{0,1}n

f(σ1,...σn)=1

xσ1
1 xσ2

2 . . . xσnn .

[2, ñòð. 50]
Çàäà÷à 96. Ñ ïîìîùòà íà åêâèâàëåíòíè ïðåîáðàçóâàíèÿ ïîñòðîéòå ÄÍÔ
íà áóëåâèòå ôóíêöèè

xyz ∨ xz ∨ yz

à) f(x, y, z) = (x ∨ y ∨ z) · (xy ∨ z);
xyz ∨ xyz ∨ xyz

á) f(x, y, z) = (xy ⊕ z) · (xz → y);
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â) f(x, y, z) = (x ∨ yz) · (xy ∨ z) · (xy ∨ z);

ã) f(x, y, z, t) = (x ∨ yz.t)((x ∨ t)⊕ yz) ∨ y · (z ∨ xt);

ä) f(x, y, z, t) = (x→ y).(y → z).(z → xt);

Çàäà÷à 97. Ïî äàäåíà ÄÍÔ íà áóëåâàòà ôóíêöèÿ f ïîñòðîéòå íåéíàòà
ÑÄÍÔ.

1) f(x, y, z) = xy ∨ z;

2) f(x, y, z) = x.y ∨ yz ∨ zz;

3) f(x, y, z) = x ∨ yz ∨ x.z;

4) f(x, y, z) = x ∨ y ∨ xz;

5) f(x, y, z, t) = xyz ∨ xzt;

6) f(x, y, z, t) = xy ∨ yt ∨ zt.

Çàäà÷à 98. Ïðåäñòàâåòå â ÑÄÍÔ ñëåäíèòå áóëåâè ôóíêöèè:

1) f(x, y, z) = (x ∨ y)→ z;

2) f(x, y, z) = (01010001);

3) f(x, y, z) = (11001010);

4) f(x, y, z, t) = (x→ yzt)(z → xy);

5) f(x, y, z, t) = (x⊕ y)(z → yt);

8.3 Êëàñîâåòå T0 è T1

• Íåêà c ∈ {0, 1}. Êàçâàìå, ÷å áóëåâàòà ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) çàïàçâà êîí-
ñòàíòàòà c, àêî f(c, c, . . . , c) = c.

• Îçíà÷àâàìå ñ T0 ôóíêöèèòå, êîèòî çàïàçâàò êîíñòàíòàòà 0 è ñ T1 òåçè,
êîèòî çàïàçâàò êîíñòàíòàòà 1.

• Ñ Tn0 è Tn1 îçíà÷àâàìå òåçè ôóíêöèè, êîèòî ñà íà n ïðîìåíëèâè è ïðè-
íàäëåæàò íà T0 èëè T1 ñúîòâåòíî.

Çàäà÷à 99. Ïðèíàäëåæè ëè ôóíêöèÿòà f íà ìíîæåñòâîòî T1 \ T0 ?
Äà

à) f(x, y, z) = (x→ y)(y → z)(z → x);
Äà

á) f(x, y, z) = x→ (y → (z → x));
Äà

â) f(x, y, z) = xyz ∨ xy ∨ y;

Çàäà÷à 100. Ïðè êàêâè n ôóíêöèÿòà f(x1, . . . , xn) ïðèíàäëåæè íà T0 \T1?

1) f(x1, . . . , xn) = x1 ⊕ x2 ⊕ · · · ⊕ xn;

2) f(x1, . . . , xn) = (
⊕n−1

i=1 xixi+1)⊕ xnx1;

Òâúðäåíèå 12. Êëàñîâåòå T0 è T1 ñà çàòâîðåíè, ò.å. [T0] = T0 è [T1] = T1.
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8.4 Ñàìîäâîéíñòâåíè áóëåâè ôóíêöèè

• Íåêà å äàäåíà áóëåâàòà ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn). Äåôèíèðàìå áóëåâàòà ôóí-
êöèÿ f?(x1, . . . , xn) êàòî

f?(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn).

• Ùå íàðè÷àìå f? äâîéíñòâåíà ôóíêöèÿ íà f .

• Àêî f = f?, òî ùå íàðè÷àìå f ñàìîäâîéíñòâåíà ôóíêöèÿ.

• Ùå îçíà÷àâàìå ñ S ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ñàìîäâîéíñòâåíè áóëåâè ôóí-
êöèè, à ñ Sn òåçè íà n ïðîìåíëèâè.

Òâúðäåíèå 13. Êëàñúò íà ñàìîäâîéíñòâåíèòå ôóíêöèè å çàòâîðåí, ò.å.
[S] = S. Îñâåí òîâà, S $ F2.

Çàäà÷à 101. Ïðîâåðåòå äàëè ôóíêöèÿòà g å äâîéíñòâåíà íà f .
Äà

1) f(x, y) = x→ y, g(x, y) = x.y;
Íå

2) f(x, y) = (x→ y)→ (y → x),
g(x, y) = (x→ y).(y → x);

Äà

3) f(x, y, z) = xy → z,
g(x, y, z) = x.y.z;

4) f(x, y, z, t) = (x ∨ y ∨ z).t ∨ x.y.z,
g(x, y, z, t) = (x ∨ y ∨ z).t ∨ x.y.z;

5) f(x, y, z, t) = xy ∨ yz ∨ zt ∨ tx,
g(x, y, z, t) = xz ∨ yt;

6) f(x, y, z, t) = (x→ y).(z → t),
g(x, y, z, t) = (x→ z).(x→ t).(y → z).(y → t).

Çàäà÷à 102. Ïðîâåðåòå ñàìîäâîéíñòâåíà ëè å f .
Íå

à) f(x, y) = x ∨ y;
Íå

á) f(x, y) = x→ y;
Íå

â) f(x, y) = x⊕ y;
Äà

ã) f4(x, y, z) = xy ∨ yz ∨ zx;
Äà

ä) f5(x, y, z) = x⊕ y ⊕ z ⊕ 1;
Äà

å) f6(x, y, z) = xyz ⊕ xyz ⊕ yz ⊕ xz.
Íå

æ) f7(x, y, z) = xyz ⊕ xy ⊕ yz ⊕ xz;
Íå

ç) f(x, y, z) = (x→ y)⊕ (y → z)⊕ (y → x);
Íå

è) f(x, y, z) = (x→ y)⊕ (y → z)⊕ (z → x)⊕ z;
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Äîêàçàòåëñòâî.

xz à) á) â)
00 0 1 0
01 1 1 1

10 1 0 1
11 1 1 0

xyz ã) ä) å) æ) ç)
000 0 1 0 0 1
001 0 0 0 0 1
010 0 0 0 0 1
011 1 1 1 1 0

100 0 0 0 0 0
101 1 1 1 1 0
110 1 1 1 1 0
111 1 0 1 0 1

Çàäà÷à 103. Ïðîâåðåòå äàëè ôóíêöèÿòà f å ñàìîäâîéíñòâåíà, àêî å çàäà-
äåíà âåêòîðíî:

Äà

1) αf = (01001101);
Íå

2) αf = (01100110);

3) αf = (1100100101101100);

4) αf = (1110011100011000);

5) αf = (1100001100111100);

6) αf = (1001011010010110);

7) αf = (1100001110100101);

Çàäà÷à 104. Çàìåíåòå − â χf ñ 0 èëè 1 çà äà ïîëó÷èòå õàðàêòåðèñòè÷åí
âåêòîð íà ñàìîäâîéíñòâåíà ôóíêöèÿ.
à) χf = (1− 0−); á) χf = (01− 0− 0−−); â) χf = (−− 01−−11);

8.5 Ïîëèíîì íà Æåãàëêèí

• Ïîëèíîì íà Æåãàëêèí íà 2 ïðîìåíëèâè å ôîðìóëà îò âèäà:

a0 ⊕ a1x1 ⊕ a2x2 ⊕ a12x1x2,

êúäåòî a0, a1, a2, a12 ïðèåìàò ñòîéíîñòè 0 èëè 1.

• Ïîëèíîì íà Æåãàëêèí íà 3 ïðîìåíëèâè å ôîðìóëà îò âèäà:

a0 ⊕ a1x1 ⊕ a2x2 ⊕ a3x3 ⊕ a12x1x2 ⊕ a13x1x3 ⊕ a23x2x3 ⊕ a123x1x2x3,

êúäåòî a0, a1 . . . , a123 ïðèåìàò ñòîéíîñòè 0 èëè 1.

• Ïîëèíîì íà Æåãàëêèí íà n ïðîìåíëèâè å ôîðìóëà îò âèäà:

a0⊕
⊕

1≤i≤n

aixi⊕
⊕

1≤i<j≤n

aijxixj⊕
⊕

1≤i<j<k≤n

aijkxixjxk · · ·⊕a12...nx1x2 . . . xn,
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Òåîðåìà 7. Âñÿêà áóëåâà ôóíêöèÿ èìà åäèíñòâåí ïîëèíîì íà Æåãàëêèí.

Óïúòâàíå. Âñåêè ïîëèíîì íàÆåãàëêèí ïðåäñòàâÿ ðàçëè÷íà áóëåâà ôóí-
êöèÿ. Âñè÷êè ïîëèíîìè íà Æåãàëêèí íà n ïðîìåíëèâè ñà 22n . Âñè÷êè áó-
ëåâè ôóíêöèè íà n ïðîìåíëèâè ñà 22n .

Çàäà÷à 105. Ïî ìåòîäà íà íåîïðåäåëåíèòå êîåôèöèåíòè, íàìåðåòå ïîëè-
íîìà íà Æåãàëêèí íà ôóíêöèÿòà

à) f(x, y) = x ∨ y;

á) f(x, y, z) = x ∨ y ∨ z;

â) f(x, y, z) = x→ (y → z);

ã) f(x, y, z) = x(y ∨ z).

Äîêàçàòåëñòâî.

à) Ïîíåæå îáùèÿò âèä íà áóëåâàòà ôóíêöèÿ å f(x, y) = a0⊕a1x⊕a2y⊕a3xy,
òðÿáâà äà íàìåðèì êîåôèöèåíòèòå a0, a1, a2, a3.

a0 ⊕ a10⊕ a20⊕ a30 = 0 ∨ 0 = 0

a0 ⊕ a11⊕ a20⊕ a30 = 1 ∨ 0 = 1

a0 ⊕ a10⊕ a21⊕ a30 = 0 ∨ 1 = 1

a0 ⊕ a11⊕ a21⊕ a31 = 1 ∨ 1 = 1.

Ñëåäîâàòåëíî, x ∨ y ≡ x⊕ y ⊕ xy.

Çàäà÷à 106. Èçïîëçâàéêè åêâèâàëåíòíîñòè îò âèäà A = A ⊕ 1 è A ∨ B =
AB ⊕A⊕B, íàìåðåòå ïîëèíîìà íà Æåãàëêèí íà ôóíêöèÿòà:

1⊕ x⊕ xy

à) f(x, y) = x→ y;
1⊕ xy ⊕ xyz

á) f(x, y, z) = (x→ (y → z));
x⊕ z ⊕ xy ⊕ xz ⊕ xyz

â) f(x, y, z) = ((x→ y)→ z);
x⊕ z ⊕ xy ⊕ xz ⊕ xyz

ã) f(x, y, z) = (x→ (y → z)).((x→ y)→ z);

ä) f(x, y, z, t) = (x→ y)→ (z → xt);

å) f(x, y, z, t) = x ∨ (y → ((z → y)→ t);

æ) f(x, y, z, t) = (x ∨ y ∨ z)t ∨ xyz.

8.6 Ëèíåéíè ôóíêöèè

• Çíàåì, ÷å âñÿêà áóëåâà ôóíêöèÿ ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè ïî åäèíñòâåí íà-
÷èí ñ ïîëèíîì íà Æåãàëêèí.

• Âñÿêà áóëåâà ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) ñ ïîëèíîì íà Æåãàëêèí îò âèäà

a0 ⊕ a1x1 ⊕ a2x2 · · · ⊕ anxn

íàðè÷àìå ëèíåéíà.
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• Ùå îçíà÷àâàìå ñ L ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ëèíåéíè áóëåâè ôóíêöèè, à ñ
Ln òåçè íà n ïðîìåíëèâè.

Îòã. 2n

Çàäà÷à 107. Êîëêî ñà âñè÷êè ëèíåéíè áóëåâè ôóíêöèè íà n ïðîìåíëèâè?

Òâúðäåíèå 14. Êëàñúò íà ëèíåéíèòå ôóíêöèè å çàòâîðåí, ò.å. [L] = L.
Îñâåí òîâà, L $ F2.

Çàäà÷à 108. Ëèíåéíà ëè å ôóíêöèÿòà f ñ õàðàêòåðèñòè÷åí âåêòîð χf =
(1001011010010110)?

Çàäà÷à 109. Çàìåíåòå − â χf = (−110 − − − 0) ñ 0 èëè 1, òàêà ÷å äà
ïîëó÷èòå f ëèíåéíà.

Çàäà÷à 110. Ïðîâåðåòå äàëè f å ëèíåéíà ôóíêöèÿ.
Íå

1. f = x→ y;
Äà

2. f = x→ y ⊕ xy;
Íå

3. f = xy ∨ x.y ∨ z;
Íå

4. f = xyz ∨ xy;
Äà

5. f = (x ∨ yz)⊕ xyz;

6. f = (x ∨ yz)⊕ xyz;

7. χf = (11000011);

8. χf = (1001011001101001);

Çàäà÷à 111. Çàìåíåòå − â χf ñ 0 èëè 1, òàêà ÷å äà ïîëó÷èòå f ëèíåéíà.

à) χf = (10− 1);

á) χf = (100− 0−−−);

â) χf = (−001−−1−);

ã) χf = (11− 0−−− 1);

ä) χf = (−0− 1−−00);

å) χf = (−− 10−−−−0−−1− 110);

Äîêàçàòåëñòâî. à) (1001); á) f = 1⊕ x⊕ y ⊕ z; â) f = 1⊕ x⊕ y ⊕ z ; ã)
f = 1⊕ x⊕ y; ä) f = x⊕ y;

8.7 Ìîíîòîííè ôóíêöèè

• Íåêà α = (a1, a1, . . . , an) è β = (b1, b2, . . . , bn) ñà äâà áóëåâè âåêòîðà ñ
ðàâíà äúëæèíà. Äåôèíèðàìå ðåëàöèÿòà � ìåæäó òÿõ ïî ñëåäíèÿ íà÷èí. Òîâà íå å ëåêñèêîãðàôñêàòà

íàðåäáà!

α � β ↔ |α| = |β| ∧ (∀i ≤ |α|)[ai ≤ bi].

Åòî íÿêîëêî ïðèìåðà:
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� (0, 1, 0) � (0, 1, 1);

� (0, 1, 0) 6� (1, 0, 1);

� (1, 0, 1) 6� (0, 1, 0).

• Áóëåâàòà ôóíöèÿ f(x1, . . . , xn) íàðè÷àìå ìîíîòîííà, àêî

(∀α, β ∈ Jn2 )[α � β → f(α) ≤ f(β)].

• Ùå îçíà÷àâàìå ñ M ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ìîíîòîííè áóëåâè ôóíêöèè,
à ñ Mn òåçè íà n ïðîìåíëèâè.

Òâúðäåíèå 15. Êëàñúò íà ìîíîòîííèòå ôóíêöèè å çàòâîðåí, ò.å. [M ] = M .
Îñâåí òîâà, M $ F2.

Çàäà÷à 112. Ïðîâåðåòå ìîíîòîííè ëè ñà ôóíêöèèòå:
Äà

à) f(x, y) = x→ (y → x);
Íå

á) f(x, y) = x→ (x→ y);
Äà

â) f(x, y) = (x⊕ y)xy;
Äà

ã) f(x, y, z) = xy ⊕ yz ⊕ zx;
Íå

ä) f(x, y, z) = xy ⊕ yz ⊕ zx⊕ x;

Çàäà÷à 113. Çà íåìîíîòîííèòå ôóíêöèè f , íàìåðåòå ñúñåäíè α, β, òàêèâà
÷å α ≺ β è f(α) > f(β).

Îòã. α = (010), β = (110)

à) f = xyz ∨ xy;
Îòã. α = (010), β = (110)

á) f = x⊕ y ⊕ z;

â) f = xy ⊕ z;

ã) f = x ∨ yz;

ä) f = xz ⊕ yt;

å) f(x, y, z, t) = (xyt→ yz)⊕ t;

8.8 Ïúëíîòà è çàòâîðåíè êëàñîâå

• Íåêà F ⊆ F2 å ìíîæåñòâî îò áóëåâè ôóíêöèè. Ñ èíäóêöèÿ äåôèíèðàìå
ñëåäíàòà ðåäèöà çà âñÿêî n ∈ N:

F0 =F ∪ {Imk | m, k ∈ N, 1 ≤ k ≤ m}
Fn+1 =Fn ∪

{h | (∃f, g1 . . . gm ∈ Fn)[h(x1 . . . xk) = f(g1(x1 . . . xk), . . . , gm(x1 . . . xk)]},

Çàòâàðÿíåòî íà F ïî îòíîøåíèå íà ñóïåðïîçèöèÿ íàðè÷àìå ìíîæåñòâîòî:

[F ] =
⋃
n∈N

Fn.
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Îïðåäåëåíèå 4. Íåêà F ⊆ F2 å ìíîæåñòâî îò áóëåâè ôóíêöèè. F å ïúëíî
ìíîæåñòâî, àêî [F ] = F2. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å âñÿêà áóëåâà ôóíêöèÿ ìîæå äà
ñå ïðåäñòàâè êàòî ñóïåðïîçèöèÿ íà ôóíêöèè îò ìíîæåñòâîòî F . F ñå íàðè÷à
áàçèñ, àêî íå ñúùåñòâóâà G $ F , çà êîåòî [G] = F2.

Òåîðåìà 8 (Áóë). Ìíîæåñòâîòî {x ∨ y, x, x ∧ y} å ïúëíî.

Óïúòâàíå. Ùå äîêàæåì, ÷å çà âñÿêà áóëåâà ôóíêöèÿ f ∈ F2 å èçïúëíå-
íî, ÷å f ∈ [{x ∨ y, x, x ∧ y}]. Ùå ðàçãëåäàìå äâà ñëó÷àÿ.

• Íåêà f = 0. Òîãàâà f(x1, . . . , xn) ≡ x1 ∧ x1.

• Íåêà f 6= 0. Òîãàâà ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å Äà íàïîìíèì, ÷å x1 = x,
x0 = x

f(x1, . . . , xn) ≡
∨

a1,...,an:

f(a1,...,an)=1

xa11 . . . xann .

Ïðèìåð 17. Íåêà äà ôèêñèðàìå áóëåâèòå ôóíêöèè c(x, y) = x∧y, d(x, y) =
x ∨ y, n(x) = x. Áóëåâàòà ôóíêöèÿ

f(x, y, z) = xy ∨ z

ñå èçðàçÿâà ÷ðåç ñóïåðïîçèöèÿ íà ôóíêöèèòå c(x, y), d(x, y) è n(x) ïî ñëåä-
íèÿ íà÷èí:

f(x, y, z) ≡ n(d(c(n(x), y), z)).

Òåîðåìà 9 (Êðèòåðèé çà ïúëíîòà íà Ïîñò-ßáëîíñêèé). Íåêà P ⊆ F2 å
íåïðàçíî ìíîæåñòâî îò áóëåâè ôóíêöèè. Ìíîæåñòâîòî P å ïúëíî òîãàâà
è ñàìî òîãàâà, êîãàòî òî íå å ïîäìíîæåñòâî íà íèòî åäíî îò ìíîæåñòâàòà
T0, T1, S,M,L.

Ïðèìåð 18. Äà ïðîâåðèì äàëè ñëåäíîòî ìíîæåñòâî îò áóëåâè ôóíêöèè å
ïúëíî A = {xy, x ∨ y, x⊕ y ⊕ z ⊕ 1}. Ïðåñìÿòàìå çà âñÿêà îò ôóíêöèèòå íà
êîè îò ïåòòå êëàñà ïðèíàäëåæàò:

T0 T1 L S M
xy + + − − +
x ∨ y + + − − +

x⊕ y ⊕ z ⊕ 1 − − + + −

Îò òàáëèöàòà èìàìå, ÷å:

• x⊕ y ⊕ z ⊕ 1 6∈ T0. Ñëåäîâàòåëíî, A 6⊆ T0.

• x⊕ y ⊕ z ⊕ 1 6∈ T1. Ñëåäîâàòåëíî, A 6⊆ T1.

• xy 6∈ L. Ñëåäîâàòåëíî, A 6⊆ L.
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• xy 6∈ S. Ñëåäîâàòåëíî, A 6⊆ S.

• x⊕ y ⊕ z ⊕ 1 6∈M . Ñëåäîâàòåëíî, A 6⊆M .

Ñïîðåä êðèòåðèÿ íà Ïîñò-ßáëîíñêèé, ìíîæåñòâîòî A å ïúëíî.

Çàäà÷à 114. Ïúëíà ëè å ñèñòåìàòà îò ôóíêöèè?

à) A = {1, xy(x⊕ z)};

á) A = {x→ y, x⊕ y};

â) A = {0, x, x(y ⊕ z)⊕ yz};

ã) A = {x→ y, x→ yx, x⊕ y ⊕ z, 1};

ä) A = {y → x, x→ yx, x⊕ y ⊕ z, 0};

å) A = {y → xz, (y ∨ x→ x, x⊕ y ⊕ z, 1};

æ) A = {x⊕ z ⊕ 1, x→ y, x⊕ (y ∨ z)⊕ 1};

ç) A = {1, x, x(y ↔ z)⊕ x(y ⊕ z), x↔ y};

è) A = {x, x(y ↔ z)↔ yz, x⊕ y ⊕ z};

ê) A = {x, x(y ↔ z)↔ (y ∨ z), x⊕ y ⊕ z};

ë) A = {χf1 = (0110), χf2 = (11000011), χf3 = (10010110)};

ì) A = {χf1 = (11), χf2 = (00), χf3 = (00110101)};

Ðåøåíèå.

T0 T1 L S M
1 − + + − +

xy(x⊕ z) + − − − −

(à)

T0 T1 L S M
x→ y − + − − +
x⊕ y + − + − −

(á)

Çàäà÷à 115. Ïðîâåðåòå ïúëíî ëè å ìíîæåñòâîòî îò áóëåâè ôóíêöèè:
Äà

à) A = (S ∩M) ∪ (L \M);

á) A = ((L ∩M) \ T1) ∪ (S ∩ T1);

â) A = (L ∩M) ∪ (S \ T0);

ã) A = (L ∩ T1) ∪ (S ∩M);

ä) A = (M \ S) ∪ (L ∩ S);

å) A = (M \ T0) ∪ (L \ S);

æ) A = (M \ T0) ∪ (S \ L).
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Ðåøåíèå. Âúâ âñÿêà åäíà îò çàäà÷èòå òðÿáâà äà ïðîâåðèì äàëè A 6⊆ T0,
A 6⊆ T1, A 6⊆ S, A 6⊆M è A 6⊆ L.

à) Íåêà A = (S ∩M) ∪ (L \M).

• Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà f(x) = x ⊕ 1. Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å f ∈
L \M , îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å f ∈ A. Îáà÷å íèå èìàìå, ÷å f 6∈ T0, T1,M .
Ñëåäîâàòåëíî, A 6⊆ T0, T1,M .

• Äà ðàçãëåäàìå g(x, y) = x ⊕ y ⊕ 1. Çà íåÿ èìàìå, ÷å g ∈ A, çàùîòî
g ∈ L \M è îñâåí òîâà g 6∈ S.

• Îñòàíà äà ïðîâåðèì, ÷å A 6⊆ L. Äà ðàçãëåäàìå

h(x, y, z) = xy ⊕ yz ⊕ xz.

Òîãàâà h ∈ A, çàùîòî h ∈ S ∩M . ßñíî å, ÷å h 6∈ L.

á) Íåêà A = ((L ∩M) \ T1) ∪ (S ∩ T1).

• Àêî åäíà ôóíêöèÿ å ìîíîòîííà, íî íå çàïàçâà 1-öàòà, òî òîãàâà ñúñ
ñèãóðíîñò òàçè ôóíêöèÿ å êîíñòàíòàòà 0, ò.å.

(L ∩M) \ T1 = {0}.

• Àêî f ∈ S ∩ T1, òî òîâà îçíà÷àâà f(1, . . . , 1) = 1 è f(0, . . . , 0) = 0.
Ñëåäîâàòåëíî, S ∩ T1 ⊆ T0. Ïîëó÷àâàìå, ÷å A = {0} ∪ (S ∩ T1) ⊆ T0.

Ñëåäîâàòåëíî A íå å ïúëåí êëàñ.

â) Íåêà A = (L ∩M) ∪ (S \ T0).

• 0 ∈ L ∩M è ñëåäîâàòåëíî A 6⊆ T1;

• 1 ∈ L ∩M è ñëåäîâàòåëíî A 6⊆ T0;

• È äâåòå êîíñòàíòè ñà â L ∩M , íî êàêòî çíàåì, òå íå ñà ñàìîäâîéíñò-
âåíè. Ñëåäîâàòåëíî A 6⊆ S.

• Äà ðàçãëåäàìå

h(x, y, z) = xy ⊕ xz ⊕ yz ⊕ 1.

Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å h ∈ S \ T0, íî h 6∈ L. Ñëåäîâàòåëíî, A 6⊆ L.
Îñâåí òîâà, h 6∈M . Ñëåäîâàòåëíî, A 6⊆M .

ã) Íåêà A = (L ∩ T1) ∪ (S ∩ M). Àêî f ∈ S ∩ M , òî f íå å êîíñòàíòà
è f(1, . . . , 1) = 1. Ñëåäîâàòåëíî, f ∈ T1. Ïîëó÷àâàìå, ÷å S ∩M ⊆ T1.
Çàêëþ÷àâàìå, ÷å A ⊆ T1.

ä) Íåêà A = (M \ S) ∪ (L ∩ S).

• x⊕ 1 ∈ L∩ S, íî x⊕ 1 6∈ T0, T1. Ñëåäîâàòåëíî, A 6⊆ T0, T1. Îñâåí òîâà,
x⊕ 1 6∈M . È òàêà, A 6⊆M .

• Íåêà f(x, y) ≡ x ∨ y ≡ xy ⊕ x ⊕ y ⊕ 1. Èìàìå, ÷å f ∈ M \ S è f 6∈ L.
Ñëåäîâàòåëíî, A 6⊆ L è A 6⊆ S.
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å) Íåêà A = (M \ T0) ∪ (L \ S). Èìàìå, ÷å M \ T0 = {1}. Ñëåäîâàòåëíî,
A ⊆ L.

æ) Íåêà A = (M \ T0) ∪ (S \ L).

• Èìàìå, ÷å 1 ∈M \ T0. Ñëåäîâàòåëíî, A 6⊆ T0 è A 6⊆ S.
• Íåêà h(x, y, z) ≡ xy ⊕ xz ⊕ yz ⊕ 1. Òîãàâà h ∈ S \ L è h 6∈ T1, h 6∈ M .
Çàêëþ÷àâàìå, ÷å A 6⊆ T1,M,L.

Çàäà÷à 116. Ïðîâåðåòå äàëè ñèñòåìàòà îò ôóíêöèè A å áàçèñ?
Íå

à) A = {x→ y, x⊕ y, x ∨ y};
Äà

á) A = {x⊕ y ⊕ z, x ∨ y, 0, 1};
Íå, A ⊆ T1

â) A = {x⊕ y ⊕ yz, x⊕ y ⊕ 1};
Íå

ã) A = {xy ∨ z, xy ⊕ z, xy ↔ z};

Çàäà÷à 117. Íàìåðåòå âñè÷êè áàçèñè íà êëàñà A, êúäåòî:

à) A = {1, x, xy(x⊕ y), x⊕ y ⊕ xy ⊕ yz ⊕ zx};

á) A = {0, x⊕ y, x→ y, xy ↔ xz};

â) A = {0, 1, x⊕ y ⊕ z, xy ⊕ zx⊕ yz, xy ⊕ z, x ∨ y};

ã) A = {xy, x ∨ y, xy ∨ z, x⊕ y, x→ y}.

Çàäà÷à 118. Íàìåðåòå áðîÿ íà áóëåâèòå ôóíêöèè íà n ïðîìåíëèâè, êîèòî
ïðèíàäëåæàò íà ñëåäíèòå êëàñîâå:

22n−1

à) T0, T1;
22n−2

á) T0 ∩ T1

â) T0 ∪ T1

ã) T0 \ T1;
22n−1

ä) S;

å) T0 ∩ S, T1 ∩ S;

æ) T0 ∩ T1 ∩ S;

ç) S \ T0, S \ (T0 ∩ T1), S \ (T0 ∪ T1);
2n+1

è) L;

ê) T0 ∩ L, T1 ∩ L;

ë) T0 ∩ T1 ∩ L;

ì) M \ T1;

í) M \ T0;
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