
êúäåòî u ∈ Rn è f : R× Rn → Rn.
ßñíî å, ÷å àêî åäíà ôóíêöèÿ u(t) å ðåøåíèå íà äàäåíî ÎÄÓ, òî è âñÿêà

ôóíêöèÿ îò âèäà v(t) = u(t) + c çà íÿêîÿ êîíñòàíòà c ùå å ðåøåíèå, òúé êàòî
u′(t) ≡ v′(t). Òîãàâà, çà äà áúäå ðåøåíèåòî îïðåäåëåíî åäíîçíà÷íî, å íåîáõîäèìî
(ìàêàð è íå äîñòàòú÷íî) äà çíàåì ïîíå åäíà òî÷êà îò íåãî.

È òàêà, îáùàòà çàäà÷à, êîÿòî ùå ðàçãëåæäàìå, å ò.íàð. çàäà÷à íà
Êîøè:

du

dt
= f(t,u(t)), t ∈ (t0,+∞)

u(t0) = u0.

Ðåøåíèå íà çàäà÷àòà íà Êîøè íàðè÷àìå íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìà
ôóíêöèÿ u : R→ Rn, êîÿòî óäîâëåòâîðÿâà óðàâíåíèåòî è íà÷àëíîòî óñëîâèå.

2.4 Èäåÿ íà äèôåðåí÷íèòå ìåòîäè çà çàäà÷àòà íà

Êîøè çà ÎÄÓ îò ïúðâè ðåä

Êàêòî êàçàõìå, íàé-îáùî, çàäà÷àòà íà Êîøè çà îáèêíîâåíî äèôåðåíöèàëíî
óðàâíåíèå èëè ñèñòåìà îò ÎÄÓ îò ïúðâè ðåä èìà âèäà

du

dt
= f(t,u(t)), t ∈ (t0,+∞),

u(t0) = u0,
(2.5)

êúäåòî â îáùèÿ ñëó÷àé íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ u(t) å âåêòîðíà ôóíêöèÿ u : R→
Rn. Ùå ïðèåìàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f : R× Rn → Rn å äîñòàòú÷íî ãëàäêà, òàêà ÷å
ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî ðåøåíèå íà çàäà÷àòà íà Êîøè (2.5) è ìîãàò äà áúäàò
íàïðàâåíè èçïîëçâàíèòå ïî-íàòàòúê Òåéëúðîâè ðàçâèòèÿ íà f.

Êîìïþòúðúò, ðàçáèðà ñå, íå ìîæå äà ïðàâè áåçêðàéíè ïðåñìÿòàíèÿ. Ñ äðóãè
äóìè, òðÿáâà äà çíàåì äîêîãà äà èíòåãðèðàìå.

• Â íÿêîè çàäà÷è ùå èñêàìå äà íàìåðèì ðåøåíèåòî â ïðåäâàðèòåëíî èçâåñ-
òåí èíòåðâàë t ∈ [t0, T ].

• Â äðóãè çàäà÷è ìîæå äà èñêàìå äà èíòåãðèðàìå, äîêàòî å èçïúëíåíî ïðåä-
âàðèòåëíî çàäàäåíî óñëîâèå, íàïðèìåð äîêàòî ñòîéíîñòòà íà u ñòàíå 0.

• Â íÿêîè ïðîáëåìè èñêàìå äà çíàåì êàêâî å ïîâåäåíèåòî íà ðåøåíèÿòà ïðè
t→∞. Â òîçè ñëó÷àé òðÿáâà äà èíòåãðèðàìå äîòîãàâà, êîãàòî ñòàíå ÿñíî
êàêâî å ïîâåäåíèåòî çà äîñòàòú÷íî ãîëåìè âðåìåíà. Çàñåãà ùå îñòàâèì
òîçè äîñòà îáù îòãîâîð çà òîçè ñëó÷àé è ùå ñå âúðíåì íà íåãî ïî-êúñíî.

Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å ïðîìåíëèâèòå t è u ñà íåïðåêúñíàòè. Íàøàòà öåë
ùå áúäå äà ãè çàìåíèì ñ äèñêðåòíè, òàêà ÷å çàäà÷àòà äà áúäå ñâåäåíà äî àë-
ãåáðè÷íà è ñëåäîâàòåëíî äà ìîæå äà áúäå ðåøåíà ñ ïîìîùòà íà ñòàíäàðòíè
÷èñëåíè ìåòîäè. Îñíîâíèÿò âúïðîñ å êàê òàçè ½çàìÿíà� äà ñå íàïðàâè òàêà,
÷å äà ïîëó÷èì äîáðî ïðèáëèæåíèå íà ðåøåíèåòî íà îðèãèíàëíàòà çàäà÷à íà
Êîøè.

Âúâåæäàìå ìðåæàòà

ωh = {ti = t0 + ih, i = 0, n, n = (T − t0)/h}.
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Ùå òúðñèì ïðèáëèæåíèòå ñòîéíîñòè íà ðåøåíèåòî èìåííî â òî÷êèòå îò òàçè
ìðåæà. Ñòîéíîñòòà íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå â òî÷êàòà ti ùå áåëåæèì ñ yi, ò.å.
èñêàìå

yi ≈ u(ti) = ui.

æ

æ

æ

æ

t0 t1 ti tn
h

yi

Çà ïîñòðîÿâàíå íà ÷èñëåíà ñõåìà çà íàìèðàíå íà ñòîéíîñòèòå íà ïðèáëèæåíîòî
ðåøåíèå ìîæåì äà ïîäõîäèì, êàòî ïðèáëèæèì ïðîèçâîäíàòà â îðèãèíàëíàòà
äèôåðåíöèàëíà çàäà÷à (2.5), èçïîëçâàéêè íÿêîÿ îò ôîðìóëèòå (2.1), (2.2) èëè
(2.3).

2.5 Ìåòîäè íà Îéëåð

2.5.1 ßâåí è íåÿâåí ìåòîä íà Îéëåð

ßâíèÿò ìåòîä íà Îéëåð å íàé-ïðîñòèÿò ìåòîä çà ÷èñëåíî ðåøàâàíå íà ÎÄÓ.
Èçïîëçâàéêè ôîðìóëàòà (2.1), êîÿòî å èçâåñòíà êàòî ôîðìóëà çà ÷èñëåíî äè-
ôåðåíöèðàíå ñ ðàçëèêà íàïðåä:

u′(ti) ≈
u(ti + h)− u(ti)

h
=
u(ti+1)− u(ti)

h
.

È òàêà áèõìå ìîãëè äà ïðèáëèæèì äèôåðåíöèàëíàòà çàäà÷à (2.5) âúðõó ìðå-
æàòà ωh ñ àëãåáðè÷íàòà çàäà÷à

yi+1 − yi
h

= f(ti, yi), i = 0, n− 1,

y0 = u0.

Òîãàâà çà ïðåñìÿòàíèÿòà íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå ìîæåì äà èçïîëçâàìå ñõå-
ìàòà

y0 = u0, yi+1 = yi + hf(ti, yi), i = 0, n− 1. (2.6)

Çàäà÷à 7. Êàòî èçïîëçâàòå ÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð, ðåøåòå ìîäåëíîòî óðàâíå-
íèå

du

dx
= −10u, 0 < x ≤ 1,

u(0) = 1

ïðè n = 4, 20, 100 è ñðàâíåòå ñ òî÷íîòî ðåøåíèå

u(x) = e−10x.
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Ðåøåíèå. Çà êîíêðåòíàòà çàäà÷à, (2.6) äîáèâà âèäà

y0 = 1, yi+1 = yi − 10hyi, i = 0, n− 1.

Èìïëåìåíòèðàìå ÷èñëåíàòà ñõåìà â Mathematica.
In[137]:= explicitEulerMP[n_] := (

h = 1/ n;

y = Table[0, {n + 1}];

y[[1]] = 1;

For[i = 1, i < n + 1, i++,

y[[i + 1]] = y[[i]] - 10.* h* y[[i]]

];

y

)

Êàòî èçïîëçâàìå ðåàëèçèðàíàòà ôóíêöèÿ, ùå èçîáðàçèì ðåøåíèÿòà çà ðàç-
ëè÷íè ñòîéíîñòè íà n.

In[51]:= Animate[

exact[x_] := E^(-10 x);

plotExact = Plot[exact[x], {x, 0, 1}, PlotStyle → Red, PlotRange → All];

times = Table[i* 1/ n, {i, 0, n}];

appr = explicitEuler[n];

plotAppr = ListPlot[Transpose[{times, appr}], PlotMarkers → ●];

plotError = ListPlot[Transpose[{times, exact[times] - appr}], PlotRange → {{0, 1}, {0, 1}}, PlotMarkers → ●];

GraphicsRow[{Show[plotExact, plotAppr], plotError}],

{n, 4, 100, 4}]

Ðåøåíèÿòà çà n = 4, 10, 100 ñà ïîêàçàíè ïî-äîëó, êàòî ÷åðâåíàòà êðèâà èçîá-
ðàçÿâà òî÷íîòî ðåøåíèå.
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Ãðåøêèòå ïî àáñîëþòíà ñòîéíîñò â òî÷êèòå îò ìðåæàòà ωh ñà èçîáðàçåíè ïî-
äîëó:
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Âèæäàìå, ÷å ñ óâåëè÷àâàíå íà áðîÿ íà âúçëèòå ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå çàïî÷âà
äà ñå ïðèáëèæàâà êúì òî÷íîòî è ñúîòâåòíî àáñîëþòíàòà ãðåøêà ïî ìîäóë íà-
ìàëÿâà. Òîâà èëþñòðèðà ïúðâîòî âàæíî ñâîéñòâî, êîåòî èñêàìå äà ïðèòåæàâà
äàäåí ÷èñëåí ìåòîä � äà áúäå ñõîäÿù êúì òî÷íîòî ðåøåíèå, ò.å. ïðè n→∞
ãðåøêàòà äà êëîíè êúì 0.
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Íåÿâíèÿò ìåòîä íà Îéëåð ñå îñíîâàâà íà ôîðìóëàòà (2.2) çà ÷èñëåíî
äèôåðåíöèðàíå ñ ðàçëèêà íàçàä

u′(ti) ≈
u(ti)− u(ti − h)

h
=
u(ti)− u(ti−1)

h
.

Ñëåäîâàòåëíî àïðîêñèìàöèÿòà íà (2.5) èìà âèäà

yi − yi−1

h
= f(ti, yi), i = 1, n,

y0 = u0.

Òîãàâà çà ïðåñìÿòàíèÿòà íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå ìîæåì äà èçïîëçâàìå ñõå-
ìàòà

y0 = u0, yi = yi−1 + hf(ti, yi), i = 1, n. (2.7)

Çà äà ïîëó÷èì ñòîéíîñòòà íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå â ti, òðÿáâà äà ðåøèì
åäíî (â îáùèÿ ñëó÷àé íåëèíåéíî) óðàâíåíèå îòíîñíî yi, òúé êàòî yi ó÷àñòâà è
â äÿñíàòà ñòðàíà.

Çàäà÷à 8. Äà ñå ðåøè çàäà÷àòà íà Êîøè îò çàäà÷à 7, êàòî ñå èçïîëçâà íåÿâíèÿò
ìåòîä íà Îéëåð.

Ðåøåíèå. Çàïî÷âàéêè ñ íà÷àëíîòî óñëîâèå y0 = 1, íà âñÿêà ñëåäâàùà ñòúïêà
òðÿáâà äà ðåøèì óðàâíåíèåòî

yi = yi−1 − 10hyi, i = 1, n,

â êîåòî íåèçâåñòíîòî å yi. Çàñåãà ùå èçïîëçâàìå âãðàäåíàòà â Mathematica ôóí-
êöèÿ FindRoot, çà äà ðåøèì ñúîòâåòíèòå óðàâíåíèÿ.

Ïîâå÷åòî ìåòîäè çà ðåøàâàíå íà íåëèíåéíè óðàâíåíèÿ ñà èòåðàöèîííè è ñå
íóæäàÿò îò äîáðî íà÷àëíî ïðèáëèæåíèå. Åäèí âúçìîæåí íà÷èí äà ïîëó÷èì
òàêîâà å, êàòî èçïîëçâàìå ÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð:

yi,init = yi−1 − 10hyi−1.

Èìïëåìåíòèðàìå ÷èñëåíàòà ñõåìà â Mathematica.
In[21]:= implicitEulerMP[n_] := (

h = 1/ n;

y = Table[0, {n + 1}];

y[[1]] = 1;

For[i = 1, i < n + 1, i++,

initialGuess = y[[i]] + h*(-10) y[[i]];

y[[i + 1]] = yNew /. FindRoot[yNew ⩵ y[[i]] + h*(-10) yNew, {yNew, initialGuess}]

];

y

)

Ðåøåíèÿòà çà n = 4, 20, 100 ñà ïîêàçàíè ïî-äîëó, êàòî ÷åðâåíàòà êðèâà èçîá-
ðàçÿâà òî÷íîòî ðåøåíèå.
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Âèæäàìå îòíîâî, ÷å ïðè óâåëè÷àâàíå íà n ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå äîáëèæàâà
òî÷íîòî.

Çà ìàãèñòðèòå: Ñúùåñòâóâàò ðàçëè÷íè ÷èñëåíè ìåòîäè çà ïðèáëèæåíîòî
ðåøàâàíå íà àëãåáðè÷íè óðàâíåíèÿ. Íàé-÷åñòî èçïîëçâàíèÿò å ò.íàð. ìåòîä íà
Íþòîí èëè ìåòîä íà äîïèðàòåëíèòå. Òîé å èòåðàöèîíåí ìåòîä, ò.å. èìàéêè åäíî
íà÷àëíî ïðèáëèæåíèå x0 íà êîðåíà íà óðàâíåíèåòî

g(x) = 0,

ïîñòðîÿâàìå ðåäèöà x0, x1, x2, . . ., êîÿòî èñêàìå äà å ñõîäÿùà êúì òî÷íîòî ðå-
øåíèå.

1. Íåêà èìàìå åäíî ïúðâîíà÷àëíî ïðèáëèæåíèå x0. Äà ïîñòðîèì äîïèðàòåë-
íàòà êúì ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà g(x) â òî÷êàòà (x0, g(x0)). Èìàìå

g′(x0) = tgϕ =
g(x0)− 0

x0 − x1

Òîãàâà

x1 = x0 −
g(x0)

g′(x0)

2. Àíàëîãè÷íî íàìèðàìå ñëåäâàùèòå ïðèáëèæåíèÿ ïî ôîðìóëàòà

xi+1 = xi −
g(xi)

g′(xi)
, i = 0, 1, . . .

xixi+1

3. Ïðàâèì òîâà, äîêàòî ðàçëèêàòà â äâå ñúñåäíè ïðèáëèæåíèÿ ñòàíå ïî-
ìàëêà îò ε (îòíàïðåä çàäàäåíà òî÷íîñò) èëè íàäõâúðëèì ïðåäâàðèòåëíî
çàäàäåí áðîé èòåðàöèè.
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Ïðèëàãàìå ïðèìåðíà èìïëåìåíòàöèÿ íà ìåòîäà:
In[23]:= Newton[g_, x0_, tol_, maxIter_] := (

xCurrent = x0;

xNext = xCurrent - g[xCurrent]/ g'[xCurrent];

iter = 1;

While[Abs[xCurrent - xNext] ≥ tol && iter < maxIter,

xCurrent = xNext;

xNext = xCurrent - g[xCurrent]/ g'[xCurrent];

iter++;

];

xNext

)

Òîãàâà, èìàéêè ïðåäâèä, ÷å óðàâíåíèåòî, êîåòî ðåøàâàìå íà âñÿêà ñòúïêà
îò íåÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð çà çàäà÷àòà íà Êîøè îò çàäà÷à 7, èìà âèäà

g(x) := x− yi−1 + 10hx = 0,

ìîäèôèöèðàìå ïðîãðàìàòà, ïðåäëîæåíà â ïðåäõîäíàòà çàäà÷à:
In[27]:= implicitEulerWithNewtonMP[n_] := (

h = 1/ n;

y = Table[0, {n + 1}];

y[[1]] = 1;

For[i = 1, i < n + 1, i++,

initialGuess = y[[i]] + h*(-10) y[[i]];

LS[yNew_] := yNew - ( y[[i]] + h*(-10) yNew);

y[[i + 1]] = Newton[LS, initialGuess, 0.0000001, 100]

];

y

)

2.5.2 Ëîêàëíà è ãëîáàëíà ãðåøêà íà àïðîêñèìàöèÿ, ñõî-

äèìîñò, À-óñòîé÷èâîñò, ìîíîòîííîñò

ßñíî å, ÷å çà äà ìîæåì äà èçïîëçâàìå íà ïðàêòèêà ðàçãëåæäàíèòå ÷èñëåíè ìå-
òîäè, òðÿáâà äà çíàåì íåùî çà ãðåøêàòà, êîÿòî ïîëó÷àâàìå ïðè ïðèáëèæåíîòî
ðåøàâàíå íà ñúîòâåòíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå.

Ïðè ÷èñëåíîòî ðåøàâàíå íà îðèãèíàëíàòà äèôåðåíöèàëíà çàäà÷à èìà äâà
èçòî÷íèêà íà ãðåøêà:

• ãðåøêà îò àïðîêñèìàöèÿ - ïîðàäè ôàêòà, ÷å âìåñòî îðèãèíàëíàòà äèôå-
ðåíöèàëíà çàäà÷à, ðåøàâàìå ïðèáëèæåíà àëãåáðè÷íà çàäà÷à;

• ãðåøêà îò çàêðúãëÿâàíå - ïîðàäè ïðåäñòàâÿíåòî íà ÷èñëàòà â êîìïþòúðà.
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