
2.8 Íÿêîè ïðèëîæåíèÿ íà ÷èñëåíèòå ìåòîäè çà

ðåøàâàíå íà ÎÄÓ

Ùå ðàçãëåäàìå íÿêîëêî ïðèìåðà, íà áàçàòà íà êîèòî ùå èëþñòðèðàìå ïðèëî-
æåíèåòî íà ðàçãëåæäàíèòå ìåòîäè íà ïðàêòèêà.

2.8.1 Àíèìàöèÿ íà òîï÷å, çàêà÷åíî íà ïðóæèíà

Ùå ìîäåëèðàìå ïîâåäåíèåòî íà òîï÷å, çàêà÷åíî íà åëàñòè÷íà ïðóæèíà. Íà
òîï÷åòî ìó äåéñòâàò 2 ñèëè � ñèëàòà íà òåæåñòà Fm = mg è åëàñòè÷íàòà ðåàêöèÿ
íà ïðóæèíàòà Fe. Ïîñëåäíàòà ìîæå äà ñå îïèøå ÷ðåç çàêîíà íà Õóê Fe = −kx,
êúäåòî k å êîåôèöèåíòúò íà åëàñòè÷íîñò, à x å îòìåñòâàíåòî íà òîï÷åòî. Îò
âòîðèÿ çàêîí íà Íþòîí å èçâåñòíî, ÷å:

ma = Fm + Fe,

mx′′ = mg − kx,

x′′ = g − k

m
x.

Òàêà ïîëó÷èõìå ñëåäíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò âòîðè ðåä:

x′′ = g − k

m
x.

Çà äà àíèìèðàìå ïîâåäåíèåòî òîï÷åòî â äàäåí âðåìåâè èíòåðâàë (íàïðèìåð
0 < t ≤ 10), ñà íè íåîáõîäèìè 2 íà÷àëíè óñëîâèÿ. Íåêà òîï÷åòî â ìîìåíò 0 ñå
íàìèðà â ïîçèöèÿ 0 è íà÷àëíàòà ìó ñêîðîñò å 0. Òàêà ïîëó÷àâàìå çàäà÷àòà:

x′′ = g − k

m
x, 0 < t ≤ 10,

x(0) = 0,

x′(0) = 0.

Ùå ñâåäåì çàäà÷àòà îò âòîðè ðåä êúì çàäà÷à íà Êîøè çà ñèñòåìàòà ÎÄÓ îò
ïúðâè ðåä. Çà öåëòà ùå ïîëîæèì x′ = v, êîåòî âîäè äî ñëåäíàòà åêâèâàëåòíà
çàäà÷à:

x′ = v, 0 < t ≤ 10,

v′ = g − k

m
x, 0 < t ≤ 10,

x(0) = 0,

v(0) = 0.

(2.1)

Àêî îçíà÷èì u := (x, v), òî òîãàâà çàäà÷àòà ìîæå äà ñå çàïèøå è êàòî

du

dt
=

[
v

g − k
m
x

]
, 0 < t ≤ 10,

u(0) = 0.

Ïðèìåðíà èìïëåìåíòàöèÿ íà ðåøåíèåòî å ïðåäñòàâåíà ïî-äîëó:
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In[67]:= Clear[x, t];

exact[t_] = x[t] /. DSolve[{x''[t] ⩵ 9.8 - x[t], x[0] ⩵ 0, x'[0] ⩵ 0}, x[t], t][[1]];

h = 0.01;

t = Table[i* h, {i, 0, 10/ h}];

f[x_, p_] := {p[[2]], 9.8 - 1* p[[1]]}

apprPos = AB4[f, h, 0, 10, {0, 0}][[All, 2, 1]];

ballSpring[pos_, x_] := {Circle[{x, -pos}, 0.5], Line[{{x, -pos}, {x, 0}}]}

Animate[Graphics[{ballSpring[exact[t[[i]]], 4.5],

ballSpring[apprPos[[i]], 5.5]},

PlotRange → {{0, 10}, {-22, 0}}, Axes → True],

{i, 1, Length[t], 1}]

Ðåçóëòàòè îò åêñïåðèìåíòèòå â 5 ðàçëè÷íè ìîìåíòà îò âðåìå ñà ïîêàçàíè
ïî-äîëó. Ëÿâîòî òîï÷å å àíèìèðàíî, èçïîëçâàéêè òî÷íîòî ðåøåíèå íà (2.1), à
äÿñíîòî � èçïîëçâàéêè ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå, íàìåðåíî ïî ìåòîäà íà Àäàìñ-
Áàøôîðò îò ÷åòâúðòè ðåä.
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2.8.2 Àíàëèç íà ôîðìàòà íà îñåâî-ñèìåòðè÷íà êàïêà.

Ìåòîäúò íà Àäàìñ�Áàøôîðò äàòèðà îò êðàÿ íà 19-òè âåê, êàòî ïúðâî òîé å
áèë ïðèëîæåí çà îïðåäåëÿíå ïðîôèëà íà êàïêà îò äàäåí ôëóèä. Åòî çàùî íèå
ùå ãî èëþñòðèðàìå èìåííî âúðõó òàçè çàäà÷à.

Ðàçãëåæäàìå ñèñòåìàòà

dr

ds
= cosϕ,

dz

ds
= sinϕ,

dϕ

ds
= 2b+ cz − sinϕ

r
,

êîÿòî îïèñâà ïðîôèëà íà êàïêà, âèñÿùà îò äàäåí êàïèëÿð, ïîä äåéñòâèåòî íà
ãðàâèòàöèÿòà. Ïðîôèëúò ñå îïèñâà êàòî ïàðàìåòðè÷íà êðèâà l = (r(s), z(s)),
êîÿòî å ïàðàìåòðèçèðàíà ïî äúëæèíàòà íà äúãàòà, s, èçìåðåíà îò âúðõà íà
êàïêàòà êúäåòî ϕ å úãúëúò, êîéòî äîïèðàòåëíàòà â ñúòîâåòíàòà òî÷êà ñêëþ÷âà
ñ àáñöèñíàòà îñ. Ïàðàìåòúðúò b îïèñâà êðèâèíàòà âúâ âúðõà íà êàïêàòà, à c å
ïàðàìåòúð, êîéòî õàðàêòåðèçèðà âåùåñòâîòî.
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Íà÷àëíèòå óñëîâèÿ ñà r(0) = z(0) = ϕ(0) = 0. Äà îòáåëåæèì, ÷å ñèñòåìàòà
èìà îñîáåíîñò ïðè s = 0, òúé êàòî äÿñíàòà ñòðàíà íà ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå íå
å äåôèíèðàíà. Ìîæå äà ñå ïîêàæå îáà÷å, ÷å äÿñíàòà ãðàíèöà ñúùåñòâóâà è

dϕ

ds

∣∣∣∣
0+

= b.

Òîãàâà å åñòåñòâåíî äà ïðèåìåì ïîñëåäíîòî êàòî äåôèíèöèÿ íà äÿñíàòà ñòðàíà
çà s = 0.

Çà äà ìîæåì äà èçïîëçâàìå âå÷å íàïèñàíàòà â Mathematica ôóíêöèÿ AB4,
ïúðâî òðÿáâà äà çàïèøåì ñèñòåìàòà êàòî åäíî âåêòîðíî óðàâíåíèå. Ïîëàãàéêè
u = (r, z, ϕ)T è f(u) = (f1, f2, f3)

T , êúäåòî

f1(u) = cosϕ,

f2(u) = sinϕ,

f3(u) =

{
2b+ cz − sinϕ

r
, s > 0

b, s = 0
.

ïîëó÷àâàìå ñèñòåìàòà
du

dt
= f(u), s > 0,

u(0) = (0, 0, 0)T .

Êàêòî êàçàõìå, ùå èçïîëçâàìå ôóíêöèÿòà AB4 çà íåéíîòî ðåøàâàíå, êàòî
ìàëêî ùå ÿ ìîäèôèöèðàìå. Òîâà ñå íàëàãà, ïðåäâèä ôàêòà, ÷å îáèêíîâåíî çà-
äà÷àòà å ñêàëèðàíà òàêà (ò.å. ñà èçáðàíè òàêèâà ìåðíè åäèíèöè), ÷å ðàäèóñúò
íà êàïèëÿðà äà áúäå åäèíèöà. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å òðÿáâà äà èíòåãðèðàìå, äîêàòî
r ñòàíå 1.

Âçåìàéêè ïðåäâèä, ÷å êàïêàòà å îñåâî-ñèìåòðè÷íà, òî å äîñòàòú÷íî äà âçå-
ìåì ñàìî ïîëîâèíàòà îò íåÿ.

Ïðèëàãàìå ïî-äîëó ìîäèôèöèðàíèÿ êîä, çàåäíî ñ ïðèëîæåíèåòî ìó çà îïðå-
äåëÿíå íà ïðîôèëà íà êàïêàòà ïðè ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå b = 1.84366 è
c = −2.9.
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In[7]:= AB4@f_, u0_, h_D :=

y = Table@0, 84<D;

fi = Table@0, 84<D; H*list of values of the right-hand side f*L
y@@1DD = u0;

H*Compute the first approximate values, using the RK4 method*L
ForBi = 1, i £ 3, i++,

k1 = h f@y@@iDDD;

k2 = h f@y@@iDD + k1 � 2D;

k3 = h f@y@@iDD + k2 � 2D;

k4 = h f@y@@iDD + k3D;

y@@i + 1DD = y@@iDD +
1

6
Hk1 + 2 k2 + 2 k3 + k4L;

fi@@i + 1DD = f@y@@i + 1DDD;

F;

i = 4;

H*Compute the remaining values, using the AB4 formula*L
WhileBy@@i, 1DD £ 1,

y = AppendBy,

y@@iDD +
h

24
H55 fi@@iDD - 59 fi@@i - 1DD + 37 fi@@i - 2DD - 9 fi@@i - 3DDLF;

fi = Append@fi, f@y@@i + 1DDDD;

i++;

F;

y

In[8]:= b = 1 � 0.5424

c = -2.9;

f@u_D := :
Cos@u@@3DDD,

Sin@u@@3DDD,

IfBu@@1DD ¹ 0, 2 b + c u@@2DD -
Sin@u@@3DDD

u@@1DD
, bF

>
res = AB4@f, 80, 0, 0<, 0.01D;

ListPlot@Table@8res@@i, 1DD, res@@i, 2DD<, 8i, 1, Length@resD<D,

AspectRatio ® AutomaticD

Â ðåçóëòàò îò èçïúëíåíèåòî íà ãîðíèÿ êîä, ïîëó÷àâàìå ñëåäíèÿ ïðîôèë íà
êàïêà.
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Out[12]=
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Ðåøàâàíåòî íà ãîðíàòà ñèñòåìà ÎÄÓ å ÷àñò îò ò.íàð. Axisymmetric Drop
Shape Analysis. Òîâà å ìåòîä, íà áàçàòà íà êîéòî ðàáîòÿò ìíîãî óðåäè çà
îïðåäåëÿíå íà ïîâúðõíîñòíî íàïðåæåíèå íà òå÷íîñòè (òåíñèîìåòðè).

Ïîâúðõíîñòíîòî íàïðåæåíèå å õàðàêòåðèñòèêà íà òå÷íîñòèòå, êîÿòî ãè
êàðà äà âúçïðèåìàò ôîðìà, ïðè êîÿòî ïîâúðõíîñòòà èì å ìèíèìàëíà. Íàïðà-
âàòà íà èçìåðâàòåëíè óðåäè çà èçìåðâàíå íà ïîâúðõíîñòíî íàïðåæåíèå å
ãîëÿìà èíäóñòðèÿ. Çà òàçè öåë êàïêà îò äàäåíî âåùåñòâî ñå ïóñêà îò êàïè-
ëÿð. Íà êàïêàòà ñå ïðàâè ñíèìêà, êîÿòî ñå äèãèòàëèçèðà è òàêà ïðîôèëúò
ñå îïèñâà ñ ìíîæåñòâî îò òî÷êè (çàðàäè ñèìåòðèÿòà ðàçãëåæäàìå ñàìî ïî-
ëîâèíàòà).
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Îò äðóãà ñòðàíà, îò÷èòàéêè ñèëèòå, äåéñòâàùè âúðõó êàïêàòà, êàêòî
âèäÿõìå, ìîæå äà ñå îïðåäåëè ïðîôèëúò ïðè çàäàäåíè ïàðàìåòðè. Ñîôòóå-
ðúò, óïðàâëÿâàù óðåäèòå, îïðåäåëÿ ñòîéíîñòòà íà ïàðàìåòðèòå (â ÷àñòíîñò
ïàðàìåòúðúò c, â êîéòî ó÷àñòâà ïîâúðõíîñòíîòî íàïðåæåíèå) òàêà, ÷å åêñ-
ïåðèìåíòàëíèÿò è òåîðåòè÷íèÿò ïðîôèë äà ñúâïàäàò.

2.8.3 Ðåøàâàíå íà òâúðäè çàäà÷è.

Íåêà ðàçãëåäàìå çàäà÷àòà íà Êîøè

du

dt
= λ(−u+ sin t), 0 < t ≤ 10,

u(0) = 0,

èìàùà òî÷íî ðåøåíèå

u(t) =
λ

1 + λ2
e−λt +

λ2

1 + λ2
sin t− λ

1 + λ2
cos t.

Äà ðåøèì çàäà÷àòà ïðè λ = 1000000. Ïúðâàòà íè èäåÿ ìîæå äà áúäå äà
èçïîëçâàìå ÿâåí ìåòîä, ïîðàäè îòíîñèòåëíàòà ïðîñòîòà è áúðçîäåéñòâèå ñïðÿìî
íåÿâíèòå. Íåêà ïðèëîæèì íàïðèìåð ìåòîäà íà Ðóíãå-Êóòà îò ÷åòâúðòè ðåä.

In[24]:= Λ = 1 000 000;

f@t_, y_D := Λ H-y + Sin@tDL;

y = RK4@f, 0, 0.0001, 0, 10D;

plotAppr = ListLinePlot@Table@8t@@i + 1DD, y@@i + 1DD<, 8i, 0, n<DD;

c =
Λ

1 + Λ2
;

plotExact = PlotBc E-Λ t
+

Λ2

1 + Λ2
Sin@tD -

Λ

1 + Λ2
Cos@tD, 8t, 0, 10<, PlotStyle ® RedF;

Show@plotAppr, plotExactD

Äà îòáåëåæèì, ÷å ñìå èçïîëçâàëè äîñòà ìàëêà ñòúïêà � 10−4. Ðåçóëòàòúò îò
èçïúëíåíèåòî íà ãîðíèÿ êîä å ñëåäíèÿò:
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Out[30]=

0.001 0.002 0.003 0.004

2 ´ 10251

4 ´ 10251

6 ´ 10251

8 ´ 10251

ßñíî å, ÷å ïðè÷èíàòà çà ïîëó÷åíèÿ ðåçóëòàò å óñëîâíàòà óñòîé÷èâîñò íà
ìåòîäà. Çà êîíêðåòíàòà çàäà÷à óñëîâèåòî çà óñòîé÷èâîñò îçíà÷àâà, ÷å ñòúïêàòà
òðÿáâà äà å òâúðäå ìàëêà, çà äà áúäå ìåòîäúò óñòîé÷èâ, êîåòî ãî ïðàâè íà
ïðàêòèêà íåïðèëîæèì.

Òîâà å ïðèìåð çà ò.íàð. òâúðäè çàäà÷è. Åñòåñòâåí ïîäõîä òîãàâà å äà îïèòà-
ìå äà ðåøèì çàäà÷àòà ñ íåÿâåí ìåòîä. Ùå èçïðîáâàìå íåÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð
çà öåëòà.

Λ = 1 000 000;

f@t_, y_D := Λ H-y + Sin@tDL;

y = implicitEuler@f, 0, 0.1, 0, 10D;

plotAppr = ListPlot@Table@8t@@i + 1DD, y@@i + 1DD<, 8i, 0, n<D,

PlotRange ® AllD;

c =
Λ

1 + Λ2
;

plotExact = PlotBc E-Λ t
+

Λ2

1 + Λ2
Sin@tD -

Λ

1 + Λ2
Cos@tD, 8t, 0, 10<, PlotStyle ® RedF;

Show@plotAppr, plotExact, PlotRange ® AllD
Ðåçóëòàòúò (ïðè èçïîëçâàíà ñòúïêà h = 0.1) å ñëåäíèÿò:

2 4 6 8 10

-1.0

-0.5

0.5

1.0
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Âèæäàìå, ÷å äîðè íåÿâíèÿò ìåòîä íà Îéëåð, êîéòî èìà ïúðâè ðåä íà ñõî-
äèìîñò, ñå ñïðàâÿ äîáðå ñ ðåøàâàíåòî íà çàäà÷àòà.

2.8.4 Ðåøàâàíå íà íåóñòîé÷èâè ïî íà÷àëíè äàííè çàäà÷è.

Íåêà ðàçãëåäàìå çàäà÷àòà íà Êîøè

d2u

dt2
− 10

du

dt
− 11u = 0, 0 < t ≤ 10,

u(0) = 1,

u′(0) = −1

èìàùà òî÷íî ðåøåíèå
u(t) = e−t.

Áåç çíà÷åíèå êîé îò ìåòîäèòå ïðèëîæèì çà çàäà÷àòà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå
ùå ñå ðàçëè÷àâà ìíîãî îò òî÷íîòî îò íÿêàêâî ìÿñòî íàòàòúê. Íàïðèìåð çà
÷åòèðèñòúïêîâèÿ ìåòîä íà Àäàìñ�Áàøôîðò ñúñ ñòúïêà h = 0.001 ïîëó÷àâàìå
ñëåäíèÿ ðåçóëòàò:

Out[ ]=

2 4 6 8 10

-0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Out[ ]=

2 4 6 8 10

-2.0×1030

-1.5×1030

-1.0×1030

-5.0×1029

Ðåçóëòàòèòå îò ðåøàâàíåòî íà òàçè çàäà÷à ñà ëîøè, òúé êàòî çàäà÷àòà å
íåóñòîé÷èâà ïî íà÷àëíè äàííè. Òîâà çíà÷è, ÷å àêî ïðîìåíèì ìàëêî íà÷àëíîòî
óñëîâèå (íàïðèìåð u(0) = 0.999999), ðåøåíèåòî ñå ïðîìåíÿ ìíîãî:

Out[ ]=

0.5 1.0 1.5 2.0

-0.5

0.5

1.0

Òúé êàòî ïðè ðåøàâàíå íà çàäà÷àòà ïðèáëèæåíî íà âñÿêà ñòúïêà âíàñÿìå ãðåø-
êà, òî íå å âúçìîæíî äà âúçñòàíîâèì ðåøåíèåòî â äîñòàòú÷íî ãîëÿì èíòåðâàë.
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2.8.5 Ñðàâíåíèå íà ìåòîäèòå çà ÷èñëåíî ðåøàâàíå íà ÎÄÓ

Â íàñòîÿùèÿ ïàðàãðàô ùå íàïðàâèì åäíî êðàòêî ñðàâíåíèå íà áàçà íà íÿêîëêî
ïðèçíàêà ìåæäó ìåòîäèòå çà ÷èñëåíî ðåøàâàíå íà ÎÄÓ, áåç äà ïðåòåíäèðàìå
çà êàêâàòî è äà å èç÷åðïàòåëíîñò.

1. ßâíè ìåòîäè

(à) Ìåòîä íà Îéëåð

+ Áúðçè è ëåñíè çà èìïëåìåíòèðàíå

- Áàâíî ñõîäÿùè.

(á) Ìåòîäè íà Ðóíãå-Êóòà

+ Ñúùåñòâóâàò ìåòîäè ñ âèñîê ðåä íà ñõîäèìîñò

+ Ïî-äîáðè ñâîéñòâà îò ãëåäíà òî÷êà íà óñòîé÷èâîñò ñïðÿìî ìåòî-
äèòå íà Àäàìñ-Áàøôîðò

+ Óäîáíè ñà â ñëó÷àè, êîãàòî èñêàìå äà èçïúëíèì äàäåíà òî÷íîñò
è çà èçïîëçâàíå ñ àäàòèâåí èçáîð íà ñòúïêàòà

- Ïî-áàâíè îò ìåòîäèòå íà Àäàìñ-Áàøôîðò

(â) Ìåòîäè íà Àäàìñ-Áàøôîðò

+ Ñúùåñòâóâàò ìåòîäè ñ âèñîê ðåä íà ñõîäèìîñò

+ Ïî-áúðçè ñïðÿìî ìåòîäèòå íà Ðóíãå-Êóòà

+ ×åñòî ñå êîìáèíèðàò ñ íåÿâíèòå ìåòîäè íà Àäàìñ-Ìóëòîí êàòî
ïðåäèêòîðíî-êîðåêòîðåí ìåòîä

- Ïî-ëîøè ñâîéñòâà îò ãëåäíà òî÷êà íà óñòîé÷èâîñò ñïðÿìî ìåòî-
äèòå íà Ðóíãå-Êóòà

2. ßâíè ñðåùó íåÿâíè ìåòîäè

� ßâíèòå ìåòîäè ñà çíà÷èòåëíî ïî-áúðçè.

� Çà òâúðäè çàäà÷è ÿâíèòå ìåòîäè ñà ïðàêòè÷åñêè íåïðèëîæèìè.

� ×åñòî íåÿâíèòå ìåòîäè ñå èçïîëçâàò çàåäíî ñ ÿâåí ìåòîä â äâîéêà
ïðåäèêòîð-êîðåêòîð.

Íà áàçà íà ãîðíîòî ñðàâíåíèå îùå âåäíúæ ùå ïîä÷åðòàåì, ÷å ïîçíàâàíåòî
íà ðàçëè÷íè ìåòîäè íè ïîçâîëÿâà äà èçïîëçâàìå ìåòîä, êîéòî å ïîäõîäÿù, îò
ãëåäíà òî÷êà íà èçèñêâàíèÿòà íà êîíêðåòíàòà ïðèëîæíà çàäà÷à, êîÿòî ðåøà-
âàìå.
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