
Ãëàâà 3

×èñëåíè ìåòîäè çà ãðàíè÷íè

çàäà÷è çà ÎÄÓ îò âòîðè ðåä

3.1 Ãðàíè÷íà çàäà÷à îò âòîðè ðåä

Ðàçãëåæäàìå çàäà÷àòà:

−(p(t)u′(t))′ + q(t)u(t) = f(t),

u(0) = µ1, u(L) = µ2.
(3.1)

Òîâà å åäíà ãðàíè÷íà çàäà÷à çà ÎÄÓ îò âòîðè ðåä. Êàêòî ñïîìåíàõìå ïî-ðàíî,
çà äà ïîëó÷èì åäèíñòâåíî ðåøåíèå, òðÿáâà äà ñà íàëîæåíè äâå äîïúëíèòåëíè
óñëîâèÿ çà ôóíêöèÿòà. Â òàçè çàäà÷à ñà íàëîæåíè äâå óñëîâèÿ â êðàèùàòà
íà èíòåðâàëà, â êîéòî ðåøàâàìå çàäà÷àòà. Òåçè óñëîâèÿ ñå íàðè÷àò ãðàíè÷íè
óñëîâèÿ. Èìà ðàçëè÷íè âèäîâå ãðàíè÷íè óñëîâèÿ � îò ïúðâè, âòîðè è òðåòè ðîä.
Â ñëó÷àÿ ñìå èçáðàëè ãðàíè÷íè óñëîâèÿ îò ïúðâè ðîä (óñëîâèÿ çà ñòîéíîñòèòå
íà ôóíêöèÿòà). Ïî-íàòàòúê ùå ðàçãëåäàìå óñëîâèÿ îò âòîðè è òðåòè ðîä.

Oáùèÿò âèä íà ÎÄÓ îò âòîðè ðåä å ñëåäíèÿò:

a0u
′′(t) + a1u

′(t) + a2u(t) = b(t),

êúäåòî a0, a1, a2 ñà äàäåíè (íå çàäúëæèòåëíî êîíñòàíòíè) êîåôèöèåíòè. Òîâà
óðàâíåíèå ÷ðåç èçâåñòíè ïðåîáðàçóâàíèÿ ìîæå äà ñå äîâåäå äî ïî-ãîðå ïðåä-
ñòàâåíèÿ âèä (äîïúëíèòåëíà èíôîðìàöèÿ ïî òåìàòà ìîæå äà ñå íàìåðè â [3]).

Âúâåæäàìå ðàâíîìåðíà ìðåæà

ωh = {ti = t0 + ih, i = 0, n, n = (T − t0)/h}.

Ùå òúðñèì ïðèáëèæåíèòå ñòîéíîñòè íà ðåøåíèåòî èìåííî â òî÷êèòå îò òàçè
ìðåæà.

3.1.1 Àïðîêñèìèðàíå íà âòîðà ïðîèçâîäíà

Ðàçãëåæäàéêè çàäà÷è îò âòîðè ðåä, å ÿñíî, ÷å òðÿáâà äà ìîæåì äà àïðîêñèìè-
ðàìå âòîðè ïðîèçâîäíè. Çà öåëòà ùå èçïîëçâàìå ñëåäíîòî ïðèáëèæåíèå:

u′′(t) ≈ u(t+ h)− 2u(t) + u(t− h)
h2

. (3.2)
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Òîâà ïðèáëèæåíèå âíàñÿ ãðåøêà O(h2). Ùå èçâåäåì ïîñëåäíàòà ôîðìóëà, êàòî
èçïîëçâàìå ôîðìóëèòå (??) è (??):

u′′(t) = (u′(t))′ ≈ u′(t+ h)− u′(t)
h

≈ 1

h

(
u(t+ h)− u(t)

h
− u(t)− u(t− h)

h

)
=
u(t+ h)− 2u(t) + u(t− h)

h2
.

(3.3)

Ãðåøêàòà ïðè èçïîëçâàíå íà òàçè ôîðìóëà ñå ïîëó÷àâà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

ε= u′′(t)−u(t+ h)− 2u(t) + u(t− h)
h2

= u′′(t)− 1

h2

(
u(t) + u′(t)h+ u′′(t)

h2

2!
+ u′′′(t)

h3

3!
+ u′′′′(t)

h4

4!
− 2u(t) +

+ u(t)− u′(t)h+ u′′(t)
h2

2!
− u′′′(t)h

3

3!
+ u′′′′(t)

h4

4!
+O(h5)

)
= −u

′′′′(t)h2

12
+O(h3) = O(h2).

3.1.2 ×èñëåíî ðåøàâàíå íà ãðàíè÷íè çàäà÷è çà ÎÄÓ îò

âòîðè ðåä

Çà äà ðåøèì çàäà÷àòà (3.1), ùå ïðèáëèæèì ëÿâàòà ñòðàíà íà (3.1), êàòî èç-
ïîëçâàìå ôîðìóëè çà ÷èñëåíî äèôåðåíöèðàíå çà âñè÷êè âúòðåøíè òî÷êè îò
ìðåæàòà, à â ãðàíè÷íèòå òî÷êè ùå èçïîëçâàìå ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ. Ïî òîçè
íà÷èí ùå ïîëó÷èì åäíà ëèíåéíà ñèñòåìà îò n+1 óðàâíåíèÿ ñ n+1 íåèçâåñòíè,
êîÿòî áèõìå ìîãëè äà ðåøèì. Ùå èçëîæèì èäåÿòà âúðõó ñëåäíèÿ ïðèìåð.

Çàäà÷à 1. Äà ñå ðåøè ãðàíè÷íàòà çàäà÷à çà ÎÄÓ îò âòîðè ðåä:

d2u

dt2
= 9.8− u, t ∈ (0, 10),

u(0) = 0,

u(10) = 10.

(3.4)

Ðåøåíèå. Âúâåæäàìå ìðåæà ωh = {ti = ih, i = 0, n, n = 10/h}. Íåêà äà
îçíà÷èì òúðñåíîòî ïðèáëèæåíî ðåøåíèå â ìîìåíò ti ñ yi, òîãàâà çà ãðàíè÷íèòå
óñëîâèÿ èìàìå ñëåäíîòî y0 = 0, yn = 10. Îñòàâà äà àïðîêñèìèðàìå äèôåíöèàë-
íîòî óðàâíåíèå. Òîâà ìîæå äà ñòàíå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

yi+1 − 2yi + yi−1
h2

= 9.8− yi, i = 1, n− 1.

Òàêà ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòà ñèñòåìà:

y0 = 0,

yi+1 − 2yi + yi−1
h2

= 9.8− yi, i = 1, n− 1,

yn = 10.
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Òÿ ìîæå äà ñå çàïèøå â ñëåäíèÿ âåêòîðíî-ìàòðè÷åí âèä:
1 0 0 0 · · · 0 0 0 0
1
h2

1− 2
h2

1
h2

0 · · · 0 0 0 0
0 1

h2
1− 2

h2
1
h2
· · · 0 0 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 · · · 0 1

h2
1− 2

h2
1
h2

0 0 0 0 · · · 0 0 0 1




y0
y1
y2
. . . .
yn−1
yn

 =


0
9.8
9.8
. . .
9.8
10

 .

(3.5)
Êàòî ðåøèì òàçè ëèíåéíà àëãåáðè÷íà ñèñòåìà, ïîëó÷àâàìå òúðñåíîòî ïðèáëè-
æåíî ðåøåíèå. Ïðèëàãàìå ïðèìåðíà èìïëåìåíòàöèÿ, êàòî çà ðåøàâàíå íà ñèñ-
òåìàòà èçïîëçâàìå âãðàäåíàòà ôóíêöèÿ LinearSolve.

Clear[x, t];

exact[t_] = x[t] /. DSolve[{x''[t] ⩵ 9.8 - x[t], x[0] ⩵ 0, x[1] ⩵ 10}, x[t], t][[1]];

h = 0.001;

t = Table[i* h, {i, 0, 1/ h}];

n = Ceiling[1/ h];

b = Table[9.8, {i, 1, n + 1}];

b[[1]] = 0;

b[[n + 1]] = 10;

A = Table[Table[0, {i, 0, n}], {j, 0, n}];

For[i = 2, i ≤ n, i++,

A[[i, i - 1]] = 1/ h^2;

A[[i, i]] = 1 - 2/ h^2;

A[[i, i + 1]] = 1/ h^2

];

A[[1, 1]] = 1;

A[[n + 1, n + 1]] = 1;

apprPos = LinearSolve[A, b];

Animate[Graphics[{ballSpring[exact[t[[i]]], 4.5],

ballSpring[apprPos[[i]], 5.5]},

PlotRange → {{0, 10}, {-22, 0}}, Axes → True],

{i, 1, Length[t], 1}]

Íåêà ñåãà âèäèì êàêâî ñå ñëó÷âà, àêî ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ ñà îò âòîðè ðîä.

Çàäà÷à 2. Äà ñå ðåøè ãðàíè÷íàòà çàäà÷à çà ÎÄÓ îò âòîðè ðåä:

d2u

dt2
= 9.8− u, t ∈ (0, 10),

u(0) = 0,

u′(10) = 0.

(3.6)

Ðåøåíèå. Åäèíñòâåíàòà ðàçëèêà ìåæäó ïðåäèøíàòà è òàçè çàäà÷à å â äÿñíîòî
ãðàíè÷íî óñëîâèå. Â ñëó÷àÿ å ïîñòàâåíî ãðàíè÷íî óñëîâèå îò âòîðè ðîä, ò.å.
óñëîâèå çà ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà. Òî îçíà÷àâà, ÷å ñêîðîñòòà íà òîï÷åòî â
ìîìåíò îò âðåìå 10 å 0. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å åäèíñòâåíàòà ðàçëèêà ñúñ ñèñòåìàòà
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(3.5) øå áúäå â ïîñëåäíîòî �è óðàâíåíèå. Áèõìå ìîãëè äà ãî ïîëó÷èì, êàòî
àïðîêñèìèðàìå äÿñíîòî ãðàíè÷íî óñëîâèå ñ ðàçëèêà íàçàä:

yn − yn−1
h

= 0 (3.7)

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å òðÿáâà äà ïðîìåíèì åäèí åäèíñòâåí ðåä (ïîñëåäíèÿ) â
ìàòðèöàòà íà ñèñòåìàòà (3.5). Ïðèëàãàìå ïðèìåðåí êîä çà çàäà÷àòà:

In[222]:= Clear[x, t];

exact[t_] = x[t] /. DSolve[{x''[t] ⩵ 9.8 - x[t], x[0] ⩵ 0, x'[1] ⩵ 0}, x[t], t][[1]];

h = 0.1;

t = Table[i* h, {i, 0, 1/ h}];

n = Ceiling[1/ h];

b = Table[9.8, {i, 1, n + 1}];

b[[1]] = 0;

b[[n + 1]] = 0;

A = Table[Table[0, {i, 0, n}], {j, 0, n}];

For[i = 2, i ≤ n, i++,

A[[i, i - 1]] = 1/ h^2;

A[[i, i]] = 1 - 2/ h^2;

A[[i, i + 1]] = 1/ h^2

];

A[[1, 1]] = 1;

A[[n + 1, n]] = -1;

A[[n + 1, n + 1]] = 1;

apprPos = LinearSolve[A, b];

ballSpring[pos_, x_] := {Circle[{x, -pos}, 0.5], Line[{{x, -pos}, {x, 10}}]}

Animate[Graphics[{ballSpring[exact[t[[i]]], 4.5],

ballSpring[apprPos[[i]], 5.5]},

PlotRange → {{0, 10}, {0, 11}}, Axes → True],

{i, 1, Length[t], 1}]

Ñúùåñòâåí íåäîñòàòúê íà ðåàëèçèðàíàòà ÷èñëåíà ñõåìà îáà÷å å ôàêòúò, ÷å
àïðîêñèìàöèÿòà (3.7) èìà ËÃÀ O(h). Ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà î÷àêâàìå ñàìî
ïúðâè ðåä íà ñõîäèìîñò çà öÿëàòà ñõåìà, íåçàâèñèìî îò òîâà, ÷å ñìå àïðîêñèìè-
ðàëè îñíîâíîòî ÄÓ ñ ãðåøêà O(h2). Ùå ïîêàæåì êàê ìîæå äà áúäå ïðåîäîëÿí
òîçè ïðîáëåì. Âçåìàéêè ïðåäâèä, ÷å (3.7) èìà ËÃÀ O(h), ìîæåì äà çàïèøåì
ñëåäíîòî ðàâåíñòâî

un − un−1
h

= 0 +O(h).

Áèõìå ìîãëè îáà÷å äà ðàçâèåì îñòàòú÷íèÿ ÷ëåí O(h) è äà ïîëó÷èì çà íåãî âèäà
�+O(h2). Àêî ãî íàïðàâèì, òî ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå áè äîáèëî âèäà

un − un−1
h

= 0 + �+O(h2)

èëè
un − un−1

h
− � = 0 +O(h2)

è ñëåäîâàòåëíî äèôåðåí÷íîòî óðàâíåíèå

yn − yn−1
h

− � = 0 (3.8)
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ùå àïðîêñèìèðà äÿñíîòî ãðàíè÷íî óñëîâèå ñ ËÃÀ O(h2). Îñòàòú÷íèÿò ÷ëåí
O(h), êîéòî èñêàìå äà ïðåäñòàâèì â äðóã âèä, å âñúùíîñò ËÃÀ. Íåêà ÿ ðàçïè-
øåì, êàòî ðàçâèåì â ðåä íà Òåéëúð îêîëî t = tn:

ψh,τ =
un − un−1

h
− u′n =

un −
(
un − u′nh+ u′′n

h2

2
+O(h3)

)
h

− u′n

= −h
2
u′′n +O(h2).

È òàêà, ïîëó÷èõìå ïðåäñòàâÿíå íà ËÃÀ â æåëàíèÿ âèä. Òîãàâà, àêî çàìåñòèì �
ñ −h

2
u′′n (ïî-òî÷íî, àïðîêñèìàöèÿòà íà ïîñëåäíîòî) â ëÿâàòà ñòðàíà íà (3.8), ùå

ïîëó÷èì àïðîêñèìàöèÿ ñ âòîðè ðåä íà òî÷íîñò. Ïðîáëåìúò îáà÷å å, ÷å ïî àáñî-
ëþòíî ñúùàòà ïðè÷èíà, ïîðàäè êîÿòî íå ìîæàõìå äà èçïîëçâàìå ôîðìóëàòà ñ
öåíòðàëíà ðàçëèêà çà àïðîêñèìàöèÿ íà ïðîèçâîäíàòà îò ïúðâè ðåä, íå ìîæåì
äà àïðîêñèìèðàìå è âòîðàòà ïðîèçâîäíà. Çà äà ðåøèì òîçè ïðîáëåì ïðàâèì
åäíî ñúùåñòâåíî äîïóñêàíå, à èìåííî � ÷å îñíîâíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíå-
íèå å èçïúëíåíî è ïðè t = tn, ò.å. u′′n = 9.8 − un. Òîâà äîïóñêàíå å îáîñíîâàíî,
òúé êàòî ôèçè÷åñêèòå ïðîöåñè èìàò äîñòàòú÷íî ãëàäêî ïîâåäåíèå è ñëåäîâà-
òåëíî ôàêòúò, ÷å óðàâíåíèåòî å èçïúëíåíî âúðõó îòâîðåíèÿ èíòåðâàë, íè äàâà
îñíîâàíèå äà ïðèåìåì, ÷å â ãðàíè÷íèòå òî÷êè ñúùî å èçïúëíåíî ñ äîñòàòú÷íî
ìàëêà ãðåøêà.

Òàêà ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòà àïðîêñèìàöèÿ íà ãðàíè÷íîòî óñëîâèå ñ ãðåøêà
O(h2):

yn − yn−1
h

+
h

2
(9.8− yn) = 0.

Ñúîòâåòíàòà ëèíåéíà àëãåáðè÷íà ñèñòåìà, êîÿòî òðÿáâà äà ñå ðåøè, å
1 0 0 0 · · · 0 0 0 0
1
h2

1− 2
h2

1
h2

0 · · · 0 0 0 0
0 1

h2
1− 2

h2
1
h2
· · · 0 0 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 · · · 0 1

h2
1− 2

h2
1
h2

0 0 0 0 · · · 0 0 − 1
h

1
h
− h

2




y0
y1
y2
. . . .
yn−1
yn

 =


0
9.8
9.8

. . . . . .
9.8
−h

2
9.8

 .

3.2 Ìåòîä íà äÿñíàòà ïðîãîíêà çà ðåøàâàíå íà

ëèíåéíè ñèñòåìè

Ãðàíè÷íèòå çàäà÷è îò âòîðè ðåä âîäÿò äî ðåøàâàíå íà ëèíåéíè ñèñòåìè. Ìàò-
ðèöèòå íà òåçè ñèñòåìè ñà ñúñ ñïåöèàëíà ñòðóêòóðà � òå ñà òðèäèàãîíàëíè ìàò-
ðèöè. Àêî íå ñå âúçïîëçâàìå îò òàçè ñòðóêòóðà è èçïîëçâàìå íàïðèìåð ìåòîäà
íà Ãàóñ áèõìå íàïðàâèëè îò ïîðÿäúêà íà O(n3) îïåðàöèè. Áèõìå ìîãëè äà óñêî-
ðèì ìíîãî êîäà, àêî èìïëåìåíòèðàìå íàïðèìåð ìåòîäà íà äÿñíàòà ïðîãîíêà.
Íåêà äà ðàçãëåäàìå ñèñòåìàòà:

− C0y0 +B0y1 = F0,

Aiyi−1 − Ciyi +Biyi+1 = Fi, i = 1, N − 1,

ANyN−1 − CNyn = FN .
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Îò ïúðâîòî óðàâíåíèå áèõìå ìîãëè äà èçðàçèì íàïðèìåð y0 ñïðÿìî y1:

y0 = −
F0

C0

+
B0

C0

y1.

Íåêà äà îçíà÷èì ñ α1 =
B0

C0
è β1 = −F0

C0
. Òîãàâà

y0 = α1y1 + β1.

Àêî çàìåñòèì íàìåðåíèÿ èçðàç çà y0 â óðàâíåíèåòî

A1y0 − C1y1 +B1y2 = F1,

òî ïîëó÷àâàìå:

A1(α1y1 + β1.)− C1y1 +B1y2 = F1,

y1 =
F1 − A1β1
A1α1 − C1︸ ︷︷ ︸

β2

+
−B1

A1α1 − C1︸ ︷︷ ︸
α2

y2.

Àíàëîãè÷íî

yi = αi+1yi+1 + βi+1, i = 0, N − 1, (3.9)

êúäåòî

αi+1 =
Bi

Ci − Aiαi
, βi+1 =

Aiβi − Fi
Ci − Aiαi

. (3.10)

Çà ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå èìàìå

ANyN−1 − CNyN = FN (3.11)

yN−1 = αNyN + βN . (3.12)

Îòòóê áèõìå ìîãëè äà íàìåðèì yN , òúé êàòî èìàìå äâå óðàâíåíèÿ ñ äâå íåèç-
âåñòíè. Ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî:

yN =
ANβN − FN
CN − ANαN

. (3.13)

Ñåãà íàêðàòêî ùå ñèíòåçèðàìå àëãîðèòúìà:

1. Íàìèðàìå α1 =
B0

C0
, β1 = −F0

C0

2. Ïðåñìÿòàìå ïîñëåäîâàòåëíî çà i = 1, 2, · · ·N αi+1 = Bi

Ci−Aiαi
è βi+1 =

Aiβi−Fi

Ci−Aiαi
.

3. yN = ANβN−FN

CN−ANαN

4. Ïðåñìÿòàìå â îáðàòåí ðåä òúðñåíèòå íåèçâåñòíè yi = αi+1yi+1+βi+1 çà i =
N − 1, N − 2, · · · 0.
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