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Ïúðâî êîíòðîëíî ïî ÄÀÀ

Êðàñèìèð Ìàíåâ

Çàäà÷è I

Çàä. I.1. Êîãàòî ñå èçèñêâà äà ñå óñòàíîâè â êàêâî îòíîøåíèå ñà

ïîðÿäúöèòå íà ðàñòåæ íà äâå äàäåíè ôóíêöèè, íå å íåîáõîäèìî äà ñå

ïðàâÿò ïðîâåðêè çà ïåòòå äåôèíèöèè, òúé êàòî óñòàíîâÿâàíåòî íà åä-

íî îò îòíîøåíèÿòà îïðåäåëÿ íÿêîè îò äðóãèòå. Â ñëó÷àÿ å åñåñòâåíî äà

ïðåäïîëîæèì, ÷å n! ∈ o((n + 1)!). Çà öåëòà òðÿáâà èëè äà ïðåñìåòíåì

limn→∞
n!

(n+1)! = 0, êîåòî å åëåìåíòàðíî è äîêàçâà õèïîòåçàòà èëè äà

ïðèëîæèì äåôèèöèÿòà. Ùå ïîêàæåì, ÷å ∀c > 0,∃n0 òàêîâà, ÷å ∀n ≥
n0, 0 ≤ n! ≤ c(n + 1)!. Ëÿâîòî íåðàâåíñòâî å î÷åâèäíî. Òúðñèì n0 òà-

êîâà, ÷å n0! ≤ c(n0 + 1)!. Çíà÷è n0 ≥ 1
c − 1. Ñëåä êàòî ñìå äîêàçàëè

n! ∈ o((n+1)!), àâòîìàòè÷íî ïîó÷àâàìå n! ∈ O((n+1)!), (n+1)! ∈ ω(n!),
(n + 1)! ∈ Ω(n!) è (n + 1)! /∈ Θ(n!).

Çàä. I.2. Â òàçè çàäà÷à ñà äîïóñíàòè íàé-ìíîãî ãðåøêè. Íàé-íåïðèÿò-

íàòà å ñâúðçàíà ñ ïîãðåøíîòî ðàçñúæäåíèå, ÷å ùîì h(n) = min(f(n), g(n)),
òî èëè h(n) = f(n), èëè h(n) = g(n). Ðàçñúæäåíèåòî å âàëèäíî çà ñêà-

ëàðíè ñòîéíîñòè, íî íå è çà ôóíêöèè è çàòîâà ðåøåíèÿ ñâúðçàíè ñ

íåãî ñà íåïðèåìëèâè. Íàé-ïðîñòîòî ðåøåíèå å, äà ñå îòáåëåæè, ÷å îò

h(n) ≤ f(n),∀n è h(n) ≤ g(n),∀n ⇒ 2.h(n) ≤ f(n) + g(n), ò.å. ïðè
c = 1/2, n0 = 0, h(n) ≤ c(f(n) + g(n)),∀n ≥ n0. Ïðàêòè÷åñêè âñè÷-

êè, êîèòî ñà ñå îïèòàëè äà èçïîëçâàò c = 1 ñà ãî íàïðàâèëè ïî ëîø

íà÷èí. Íÿêîè íàïðàâî ïèøàò íåâåðíîòî h(n) ≤ f(n) + g(n) (íàïðèìåð
f(0) = −1, g(0) = −1, h(0) = −1, f(0)+g(0) = −2). Äðóãè ñå ïîçîâàâàò íà
àñèìïòîòè÷åñêàòà ïîëîæèòåëíîñò íà ôóíêöèèòå íî ãî ïðàâÿò �ïîâúðõ-

íîñòíî�. Ðåäíî å äà ñå ðàçïèøå ÿâíî êàêâî îçíà÷àâà àñèìïòîòè÷åñêè

ïîëîæèòåëíà ò.å ∃nf , f(n) > 0,∀n ≥ nf è ∃ng, g(n) > 0,∀n ≥ ng. Ñåãà

h(n) ≤ f(n) + g(n),∀n ≥ max(nf , ng), êîåòî äîêàçà òâúðäåíèåòî ñ c = 1.
Çàä. I.3. Â òàçè çàäà÷à íåïðèÿòíî âïå÷àòëåíèå ïðàâÿò îïèòèòå äà

ñå èçâúðøâàò îöåíêè �íà îêî�, êàêòî è äà ñå ïðåñìÿòà ïðîèçâîäíàòà íà

log n!, êîåòî ÷åñòî âîäè äî ïîãðåøíà îöåíêà çà àñèìïòîòè÷íîòî ïîâå-

äåíèå íà log n!
log n . Äîáðîòî ðåøåíèå òóê å äà ñå çàìåíè n! ñ ïðèáëèæåíè-

åòî íà Ñòèðëèíã, ïðè êîåòî log n!
log n ≈ n. Ïðè ïðåñìÿòàíå íà ãðàíèöàòà

limn→∞
log n!
log3 n

å äîïóñíàòî ñëåäíîòî ãðåøíî ïðèëàãàíå íà òåîðåìàòà çà

ãðàíèöàòà íà ñóìà, êîåòî ìîæå äà áúäå ìíîãî îïàñíî:

limn→∞
log n!
log3 n

= limn→∞
log 1
log3 n

+ limn→∞
log 2
log3 n

+ . . . + limn→∞
log n
log3 n

= 0.
Íå ìîæå äà ñå ïðèëàãà òåîðåìàòà çà ãðàíèöà íà ñóìà, êîãàòî ñóìèðàíåòî

å íàïðàâåíî ïî ïðîìåíëèâàòà n, êîÿòî êëîíè êúì áåçðàéíîñò.
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Çàäà÷è II

Çàä. II.1. Òèïè÷íà ãðåøêà â ðåøåíèåòî íà òàçè çàäà÷à å íåïðàâèë-

íîòî îïðåäåëÿíå íà êîðåíèòå íà ÐÎ - îò õîìîãåííàòà ÷àñò ïîëó÷àâàìå

õàðàêòåðèñòè÷íî óðàâåíèå x2 − 2 = 0, ñ êîðåíè x1 =
√

2 è x2 = −
√

2. Îò
íåõîìîãåííàòà ÷àñò 2n/2 = (

√
2)n.1 ïîëó÷àâàìå îùå åäèí êîðåí x3 =

√
2.

Äâîéíèÿò êîðåí
√

2 äàâà ðåøåíèåòî O(n.2n/2).
Çàä II.2. Ìàñòúð-òåîðåìàòà, äîêàçàíà íà ëåêöèè, íå å ïðèëîæèìà,

êîãàòî íåõîìîãåííàòà ÷àñò d(n) íå å ìóëòèïëèêàòèâíà ôóíêöèÿ. Ìîæå äà

èìà âåðñèÿ íà ìàñòúð-òåîðåìàòà, ïðè êîÿòî òîâà íå å âàæíî, íî äîðè äà å

òàêà èëè òàçè âåðñèÿ íå äàâà äîáðà îöåíêà èëè å ïðèëîæåíà íåïðàâèëíî,

çà äà ñå ïîëó÷è ÷åñòî ñðåùàíàòà îöåíêà O(nlog4
2) = O(n2). Âñúùíîñò

ìàñòúð-òåîðåìàòà å ïðèëîæèìà çà íåìóëòèïëèêàòèâíà ôóíêöèÿ d(n) =
c.h(n), êúäåòî c å ïîëîæèòåëíà êîíñòàíòà, à h(n) å ìóëòèïëèêàòèâíà. Â
òàêúâ ñëó÷àé îáà÷å ñå ñðàâíÿâàò a è h(b) è òúé êàòî â ñëó÷àÿ èìàìå

h(n) = n, a = 3, b = 2 å èçïúëíåíî a > h(b) è ðåøåíèåòî å O(nlog3
2).

Çàä II.3. Ìíîãî ñòóäåíòè íå ñà óñïåëè äà îñúùåñòâÿò òðèâèàëíàòà

èòåðàöèÿ T (2) = 22, T (3) = 24, T (4) = 28, ..., T (n) = 22n−1
. Ìàëêî îò íà-

ïðàâèëèòå ïðàâèëíàòà õèïîòåçà ñà ÿ äîêàçàëè ñ èíäóêöèÿ (êîåòî, ôîð-

ìàëíî ïîãëåäíàòî, å çàäúëæèòåëíî). Íÿêîè ñòóäåíòè ñà çàìåñòèëè ïîëó-

÷åíîòî O(22n−1
) ñ O(22n

), êîåòî ôîðìàëíî íå å ãðåøíî, íî å áåçñìèñëåíî,
çàùîòî 22n−1 ∈ o(22n

)
Çàäà÷è III

Çàä III.1. Ñëåä êàòî ïúðâèÿò öèêúë ñå èçïúëíÿâà çà i = 1, 2, . . . , n2,

à âòîðèÿ çà j = 1, 2, . . . , i, òî òÿëîòî íà âòîðèÿ öèêúë (êîåòî èìà êîí-

ñòàíòíà ñëîæíîñò) ùå ñå èçïúëíè 1 + 2 + . . . + n2 = O(n4) ïúòè.
Çàä III.2. Ñëåä êàòî ïúðâèÿò öèêúë ñå èçïúëíÿâà çà i = 1, 2, . . . , n/2,

à âòîðèÿ çà j = 1, 1 + i, 1 + 2i, . . . , 1 + bn/ici, òî òÿëîòî íà âòîðèÿ öèêúë
(êîåòî èìà êîíñòàííà ñëîæíîñò) ùå ñå èçïúëíè n

1 + n
2 + . . . + n

n/2 =
n(1

1 + 1
2 + . . . + 1

n/2) = O(n. log n) ïúòè, çàùîòî 1
1 + 1

2 + . . . + 1
n/2 å ñóìà

íà ïúðâèòå íÿêîëêî ÷ëåíà íà õàðìîíè÷íèÿ ðåä, êëîíÿùà êúì lnn ïðè n
êëîíÿùî êúì áåçêðàéíîñò.

Çàä III.3. Ðåêóðñèâíàòà ôóíêöèÿ äèðåêòíî íè âîäè äî ðåêóðåíòíî

îòíîøåíèå îò âèäà T (n) = 4T (n−3)+O(1) ñ õàðàêòåðèñòè÷íî óðàâíåíèå
x3 − 4 = 0. Çàáëóäà å, ÷å òîâà óðàâíåíèå èìà òðîåí êîðåí x = 41/3

è ðåøåíèåòî å O(n2.4n/3). Êîðåíúò å åäèíè÷åí (äðóãèòå äâà êîðåíà ñà

êîìïëåêñíè ÷èñëà) è çàòîâà ðåøåíèåòî å O(4n/3).
Çàäà÷à IV

Áúðçîòî ðåøåíèå (ïðè òàêèâà m, ÷å ìîæå äà ñå ðàçïîëîæè ìàñèâ ñ

m åëåìåíòà) e: �ëèíåéíî ñîðòèðàíå� è ïðåãëåæäàíå íà ñîðòèðàíèÿ ìàñèâ
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- ñëîæíîñò O(n + m). Àêî m e ìíîãî ãîëÿìî à i ìàëêî, àëòåðíàòèâàòà å
äà ñå èçïîëçâà ïèðàìèäà, â êîÿòî äà ñå äúðæàò íàé-ìàëêèòå i îò ïðåãëå-
äàíèòå äî ìîìåíòà åëåìåíòè, êîÿòî çà âñåêè íîâ ïî-ìàëúê å îáíîâÿâà çà

O(log i) - ñëîæíîñò O(n. log i). Ñîðòèðàíå, äîðè ñúñ ñëîæíîñò O(n. log n)
e íåïðèåìëèâî.


