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Çàäà÷à 1. Íåêà å äàäåí ñëåäíèÿ îïåðàòîð îò òèï (1, 1):

Γ(f)(x) '

{
0, f å êðàéíà ôóíêöèÿ

1, èíà÷å .

Ïðîâåðåòå äàëè:

à) Γ å ìîíîòîíåí îïåðàòîð;

á) Γ å êîìïàêòåí îïåðàòîð.

Äîê.

à) Òðÿáâà äà ïðîâåðèì äàëè:

(∀f, g ∈ F1)[f ⊆ g ⇒ Γ(f) ⊆ Γ(g)].

Äà èçáåðåì f ⊆ g äà áúäàò òàêèâà ôóíêöèè, ÷å f å êðàéíà ôóíêöèÿ, íî g íå
å êðàéíà ôóíêöèÿ. Òîãàâà (∀x ∈ N)[Γ(f)(x) ' 0 & Γ(g)(x) ' 1]. Î÷åâèäíî å,
÷å çà òàêà èçáðàíèòå f è g, Γ(f) 6⊆ Γ(g).

á) Çíàåì, ÷å âñåêè êîìïàêòåí îïåðàòîð å ìîíîòîíåí. Ùîì Γ íå å ìîíîòîíåí, òî
ñúñ ñèãóðíîñò Γ íå å êîìïàêòåí.

Çàäà÷à 2. Íåêà å äàäåí ñëåäíèÿ îïåðàòîð îò òèï (1, 1):

Γ(f)(x) '

{
¬!, f å êðàéíà ôóíêöèÿ

1, èíà÷å .

Ïðîâåðåòå äàëè:

à) Γ å ìîíîòîíåí îïåðàòîð;

á) Γ å êîìïàêòåí îïåðàòîð.

Äîê.

à) Òðÿáâà äà ïðîâåðèì äàëè:

(∀f, g ∈ F1)[f ⊆ g ⇒ Γ(f) ⊆ Γ(g)].

Íåêà f ⊆ g ñà ïðîèçâîëíè ôóíêöèè îò F1. Ùå ðàçãëåäàìå äâà ñëó÷àÿ.

• f å êðàéíà ôóíêöèÿ. Òîãàâà Γ(f) = ∅(1) è å î÷åâèäíî, ÷å

Γ(f) = ∅(1) ⊆ Γ(g).

• f íå å êðàéíà ôóíêöèÿ. Ùîì f ⊆ g, òî g ñúùî íå å êðàéíà ôóíêöèÿ.
Òîãàâà

(∀x ∈ N)[Γ(f)(x) ' 1 ' Γ(g)(x)],

îò êîåòî ñëåäâà, ÷å
Γ(f) ⊆ Γ(g).

Ðàçãëåäàõìå âñè÷êè âúçìîæíè ñëó÷àè çà f è âúâ âñåêè îò òÿõ ïîëó÷èõìå, ÷å
Γ(f) ⊆ Γ(g). Ñëåäîâàòåëíî, Γ å ìîíîòîíåí îïåðàòîð.
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á) Ñåãà ùå ïðîâåðèì äàëè å èçïúëíåíî, ÷å:

(∀f ∈ F1)(∀x, y ∈ N)[Γ(f)(x) ' y ⇒ (∃Θ ⊆ f)[Γ(Θ)(x) ' y]]. (1)

Òóê ñ Θ îçíà÷àâàìå êðàéíà ôóíêöèÿ. Íåêà f å íå å êðàéíà ôóíêöèÿ.Òîãàâà
å ÿñíî, ÷å çà âñÿêî x ∈ N, Γ(f)(x) ' 1. Îò äðóãà ñòðàíà, ïîíåæå Θ å êðàéíà,
¬!Γ(Θ)(x) çà âñÿêî x ∈ N.
Òàêà âèäÿõìå, ÷å àêî f íå å êðàéíà, òî çà ïðîèçâîëíî x, Γ(f)(x) ' 1, íî íå
ñúùåñòâóâà êðàéíà Θ ⊆ f , çà êîÿòî Γ(Θ)(x) ' 1. Îò òîâà ñëåäâà, ÷å Ôîðìóëà
(1) íå å èçïúëíåíà. Ñëåäîâàòåëíî, Γ íå å êîìïàêòåí îïåðàòîð.

Çàäà÷à 3. Îïåðàòîðúò Γ : F2 → F2 äåéñòâà ïî ïðàâèëîòî:

Γ(f)(x, y) '

{
1, àêî x+ y å ïðîñòî,

f(x+ y, y) + 1, èíà÷å.

Äà ñå äîêàæå, ÷å:

à) îïåðàòîðúò Γ å êîìïàêòåí.

á) àêî fΓ å íàé-ìàëêàòà íåïîäâèæíà òî÷êà íà Γ, òî:

(∀x, y ∈ N)[!fΓ(x, y)⇒ x+ y.fΓ(x, y) å ïðîñòî].

Äîê.

à) Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å îïåðàòîðúò å ìîíîòîíåí.

Çà âòîðàòà ÷àñò, íåêà Γ(f)(x, y) ' z, çà íÿêîè f ∈ F2 è x, y, z ∈ N. Ùå
äîêàæåì, ÷å ñúùåñòâóâà êðàéíà ôóíêöèÿ Θ ⊆ f , çà êîÿòî Γ(Θ)(x, y) ' z. Çà
öåëòà ùå ðàçãëåäàìå äâà ñëó÷àÿ çà x è y.

• x+y å ïðîñòî ÷èñëî. Òîãàâà Γ(f)(x, y) ' 1. Äà âçåìåì êðàéíàòà ôóíêöèÿ
Θ = ∅(2). Î÷åâèäíî å, ÷å Γ(Θ)(x, y) ' 1.

• x + y íå å ïðîñòî ÷èñëî. Òîãàâà Γ(f)(x, y) ' z ' f(x + y, y) + 1. Â òîçè
ñëó÷àé, èçáèðàìå êðàéíàòà ôóíêöèÿ Θ ⊆ f äà áúäå òàêàâà, ÷å GΘ =
{〈(x+ y, y), u〉}, êúäåòî f(x+ y, y) ' u. Òîãàâà

Γ(Θ)(x, y) ' Θ(x+ y, y) + 1 ' f(x+ y, y) + 1 ' z.

È â äâàòà ñëó÷àÿ çà x è y äîêàçàõìå ñúùåñòâóâàíåòî íà êðàéíà Θ ⊆ f , çà
êîÿòî Γ(Θ)(x, y) ' z. Çàêëþ÷àâàìå, ÷å îïåðàòîðúò Γ å êîìïàêòåí.

á) Äà äåôèíèðàìå ñâîéñòâîòî P êàòî

P (f) ⇔ (∀x, y ∈ N)[!f(x, y)⇒ x+ y.f(x, y) å ïðîñòî].

Ùå èçïîëçâàìå èíäóêöèîííîòî ïðàâèëî íà Ñêîò çà äà äîêàæåì, ÷å P (fΓ).
Ñâîéñòâîòî å íåïðåêúñíàòî, çàùîòî å îò òèï ÷àñòè÷íà êîðåêòíîñò. Î÷åâèäíî
å, ÷å P (∅(2)).

Íåêà ïðèåìåì, ÷å çà íÿêîÿ f ∈ F2 å èçïúëíåíî P (f). Ùå äîêàæåì, ÷å P (Γ(f)).
Íåêà !Γ(f)(x, y). Îòíîâî ùå ðàçãëåäàìå äâà ñëó÷àÿ çà x è y.
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• x+ y å ïðîñòî ÷èñëî. Òîãàâà Γ(f)(x, y) ' 1 è å ÿñíî, ÷å

x+ y.Γ(f)(x, y) ' x+ y

å ïðîñòî ÷èñëî.

• x+ y íå å ïðîñòî ÷èñëî. Òîãàâà Γ(f)(x, y) ' f(x+ y, y) + 1 è

x+ y.Γ(f)(x, y) ' x+ y.(f(x+ y, y) + 1) ' (x+ y) + y.f(x+ y, y).

Ïîíåæå !Γ(f)(x, y), òî è !f(x+ y, y). Îò ïðåäïîëîæåíèåòî, ÷å P (f) å èç-
ïúëíåíî, ñëåäâà, ÷å

!f(x+ y, y) ⇒ (x+ y) + y.f(x+ y, y) å ïðîñòî ÷èñëî.

Çàêëþ÷àâàìå, ÷å

x+ y.Γ(f)(x, y) ' (x+ y) + y.f(x+ y, y)

å ïðîñòî ÷èñëî.

Ðàçãëåäàõìå âñè÷êè ñëó÷àè çà x è y è ñëåäîâàòåëíî, P (Γ(f)) å èçïúëíåíî. Îò
èíäóêöèîííîòî ïðàâèëî íà Ñêîò ïîëó÷àâàìå, ÷å P (fΓ).

Çàäà÷à 4. Äàäåíà å ñëåäíàòà ðåêóðñèâíà ïðîãðàìà R â òèïà äàííè Nat:

G(X, 0) where

F (X,Y ) = if Y = 0 then 3x else if X = Y then 2y

else 2 ∗ F (X − 1, Y − 1) + 3 ∗ F (X − 1, Y )

G(X,Y ) = if Y > X then 0 else G(X,Y + 1) + F (X,Y )

Äîêàæåòå, ÷å (∀x ∈ N)[!DV (R)(x) ⇒ DV (R)(x) ' 5x].

Äîê. Îñíîâíîòî íàáëþäåíèå, êîåòî ùå èçïîëçâàìå íàãîòîâî â òàçè çàäà÷à å,
÷å

(x+ y)n =

n∑
i=0

xiyn−i
(
n

i

)
.

Äà ðàçãëåäàìå ñèñòåìàòà îò íåïðåêúñíàòè èçîáðàæåíèÿ:

Γ1(f, g)(x, y) '


3x , àêî y = 0

2y , àêî x = y

2.f(x− 1, y − 1) + 3.f(x− 1, y) , èíà÷å

Γ2(f, g)(x, y) '

{
0 , àêî y > x

g(x, y + 1) + f(x, y) , èíà÷å.

Òîãàâà ∆ : F2 ×F2 → F2 ×F2, äåôèíèðàíî êàòî:

∆(f, g) = (Γ1(f, g),Γ2(f, g)),

ñúùî å íåïðåêúñíàòî èçîáðàæåíèå. Àêî îçíà÷èì ñ (ϕ1, ϕ2) íàé-ìàëêàòà íåïîä-
âèæíà òî÷íà íà ∆, òî

DV (R)(x) ' ϕ2(x, 0).
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Ñåãà äåôèíèðàìå ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

P1(f, g) ⇔ (∀x, y ∈ N)[!f(x, y) ⇒ f(x, y) ' 2y3x−y
(
x

y

)
],

P2(f, g) ⇔ (∀x, y ∈ N)[!g(x, y) ⇒ g(x, y) '
x∑

z=y

2z3x−z
(
x

z

)
].

Ïîíåæå òå ñà îò òèï ÷àñòè÷íà êîðåêòíîñò, òå ñà è íåïðåêúñíàòè. Ùå äîêàæåì ñ
èíäóêöèîííî ïðàâèëî íà Ñêîò, ÷å P (ϕ1, ϕ2), êúäåòî

P (f, g) ⇔ P1(f, g) & P2(f, g).

P ñúùî å íåïðåêúñíàòî ñâîéñòâî, çàùîòî å êîíþíêöèÿ íà äâå íåïðåêúñíàòè ñâîéñ-
òâà.

Î÷åâèäíî å, ÷å P (∅(2), ∅(2)). Ñåãà äà ïðèåìåì, ÷å P (f, g) å èçïúëíåíî. Ùå
äîêàæåì P (∆(f, g)).

1) Èìàìå, ÷å:

P1(∆(f, g)) ⇔ (∀x, y ∈ N)[!Γ1(f, g)(x, y) & y ≤ x⇒ Γ1(f, g)(x, y) ' 2y3x−y
(
x

y

)
].

Íåêà !Γ1(f, g)(x, y) ' u è y ≤ x. Ñïîðåä äåôèíèöèÿòà íà Γ1, òðÿáâà äà ðàçã-
ëåäàìå òðè ñëó÷àÿ:

• àêî y = 0, Γ1(f, g)(x, y) ' 3x ' 203x−0
(
x
0

)
.

• àêî x = y, Γ1(f, g)(x, y) ' 2y ' 2y3x−y
(
x
y

)
.

• èíà÷å, 0 < y < x è !Γ1(f, g)(x, y) ' 2.f(x − 1, y − 1) + 3.f(x − 1, y) ' u.
Ïîíåæå å èçïúëíåíî P1(f, g), òî èìàìå, ÷å:

f(x− 1, y − 1) ' 2y−13x−1−(y−1)

(
x− 1

y − 1

)
f(x− 1, y) ' 2y3x−1−y

(
x− 1

y

)
.

Òîãàâà:

Γ1(f, g)(x, y) ' 2.2y−13x−y
(
x− 1

y − 1

)
+ 3.2y3x−1−y

(
x− 1

y

)
' 2y3x−y

(
x− 1

y − 1

)
+ 2y3x−y

(
x− 1

y

)
' 2y3x[

(
x− 1

y − 1

)
+

(
x− 1

y

)
]

' 2y3x−y
(
x

y

)
.

2) Èìàìå, ÷å:

P2(∆(f, g)) ⇔ (∀x, y ∈ N)[!Γ2(f, g)(x, y) ⇒ Γ2(f, g)(x, y) '
x∑

z=y

2z3x−z
(
x

z

)
].

Íåêà !Γ2(f, g)(x, y) ' u. Ñïîðåä äåôèíèöèÿòà íà Γ2, òðÿáâà äà ðàçãëåäàìå äâà
ñëó÷àÿ:
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• àêî y > x, Γ2(f, g)(x, y) ' 0 '
∑x

z=y 2z3x−z
(
x
z

)
, çàùîòî ñóìàòà îò åëåìåí-

òèòå íà ïðàçíîòî ìíîæåñòâî å 0.

• àêî y ≤ x, Γ2(f, g)(x, y) ' g(x, y+1)+f(x, y). Ïîíåæå å èçïúëíåíî P1(f, g)
è P2(f, g), òî èìàìå, ÷å:

Γ2(f, g)(x, y) ' g(x, y + 1) + f(x, y) ( îò äåô. íà Γ2)

' g(x, y + 1) + 2y3x−y
(
x

y

)
( îò P1(f, g))

'
x∑

z=y+1

2z3x−z
(
x

z

)
+ 2y3x−y

(
x

y

)
( îò P2(f, g))

'
x∑

z=y

2z3x−z
(
x

z

)
.

Íàêðàÿ çàêëþ÷àâàìå, ÷å P (∆(f, g)). Ñëåäîâàòåëíî, P2(ϕ1, ϕ2) è â ÷àñòíîñò,

DV (R)(x) ' ϕ2(x, 0) '
x∑

z=0

2z3x−z
(
x

z

)
' (2 + 3)x ' 5x.

Çàäà÷à 5. R å ñëåäíàòà ðåêóðñèâíà ïðîãðàìà íàä òèïà Nat:

F (X,X) where

F (X,Y ) = if X ≡ 0 (mod 3) then X/3

else F (X − 1, F (2X − 2, Y ))

Äà ñå íàìåðÿò DV (R) è DN (R).

Äîê. Èìàìå îïåðàòîðà Γ : F2 → F2, äåôèíèðàí êàòî:

Γ(f)(x, y) '

{
x/3, àêî x ≡ 0 (mod 3)

f(x− 1, f(2x− 2, y)), èíà÷å.

Ùå òúðñèì åëåìåíòèòå íà ìîíîòîííî ðàñòÿùàòà ðåäèöà

ϕ0 ⊆ ϕ1 ⊆ ϕ2 ⊆ . . . ,

êúäåòî ϕ0 = ∅(2) è ϕi+1 = Γ(ϕi). Äà ïðåñìåòíåì ïúðâèòå íÿêîëêî ÷ëåíà íà òàçè
ðåäèöà.

¬!ϕ0(x, y), çà âñÿêî x, y ∈ N

ϕ1(x, y) ' Γ(ϕ0)(x, y) '

{
x/3, x ≡ 0 (mod 3)

¬!, èíà÷å

ϕ2(x, y) ' Γ(ϕ1)(x, y) '

{
x/3, x ≡ 0 (mod 3)

ϕ1(x− 1, ϕ1(2x− 2, y)), èíà÷å

'


x/3, x ≡ 0 (mod 3)

ϕ1(x− 1, (2x− 2)/3), 2x− 2 ≡ 0 (mod 3)

¬!, â îñòàíàëèòå ñëó÷àè
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Ñúîáðàçåòå, ÷å

2x− 2 ≡ 0 (mod 3) ⇔ 2x ≡ 2 (mod 3) ⇔ x ≡ 1 (mod 3).

Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å:

ϕ2(x, y) '


x/3, x ≡ 0 (mod 3)

(x− 1)/3, x ≡ 1 (mod 3)

¬!, x ≡ 2 (mod 3)

ϕ3(x, y) ' Γ(ϕ2)(x, y) '

{
x/3, x ≡ 0 (mod 3)

ϕ2(x− 1, ϕ2(2x− 2, y)), èíà÷å

'


x/3, x ≡ 0 (mod 3)

ϕ2(x− 1, ϕ2(2x− 2, y)), x ≡ 1 (mod 3)

ϕ2(x− 1, ϕ2(2x− 2, y)), x ≡ 2 (mod 3)

Òóê èçïîëçâàõìå, ÷å

x ≡ 2 (mod 3) ⇔ 2x ≡ 4 (mod 3) ⇔ 2x− 2 ≡ 2 (mod 3).

Òîãàâà â ñëó÷àÿ x ≡ 2 (mod 3) èìàìå ¬!ϕ2(2x− 2, y) è

ϕ3(x, y) '


x/3, x ≡ 0 (mod 3)

ϕ2(x− 1, (2x− 2)/3), x ≡ 1 (mod 3)

¬!, x ≡ 2 (mod 3).

'


x/3, x ≡ 0 (mod 3)

(x− 1)/3, x ≡ 1 (mod 3)

¬!, x ≡ 2 (mod 3).

Ïîëó÷àâàìå, ÷å ϕ2 = ϕ3. Ñëåäîâàòåëíî ϕ2 =
⋃

n ϕn è DV (R)(x) ' ϕ2(x, x).
Òîãàâà çà âñÿêî x ∈ N,

DV (R)(x) '

{
bx/3c, àêî x ≡ 0 (mod 3) èëè x ≡ 1 (mod 3)

¬!, àêî x ≡ 2 (mod 3).

Ïðåìèíàâàìå êúì íàìèðàíåòî íà äåíîòàöèîííàòà ñåìàíòèêà ïî èìå íà ïðîã-
ðàìàòà R. Ñåãà èìàìå èçîáðàæåíèåòî ∆ : F⊥2 → F⊥2 , êîåòî äåôèíèðàíî êàòî:

∆(f)(x, y) =


x/3, àêî x ≡ 0 (mod 3)

f(x− 1, f(2x− 2, y)), àêî x ≡ 1 (mod 3) èëè x ≡ 2 (mod 3)

⊥, àêî x = ⊥.

Çàïî÷âàìå äà òúðñèì åëåìåíòèòå íà ìîíîòîííî ðàñòÿùàòà ðåäèöà

ψ0 v ψ1 v ψ2 v . . . ,
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êúäåòî ψ0 = Ω(2) è ψi+1 = ∆(ψi). Äà ïðåñìåòíåì ïúðâèòå íÿêîëêî ÷ëåíà íà òàçè
ðåäèöà.

ψ0(x, y) = ⊥ çà âñÿêî x, y ∈ N⊥

ψ1(x, y) = ∆(ψ0)(x, y) =

{
x/3, x ≡ 0 (mod 3)

⊥, èíà÷å

ψ2(x, y) =


x/3, x ≡ 0 (mod 3)

ψ1(x− 1, ψ1(2x− 2, y)), x ∈ N è x 6≡ 0 (mod 3)

⊥, x = ⊥

=


x/3, x ≡ 0 (mod 3)

ψ1(x− 1, ψ1(2x− 2, y)), x ≡ 1 (mod 3)

⊥, x = ⊥ èëè x ≡ 2 (mod 3)

=


x/3, x ≡ 0 (mod 3)

(x− 1)/3, x ≡ 1 (mod 3)

⊥, x = ⊥ èëè x ≡ 2 (mod 3)

ψ3(x, y) =

{
x/3, x ≡ 0 (mod 3)

ψ2(x− 1, ψ2(2x− 2, y)), èíà÷å

=


x/3, x ≡ 0 (mod 3)

ψ2(x− 1, ψ2(2x− 2, y)), x ≡ 1 (mod 3)

ψ2(x− 1, ψ2(2x− 2, y)), x ≡ 2 (mod 3)

⊥, x = ⊥

=


x/3, x ≡ 0 (mod 3)

ψ2(x− 1, ψ2(2x− 2, y)), x− 1 ≡ 0 (mod 3)

ψ2(x− 1, ψ2(2x− 2, y)), x− 1 ≡ 1 (mod 3)

⊥, x = ⊥

=


x/3, x ≡ 0 (mod 3)

(x− 1)/3, x ≡ 1 (mod 3)

((x− 1)− 1)/3, x ≡ 2 (mod 3)

⊥, x = ⊥

=

{
bx/3c, x ∈ N
⊥, x = ⊥

Çíàåì, ÷å ψ3 v ψ4. Îñâåí òîâà, ψ4(⊥) = ∆(ψ3)(⊥) = ⊥ è ñëåäîâàòåëíî ψ3 = ψ4.
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Òîãàâà ψ3 =
⊔

i ψi è çà âñÿêî x ∈ N,

DN (R)(x) '

{
ψ3(x, x), àêî ψ3(x, x) 6= ⊥
¬!, àêî ψ3(x, x) = ⊥

Ïîíåæå ψ3(x) = bx/3c çà âñÿêî x ∈ N, òî DN (R)(x) = bx/3c çà âñÿêî x ∈ N.


