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Åçèöè, àâòîìàòè è èç÷èñëèìîñò

Àëåêñàíäðà Ñîñêîâà

Ôàêóëòåò ïî ìàòåìàòèêà è èí�îðìàòèêà, ÑÓ
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Hop
roft, Motvani, Ulman

Âúâåäåíèå â òåîðèÿ íà àâòîìàòèòå,

�îðìàëíèòå åçèöè è ñëîæíîñòòà

� Addison-Vesley, 2002,

� Îðèåíòèðàíà êúì ïðèëîæåíèÿ

� Íåäîñòàòú÷íî ìàòåðèàë

6= ñòàðàòà êíèãà íà Hop
roft Ullman.
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Lewis and Papadimitiou

Elements of the theory of 
omputation

� 2. ed. Prenti
e-hall, 1998

� Äîáðà òåîðåòè÷íà ìîòèâàöèÿ

� Äîáðå îáÿñíåí ìàòåðèàë
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M. Sipser

Introdu
tion to the theory of 
omputation

� 2. ed. PWS publ 
omp, MIT, 2006

� Íå�îðìàëíî îïèñàíèå- èíòóèöèÿ

� Áîãàò, äîáðå îáÿñíåí ìàòåðèàë
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Ê. Ìàíåâ

Óâîä â äèñêðåòíàòà ìàòåìàòèêà

� ÊËÌÍ, Ñî�èÿ, 2003

� àâòîìàòè è ãàðìàòèêè - äîáðå (äðóãà ñòðóêòóðà)

� èç÷èñëèìîñò è ñëîæíîñò- ìàëêî



Ñîñêîâà: ÅÀÈ O
tober 2, 2014 7

Ñèñòåìà çà îöåíÿâàíå

Èçïèòè:

� òåñòîâå/êîíòðîëíè íà àâòîìàòè òåîðèÿ

(1)/ïðàêòèêà (2)

� òåñòîâå/êîíòðîëíè íà ãðàìàòèêè òåîðèÿ

(1)/ïðàêòèêà (2)

� Ïèñìåí èçïèò

� Óñòåí èçïèò

Çà äà ñå ÿâèòå íà èçïèò ïèñìåí èëè óñòåí òðÿáâà äà

èìàòå ìèí. ñðåäåí 3 îò òåêóù êîíòðîë

Ñëåä èçêàðàíè òåñòîâå ïîëó÷àâàòå ìàêñ. äîáúð 4

Çà ïî-âèñîêà îöåíêà - ïèñìåí è óñòåí.
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� 3 â. ïð. í. åðà Åâêëèä ; 9â. Àë-Õîðàçìè

� 1646-1716 �îä�ðèä Ëàéáíèö

� 1832 ×àðëç Áàáèäæ - Analyti
al Engine (Àäà Áàéðîí)

� 1900 Äàâèä Õèëáåðò� Õèëáåðòîâàòà ïðîãðàìà

� 1933 Êóðò �üîäåë - Òåîðåìà çà íåïúëíîòà

� 1936 Àëàí Òþðèíã - Ìàøèíè íà Òþðèíã, Ñòèâúí

Êëèíè - òåîðèÿ íà ðåêóðñèâíèòå �óíêöèè

� Àëîíçî ×úð÷ � λ èç÷èñëèìè �óíêöèè

� Øåïåðäñîí è Ñòúðæèö � ÌÍ�

� ×îìñêè, Ìàéõèë, Íåðîóä, Ñêîò, �àáèí� àâòîìàòè

� Ñòèâúí Êóê�ñëîæíîñò
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Îñíîâíè ïàðàäèãìè

Ôîðìàëíè åçèöè: Åçèêúò ñ êîéòî îáùóâàìå ñ êîìïþòúðà?

Òåîðèÿ íà àâòîìàòèòå: Àáñòðàêòåí ìîäåë íà ïðîñòè

èç÷èñëåíèÿ.

Èç÷èñëèìîñò: Êàêâè ïðîáëåìè (íå) ìîæå äà ñå ðàçðåøàò

ñ êîìïþòúð?

Ñëîæíîñò: Êîè ïðîáëåìè (íå) ìîæåì äà ðàçðåøèì

å�åêòèâíî?
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Çàùî íè òðÿáâà âñè÷êî òîâà?

� (íå)äèðåêòíî ïðèëîæåíèå

(àëãîðèòìè, èäåè, ìåòîäè)

â åçèöèòå çà ïðîãðàìèðàíå, êîìïèëàòîðè, îáðàáîòêà

íà òåêñò, (ëèíãâèñòèêà ), õàðäóåðíî è ñî�òóåðíî

èíæeíåðñòâî,. . .

� Îïèò ñ òèïè÷íè äèñêðåòíè äîêàçàòåëñòâà

 òåîðèÿ íà àëãîðèòìèòå, ëîãèêà, òåîðèÿ íà

èç÷èñëèìîñòòà, . . .
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Ôîðìàëíè åçèöè, ðåãóëÿðíè îïåðàöèè

Àçáóêà: êðàéíî ìíîæåñòâî îò ñèâîëè (Σ)

Äóìè (â Σ): êðàéíà ðåäèöà îò ñèìâîëè îò Σ (w)

Åçèê: ìíîæåñòâî îò äóìè â Σ (L)

Ïðàçíàòà äóìà: ε (

{ε} 6= /0 !)

Êîíêàòåíàöèÿ íà äóìè: Ïðèìåð: ac ·bab = acbab.

Êîíêàòåíàöèÿ íà åçèöè:

L1 ·L2:= {w1 ·w2 : w1 ∈ L1 ∧w2 ∈ L2}.

Ïðèìåð:

{ab,ba} · {aa,bb}= {abaa,abbb,baaa,babb}

Îáåäèíåíèå íà åçèöè: L1 ∪L2:= {w : w ∈ L1 ∨w ∈ L2}.

Ïðèìåð:

{ab,ba}∪{aa,bb}= {ab,ba,aa,bb}
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Îçíà÷åíèÿ

w0

:= ε , wn

:= w ·wn−1

çà n ≥ 1.

L0

:=

{ε}, Ln

:= L ·Ln−1

çà n ≥ 1.

Ïðèìåð: a3 = aaa, {a,bb}2 = {aa,abb,bba,bbbb}

Çâåçäà íà Êëèíè: L∗

:=

⋃∞
i=0 Li

(âñÿêà îòäåëíà äóìà å êðàéíà!)

Ïðèìåð:

{a,b}∗ = {ε ,a,b,aa,ab,ba,bb,aaa,aab, . . .}

Σ∗

: Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè äóìè â Σ.

Ïîçèòèâíà îáâèâêà : L+
:=

⋃∞
i=1 Li

Äîïúëíèòåëåí åçèê: Lc

:= Σ∗ \L
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�åãóëÿðíè åçèöè

îñíîâíè /0, {ε} è {a} çà âñÿêî a ∈ Σ ñà ðåãóëÿðíè åçèöè;

∪ Àêî L1 è L2 ñà ðåãóëÿðíè, òî è L1 ∪L2 å ðåãóëÿðåí;

. Àêî L1 è L2 ñà ðåãóëÿðíè , òî è L1.L2 å ðåãóëÿðåí;

∗ Àêî L å ðåãóëÿðåí, òî è L∗

å ðåãóëÿðåí.

Åäèí åçèê å ðåãóëÿðåí, àêî ñå ïîëó÷àâà îò îñíîâíèòå ñ

ïîìîùòà íà îïåðàöèèòå îáåäèíåíèå, êîíêàòåíàöèÿ è

çâåçäà, ïðèëîæåíè êðàåí áðîé ïúòè.
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Îçíà÷åíèÿ

Let w = u · v · x

íà÷àëî (ïðå�èêñ): u

ïîääóìà (èí�èêñ): v

êðàé (ñó�èêñ): x

îáðàòíà: (c1c2 · · ·ck)
R = ck · · ·c2c1

|w|(äúëæèíà): áðîÿò íà áóêâèòå â w
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� L= := {0n1n : n ≥ 1}= {01,0011,000111, . . .}

� {anbncn : n ∈ N}= {abc,aabbcc,aaabbbccc, . . .}

� {ww : w ∈ Σ∗}= {ε ,00,11,0000,0101,1010,1111, . . .}

�
{

wwR : w ∈ Σ∗
}

= {ε ,00,11,0000,0110,1001,1111, . . .}

� LP:=

{

w : w = wR
}

=

{ε ,0,1,00,11,000,010,101,111, . . .}

Ïàëèíäðîì

English: Ana, level, eye, 
ivi
, refer

A Santa lived as a devil at NASA, Borrow or rob;

German: gnudung, hangnah, kajak, lagerregal;

Bulgarian: Àç îáè÷àì ìà÷ è áîçà; Íàñèëà çàêàðàõà

ñâèíåòå íè â Ñàõàðà! - êàçà Ëèñàí ; "

Latin: Sator Arepo Tenet Opera Rotas .
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Ïðèìåð çà �îðìàëåí åçèê

Áàëàíñèðàíè ëåâè è äåñíè ñêîáè L() â Σ = {(,)}:
� ε ∈ L(),

� àêî u ∈ L(), v ∈ L(), òî uv ∈ L(),

� àêî u ∈ L(), òî (u) ∈ L() .
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Àëãîðèòìè÷íè ïðîáëåìè

Ïðèíàäëåæíîñò íà äóìà: w ∈ L?

Åêâèâàëåíòíîñò: L1 = L2?

Ñïåöè�èêàöèÿ: ìàòåìàòè÷åñêà äå�èíèöèÿ (îïèñàíèå) íà

åçèêà (êîãà åäíà äóìà w ∈ L), ãàðìàòèêè,

ðàçïîçíàâàòåëè = àâòîìàòè(ìàøèíè),

òðàíñ�îðìàöèè ìåæäó ðàçëè÷íè ñïåöè�èêàöèè íà

L.
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Çàùî �îðìàëíè åçèöè?

� Åçèöèòå çà ïðîãðàìèðàíå, �îðìàòúò íà

äàííèòå,. . . ñà �îðìàëíè åçèöè.

� Ëåñíî ñå �îðìóëèðàò çàäà÷èòå.

� Ìíîãî àëãîðèòìè÷íè ïðîáëåìè ñå ñâåæäàò äî

ïðèíàäëåæíîñò íà äóìà â äàäåí �îðìàëåí åçèê.
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Ïðèìåð: Çàäà÷àòà çà ðàíèöàòà

W20

10
20

15

� n îáåêòà ñ òåãëî wi ∈ N è ñòîéíîñò (ïå÷àëáà) pi

� äà ñå íàìåðè ïîäìíîæåñòâî x îò îáåêòèòå

� òàêîâà, ÷å ∑i∈x wi ≤W è

� ñ ìàêñèìàëíà ïå÷àëáà ∑i∈x pi
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Ïðèìåð: Çàäà÷àòà çà ðàíèöàòà

Äå�èíèðàìå L ⊆ {0,1, `,'}∗:

w ∈ L, àêî w å ñïèñúê îò 2n+2 äâîè÷íè ÷èñëà, ðàçäåëåíè

ñúñ çàïåòàÿ P,W,w1, p1, . . . ,wn, pn, òàêèâà ÷å
∃x ⊆ {1, . . . ,n} : ∑i∈x pi ≥ P è ∑i∈x wi ≤W

Ïðèíàäëåæíîñòòà êúì åçèêà L  Çàäà÷àòà çà ðàíèöàòà:

� íàìèðàìå îïòèìàëíîòî P ñ äâîè÷íî òúðñåíå

� íàìèðàìå ñúîòâåíîòî x, ìàõàéêè îò ñïèñúêà åëåìåíò

ïî åëåìåíò.

Âñè÷êî ≤ n+ log∑i pi çà äà ñâåäåì åäèíèÿ ïðîáëåì äî

äðóãèÿ "ìàëêî"
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Òåîðèÿ íà àâòîìàòèòå

Êðàéíè àâòîìàòè

Åäèí äåòåðìèíèðàí êðàåí àâòîìàò ñå ñúñòîè îò:

� Q, êðàéíî ìíîæåñòâî îò ñúñòîÿíèÿ;

� Σ, êðàéíî ìíîæåñòâî îò ñèìâîëè, (àçáóêà);

� δ : Q×Σ → Q, �óíêöèÿ íà ïðåõîäà;

� s ∈ Q, íà÷àëíî ñúñòîÿíèå;

� F ⊆ Q, êðàéíî ìíîæåñòâî îò

çàêëþ÷èòåëíè ñúñòîÿíèÿ.

q  Qε

wεΣ*

Eingabeband

δ
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Ïðèìåð: áèëåòåí àâòîìàò

� Ñòàíäàðòíà öåíà íà áèëåò 90 öåíòà

� ïðèåìàò ñå ìîíåòè îò: 10, 20 è 50

� Ñòîï ñ áóòîí C èëè ïî-ãîëÿìà ñóìà ìîíåòè

� 90 öåíòà ñà ïóñíàòè  ready

({10,20,50,C} ,{0,10,20,30,40,50,60,70,80,90},δ ,0,{90})

20 20 20

50 50 50 50 50

20

20 50
505050

20 202020C C C C C C C C

10 10 10 10 10 10 10 1010
0 10 20 30 40 50 70 80 9060
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�ðàìàòèêè

�ðàìàòèêà G = (V,Σ,P,S)

� V , ïðîìåíëèâè

� Σ, àçáóêà (òåðìèíàëè) (V ∩Σ = /0)
� P ⊆ (V ∪Σ)+× (V ∪Σ)∗, ïðàâèëà, |P|< ∞

Íà âñÿêî ïðàâèëî, ëÿâàòà ÷àñò ñúäúðæà ïîíå åäíà

ïðîìåíëèâà

� S, íà÷àëíà ïðîìåíëèâà
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�ðàìàòèêè

Éåðàõèÿ íà ×îìñêè: êëàñè�èêàöèÿ â çàâèñèìîñò îò

âèäà íà ïðàâèëàòà.

Â ÷àñòíîñò: êîíòåêñòíî-ñâîáîäíè åçèöè A → α, A ∈V ,

α ∈ (V ∪Σ)∗.

� Ñïåöè�èêàöèÿ íà ñèíòàêñèñà íà ïðîãðàìíèòå åçèöè.

� Êîíòåêñòíî-ñâîáîäíèòå åçèöè ñà ðàçðåøèìè.

� Êîè åçèöè ñå ðàïîçíàâàò çà ëèíåéíî âðåìå?
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Ïðèìåð: Àðèòìåòè÷íè èçðàçè

G = ({E,T,F} ,{a,+,∗,(,)} ,P,E), êúäåòî

P = {E → T,

E → E +T,

T → F,

T → T ∗F,

F → a,

F → (E)}
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Ìàøèíè íà Òþðèíã è èç÷èñëèìîñò

q  Qε

wεΣ*

δ

Eingabe Ausgabe

RL

... ...

� Ìàøèíèòå íà Òþðèíã ðåøàâàò íå ïîâå÷å è íå

ïî-ìàëêî çàäà÷è, îòêîëêîòî äðóãèòå äîñòàòú÷íî

ìîùíè ìàøèííè ìîäåëè

� Ìîæå ëè äà ðàçðåøèì âñåêè ïðîáëåì ñ ìàøèíà íà

Òþðèíã?
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Òåîðèÿ íà ñëîæíîñòòà: Êîè çàäà÷è ìîæåì äà

ïðåñìåòíåì å�åêòèâíî?

� Ïàê ñå áàçèðàìå íà ìàøèíè íà Òþðèíã. Åñòåñòâåíî

å äà èñêàìå àëãîðèòìèòå äà ñà å�åêòèâíè, ò.å.

âðåìåòî çà èçïúëíåíèå èëè ðåñóðñèòå äà ñà ìàëêè (

êàòî �óíêöèÿ íà ãîëåìèíàòà íà âõîäà).

n ≈ n2 ≈ ·· ·n42 ≈ ·· ·≪ 20.134n

� Çíåàåì ìíîãî ìàëêî çà äîëíàòà ãðàíèöà íà âðåìåòî

çà èç÷èñëåíèå

� Íî èìà ãîëåìè êëàñîâå îò çàäà÷è, êîèòî ìàêàð è íå

ïîëèíîìèàëíè, çà âñè÷êè äðóãè ïî-òðóäîåìêè

çàäà÷è èçãëåæäàò ïðåêðàñíî.


