
Äîìàøíî �3 ïî Äèñêðåòíè Ñòðóêòóðè, ñïåö. Êîìïþòúðíè
íàóêè, çèìåí ñåìåñòúð 2015/2016ã.

òåìà: êîìáèíàòîðèêà

ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 1 2 3 4 5 Ìàêñ.

ïîëó÷åíè òî÷êè
îò ìàêñèìàëíî 15 15 15 15 15 70

Çàäà÷à 1: (15ò.) Äàäåíà å ãðóïà îò n ÷îâåêà. Îïðåäåëåòå ìèíèìàëíàòà
ñòîéíîñò íà n, çà êîÿòî ïîíå 4 ÷îâåêà ñà ðîäåíè â åäèí è ñúùè ìåñåö îò
ãîäèíàòà è â åäèí è ñúùè äåí îò ñåäìèöàòà. Îáîñíîâåòå îòãîâîðà ñè.

Ðåøåíèå:

Íåêà M = {ßíóàðè, Ôåâðóàðè, Ìàðò, Àïðèë, Ìàé, Þíè, Þëè, Àâ-
ãóñò, Ñåïòåìâðè, Îêòîìâðè, Íîåìâðè, Äåêåìâðè} å ìíîæåñòâîòî îò
ìåñåöè, à D = {Ïîíåäåëíèê, Âòîðíèê, Ñðÿäà, ×åòâúðòúê, Ïåòúê, Ñú-
áîòà, Íåäåëÿ} å ìíîæåñòâîòî îò äíè.

Íåêà A å ìíîæåñòâîòî îò õîðà, B = {(month, day)|month ∈M ∧day ∈
D} è f : A → B, f(x) = (m, d), êúäåòî m å ìåñåöúò, à d å äåíÿò îò
ñåäìèöàòà îò ðîæäåíàòà äàòà íà x. Ïî óñëîâèå |A| = n, à |B| = |M×D| =
|M |× |D| = 84. Ñúãëàñíî îáîáùåíèÿ ïðèíöèï íà Äèðèõëà, ïîíå 4 ÷îâåêà
ñà ðîäåíè â åäèí è ñúùè ìåñåö îò ãîäèíàòà è â åäèí è ñúùè äåí îò
ñåäìèöàòà, àêî |A| > 3 · |B|, ò.å. n > 3 ·84 = 252. Ñëåäîâàòåëíî, òúðñåíàòà
ñòîéíîñò çà n å 253.

Çàäà÷à 2: (15ò.) Äîêàæåòå, ÷å ñúùåñòâóâàò äâå ðàçëè÷íè åñòåñòâåíè
÷èñëà m è n, òàêèâà ÷å ÷èñëîòî 37m − 37n ñå äåëè íà 10. Îáîñíîâåòå
îòãîâîðà ñè.

Ðåøåíèå:

×èñëîòî 37m − 37n ñå äåëè íà 10, àêî öèôðàòà íà åäèíèöèòå â íå-
ãîâèÿ çàïèñ å 0 (çàâúðøâà íà 0). Ñëåäîâàòåëíî, àêî ÷èñëàòà 37m è 37n

çàâúðøâàò íà åäíà è ñúùà öèôðà, òî ÷èñëîòî 37m − 37n ñå äåëè íà 10.

È òàêà, ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà ñå ñâåæäà äî äîêàçàòåëñòâî, ÷å ñúùåñ-
òâóâàò äâå ðàçëè÷íè åñòåñòâåíè ÷èñëà m è n, òàêèâà ÷å ÷èñëàòà 37m è
37n çàâúðøâàò íà åäíà è ñúùà öèôðà.
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Íåêà D = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} å ìíîæåñòâîòî îò äåñåòè÷íè öèôðè,
P = {37x|x ∈ N}. Ùå äîêàæåì, ÷å çà âñÿêî ìíîæåñòâî S ⊂ P, |S| = 11,
ñúùåñòâóâàò äâå ðàçëè÷íè ÷èñëà îò S ñ åäíàêâè ïîñëåäíè öèôðè.

Íåêà A ⊂ P, |A| = 11 è f : A → D, f(x) å ïîñëåäíàòà öèôðà íà x. Îò
|A| > |D|, ñúãëàñíî ïðèíöèïà íà Äèðèõëå ñëåäâà, ÷å èìà ïîíå äâå ÷èñëà
37m 6= 37n îò ìíîæåñòâîòî A , òàêèâà ÷å f(37m) = f(37n), èëè ÷èñëàòà
37m è 37n çàâúðøâàò íà åäíà è ñúùà öèôðà.

Ñëåäîâàòåëíî, ñúùåñòâóâàò m 6= n ∈ N, òàêèâà ÷å ÷èñëîòî 37m − 37n

ñå äåëè íà 10.

Çàäà÷à 3: (15ò.) Íàìåðåòå áðîÿ íà ïåðìóòàöèèòå íà ÷èñëàòà îò 1 äî
20, êîèòî èìàò ñëåäíîòî ñâîéñòâî: àêî ÷èñëîòî k ñå íàìèðà íà ïîçèöèÿ
i â ïåðìóòàöèÿòà, òî åäíî îò ÷èñëàòà k − 1 è k + 1 ñå ñðåùà â íÿêîÿ îò
ïîçèöèèòå 1, 2, ..., i− 1.

Ðåøåíèå:
Äà ðàçãëåäàìå ïîñòðîÿâàíåòî íà åäíà òàêàâà ïåðìóòàöèÿ. ×èñëîòî,

êîåòî çàåìà ïúðâà ïîçèöèÿ, ìîæå äà áúäå èçáðàíî ïðîèçâîëíî. Äà îç-
íà÷èì òîâà ÷èñëî ñ p. ×èñëîòî âúâ âòîðà ïîçèöèÿ ìîæå äà å p − 1 èëè
p+ 1. Èçîáùî, çà äà ñå îñèãóðè èçïúëíåíèåòî íà èçèñêâàíåòî îò óñëîâè-
åòî, èçáîðúò íà ñëåäâàùîòî ÷èñëî òðÿáâà äà ñòàâà ïî ñëåäíîòî ïðàâèëî:
àêî ñà èçáðàíè ïúðâèòå r åëåìåíòà íà ïåðìóòàöèÿòà, òî ñëåäâàùèÿò åëå-
ìåíò òðÿáâà äà áúäå ñ 1 ïî-ìàëúê îò íàé-ìàëêîòî âêëþ÷åíî ÷èñëî èëè ñ
1 ïî-ãîëÿì îò íàé-ãîëÿìîòî âêëþ÷åíî âå÷å ÷èñëî. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ïðè
èçáîð íà ÷èñëîòî p çà ïúðâà ïîçèöèÿ, ïîñòðîÿâàíåòî íà ïåðìóòàöèÿòà
ùå ñòàíå êàòî p− 1 ïúòè äîáàâèì ÷èñëî, ñ 1 ïî-ìàëêî îò íàé-ìàëêîòî è
20− p ïúòè äîáàâèì ÷èñëî ñ 1 ïî-ãîëÿìî îò íàé-ãîëÿìîòî. Òîâà ìîæå äà
ñå ìîäåëèðà ñ äâîè÷åí âåêòîð, êîéòî ñúäúðæà p− 1 íóëè è 20− p åäèíè-
öè. Áðîÿò íà òåçè âåêòîðè å

(
19
p−1

)
. Òúé êàòî âñÿêî îò äâàäåñåòòå ÷èñëà

ìîæå äà áúäå èçáðàíî çà ïúðâè åëåìåíò, òî îáùèÿò áðîé íà òúðñåíèòå
ïåðìóòàöèè å:

20∑
i=1

(
19

i− 1

)
=

19∑
i=0

(
19

i

)
= 219 = 524288

Çàäà÷à 4: (15ò.) Íåêà f(x) å ôóíêöèÿ ñúñ ñëåäíîòî ñâîéñòâî f(f(x)) = x.
Íàìåðåòå áðîÿ íà âñè÷êè òàêèâà ôóíêöèè ñ äîìåéí è êîäîìåéí ìíîæåñ-
òâîòî Jn.

Ðåøåíèå:
Íåêà f : Jn → Jn å ôóíêöèÿ, ñúñ ñâîéñòâîòî (*)f(f(x)) = x.
Íåêà x1, x2 ∈ Jn. Àêî f(x1) = f(x2)⇒

f(f(x1)) = f(f(x2))⇒
x1 = x2
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Ñëåäîâàòåëíî ôóíêöèÿòà å èíåêöèÿ, à òúé êàòî äîìåéíúò è êîäîìåé-
íúò ñúâïàäàò, ñëåäâà ÷å òÿ å áèåêöèÿ.

Çà ôóíêöèîíàëíèòå ñòîéíîñòè èìà äâå âúçìîæíîñòè, êîèòî ãàðàíòè-
ðàò èçïúëíåíèåòî íà óñëîâèåòî (*):

1. f(x) = x Òîãàâà f(f(x)) = f(x) = x
2. f(x1) = x2 → f(x2) = x1 Òîãàâà f(f(x1)) = f(x2) = x1

Ñåãà ìîæåì äà ïðåáðîèì ôóíêöèèòå ñúñ ñâîéñòâîòî (*). Äà îçíà÷èì ñ
2k áðîÿò íà åëåìåíòèòå íà Jn, çà êîèòî f(x) 6= x. Êàêòî âèäÿõìå âå÷å, òîé
å âèíàãè ÷åòåí. Îáðàçà íà ïúðâèÿ îò òåçè åëåìåíòè ìîæåì äà èçáåðåì
ïî 2k − 1 íà÷èíà, íà âòîðèÿ ïî 2k − 3 íà÷èíà è ò.í. Çà îáðàçà íà k-òèÿ
åëåìåíò èìà åäèíñòâåíà âúçìîæíîñò. È òàêà, ïðè ôèêñèðàíè 2k åëåìåíòà
íà Jn, çà êîèòî f(x) 6= x, áðîÿò íà òúðñåíèòå ôóíêöèè å

(2k − 1)(2k − 3)...3.1 = (2k − 1)!!
Ñåãà îñòàâà äà èçáåðåì òåçè 2k åëåìåíòà ïî âñè÷êè âúçìîæíè íà÷èíè

è äà îñòàâèì k äà ïðèåìà âñè÷êè âúçìîæíè ñòîéíîñòè îò 0 äî bn/2c è

ïîëó÷àâàìå
bn/2c∑
k=0

(
n

2k

)
(2k − 1)!!

Çàäà÷à 5: (15ò.) Â ÷àñ ïî Äèñêðåòíè ñòðóêòóðè ëåêòîðúò íà âòîðè ïîòîê
ïðàâè êðàòêî êîíòðîëíî, êîåòî ñå ñúñòîè â ðåøàâàíå íà åäíà çàäà÷à. Ñëåä
ïðåãëåæäàíå íà ðàáîòèòå ñå îêàçâà, ÷å èìà 37 âåðíè ðåøåíèÿ, êàòî âúâ
âñÿêà îò ÷åòèðèòå ãðóïè íà ïîòîêà èìà âåðíî ðåøåíèå è íèêîÿ îò ãðóïèòå
íå ïðèòåæàâà ïîâå÷å îò åäíà òðåòà îò âåðíèòå ðåøåíèÿ.

Êîëêî ñà âúçìîæíèòå ðàçïðåäåëåíèÿ íà âåðíèòå ðåøåíèÿ ïî ãðóïè
òàêà, ÷å äà ñà èçïúëíåíè ãîðíèòå óñëîâèÿ.

Ðåøåíèå:
Òàçè çàäà÷à ìîæå äà ñå ôîðìóëèðà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí, ïî ïîäîáèå íà

ðåøàâàíà íà ëåêöèè çàäà÷à:
Êîëêî ñà ðåøåíèÿòà â åñòåñòâåíè ÷èñëà íà óðàâíåíèåòî
x1 + x2 + x3 + x4 = 37 (1)
1 ≤ xi ≤ 12, i ∈ I4
Çàäà÷àòà ùå ðåøèì ñ ïðèëàãàíå íà ïðèíöèïà çà âêëþ÷âàíå è èçê-

ëþ÷âàíå.
Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ðåøåíèÿ íà óðàâíåíèåòî (1), áåç äà îò÷èòàìå

îãðàíè÷åíèÿòà çà ïðîìåíëèâèòå, å òî÷íî ìíîæåñòâîòî îò êîìáèíàöèè-
òå ñ ïîâòîðåíèå îò 4 åëåìåíòà, êëàñ 37. Çà äà îò÷åòåì îãðàíè÷åíèåòî
1 ≤ xi, i ∈ I4 ìîæåì äà äàäåì ïî åäíà "ñëóæåáíà"åäèíèöà íà âñÿêà îò
÷åòèðèòå ïðîìåíëèâè, ïðè êîåòî ùå äîñòèãíåì äî åêâèâàëåíòíàòà çàäà-
÷à:

x′1 + x′2 + x′3 + x′4 = 33 (2)
0 ≤ x′i ≤ 11, i ∈ I4
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Ðåøåíèÿòà íà óðàíåíèåòî (2) â åñòåñòâåíè ÷èñëà, áåç äà ñå îò÷èòà
îãðàíè÷åíèåòî çà ñòîéíîñòòà íà ïðîìåíëèâèòå, ñà âñè÷êè êîìáèíàöèè ñ
ïîâòîðåíèå îò 4 åëåìåíòà, êëàñ 33. Àêî îçíà÷èì ñ X ìíîæåñòâîòî íà òåçè
ðåøåíèÿ, òî òåõíèÿò áðîé å |X| = S33

4 = C33
36

Ñåãà îñòàâà äà ïðèëîæèì ïðèíöèïà çà âêëþ÷âàíå è èçêëþ÷âàíå, òàêà
÷å äà ñå ñúîáðàçèì ñ äîïóñòèìèÿ ìàêñèìóì íà ïðîìåíëèâèòå.

Äà îçíà÷èì ñ Xi ìíîæåñòâîòî îò ðåøåíèÿ íà (2), êîèòî íå èçïúëíÿâàò
óñëîâèåòî x′i ≤ 11, ò.å. èçïúëíÿâàò óñëîâèÿòà:

12 ≤ x′i
0 ≤ x′j, j 6= i

Òàêà áðîÿò íà ðåøåíèÿòà, êîéòî òúðñèì, ùå ïîëó÷èì ïî ôîðìóëàòà:

|X1 ∩X2 ∩X3 ∩X4| = |X| −
4∑

i=1

|Xi|+
∑

1≤i<j≤4
|Xi ∩Xj|−∑

1≤i<j<k≤4
|Xi ∩Xj ∩Xk|+ |X1 ∩X2 ∩X3 ∩X4| (3)

Çà äà ïîëó÷èì áðîÿ íà åëåìåíòèòå íà Xi ùå èçïîëçâàìå ñëåäíîòî ïðåä-
ñòàâÿíå: x′i = x′′i + 12. Òîãàâà áðîÿò íà åëåìåíòèòå íà Xi å ðàâåí íà áðîÿ
íà ðåøåíèÿòà â åñòåñòâåíè ÷èñëà íà óðàâíåíèåòî:

x′′i +
∑
j 6=i

xj = 21

à òîâà å òî÷íî áðîÿò íà êîìáèíàöèèòå ñ ïîâòîðåíèå îò 4 åëåìåíòà, êëàñ
21, ò.å. S21

4 = C21
24 = C3

24.
Àíàëîãè÷íî, áðîÿò íà åëåìåíòèòå íà ìíîæåñòâîòî Xi ∩Xj å ðàâåí íà

áðîÿ íà ðåøåíèÿòà íà óðàâíåíèåòî:
x′′i + x′′j +

∑
k 6=i,j

xk = 9

|Xi ∩Xj| = S9
4 = C9

12 = C3
12

Îñòàíàëèòå ÷ëåíîâå â ñóìàòà (3) ñà íóëè, òúé êàòî ïîâå÷å îò äâå
ïðîìåíëèâè íå ìîãàò äà èìàò ñòîéíîñò ïî-ãîëÿìà îò 11.
|X1 ∩X2 ∩X3 ∩X4| = S33

4 − 4S21
4 + 6S9

4

= C3
36 − 4C3

24 + 6C3
12

=

(
36

3

)
− 4

(
24

3

)
+ 6

(
12

3

)
= 7140− 4.2024 + 6.220 = 364
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